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摘　要　对偶区间集概念格是将区间集引入到对偶概念格产生的,它将对偶概念的外延与内涵从经典集合推广到区间集,使之

成为一种描述不确定性概念的数学方法.而属性约简是数据挖掘的核心内容之一,是一种研究概念格本质特征的方法,它通过

删除冗余属性使数据表中概念的获取与表示变得更简洁.文中主要研究对偶区间集概念格上区间集协调集的判定方法.首先

基于对偶区间集概念格的同构,引入了区间集协调集,给出了对偶区间集概念格上区间集协调集的一系列判定定理,进而讨论

了利用区间集协调集获取区间集属性约简的方法.
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Abstract　ThedualintervalＧsetconceptlatticeisgeneratedbyintroducingtheintervalsetintothedualconceptlattice．Itextends

theextensionandintensionofthedualconceptfromtheclassicalsetstotheintervalsets,whichmakesittobeamathematical

tooltodescribeuncertainconcepts．Asoneofthecoretopicsofdatamining,attributereductionisamethodtostudytheessential

characteristicsofconceptlattice．Itsimplifiestherepresentationoftheconceptbyremovingredundantattributes．Thispaper

mainlydiscussedthejudgmentapproachesoftheintervalＧsetconsistentsetsofthedualintervalＧsetconceptlattices．Firstly,based

ontheisomorphisimforthestructureofthedualintervalＧsetconceptlattices,intervalＧsetconsistentsetsweredefined,andaseＧ

riesofjudgmenttheoremsweretheninvestigatedforthedualintervalＧsetconceptlattices．Then,themethodaboutobtainingatＧ

tributereductionintervalＧsetbyusingtheintervalＧsetconsistentsetwasdescribed．
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１　引言

形式概念分析作为一种数学理论,于１９８２年由德国学者

Wille提出[１Ｇ２].概念格结构为其核心数据模型.概念格本质

上描述了 对 象 与 属 性 之 间 形 成 的 伽 罗 瓦 连 接,其 相 应 的

Hasse图表明了概念之间的泛化和特化关系,实现了数据的

可视化.

实际中由于信息缺失,往往无法给出精确的概念的外延.

为了表示这些不确定信息,Yao于１９９３年基于粗糙集理论的

上、下界引入了区间集思想[３Ｇ７].区间集与概念格结合产生的

区间集概念格[８]将概念推广到区间集概念,成为描述不确定

性概念的新工具.随着数据量的急剧扩张,区间集概念格分

析数据的能力受到大量冗余信息的干扰,此时属性约简为我

们提供了良好的解决方法.

属性约简本质上是删除形式背景中的冗余属性,使得概

念的表达更加简洁而不丢失其携带的信息.随着概念格理论

的发展壮大,众多学者在概念格的构造以及属性约简方面取

得了一些成果.Zhang等率先提出了概念格基于可辨识属性

矩阵的属性约简理论[９Ｇ１０];Shao等提出了近似算子的概念,给

出了概念格中属性约简及对象约简的方法[１１],之后还研究了

基于单边形式背景的属性约简[１２];Li等研究了面向规则提取

的概念格约简方法[１３Ｇ１４];Liu等基于概念格同构理论,研究了

属性约简及其算法[１５];文献[１６]通过引入交不可约元概念,

提出了一种属性约简的新方法;Wang等基于单边区间集概

念格,在不完备形式背景下研究属性约简[１７];Ma等首先给出

了面向对象概念的属性约简方法[１８],随后研究了决策形式背

景上区间集概念格的属性约简问题[１９];Zhang则揭示了区间

集概念格属性约简的组成和结构[２０].



本文从对偶区间集概念格的结构出发,引入了对偶区间

集概念格的细于关系,基于同构的对偶区间集概念格定义了

区间集协调集,讨论了对偶区间集概念格上的区间集协调集

的判定定理,利用区间集协调集给出了获取区间集约简的

方法.

２　对偶区间集概念格

(U,A,I)称为一个形式背景[１Ｇ２],其中U＝{x１,x２,􀆺,

xn}为有限非空论域,每个xi(i≤n)称为一个对象;A＝{a１,

a２,􀆺,am}为非空有限集,每个aj(j≤m)称为一个属性;I⊆

U×A 为U 与A 之间的二元关系.若(x,a)∈I,则称对象x
具有属性a;若(x,a)∉I,则称对象x不具有属性a.

设(U,A,I)为形式背景,对于任意 X⊆U,B⊆A,充分性

算子(∗ ,∗ )[１Ｇ２]定义为:

X∗ ＝{a∈A|∀x∈X,(x,a)∈I}

B∗ ＝{x∈U|∀a∈B,(x,a)∈I}

则对任意x∈U,a∈A:

x∗ ＝{x}∗ ＝{a∈A|(x,a)∈I}

a∗ ＝{a}∗ ＝{x∈U|(x,a)∈I}

对于任意X⊆U,B⊆A,对偶性充分算子(＃ ,＃ )[６]定义

为:

X＃ ＝{a∈A|Xc∩a∗c≠Ø}

B＃ ＝{x∈U|Bc∩x∗c≠Ø}

显然,X＃ ＝Xc∗c,B＃ ＝Bc∗c.

设(U,A,I)为形式背景,若X∗ ＝B 且B∗ ＝X,则称(X,

B)是形式概念(简称概念);若 X＃ ＝B 且B＃ ＝X,则称(X,

B)是对偶形式概念(简称对偶概念).

用Ld(U,A,I)表示形式背景(U,A,I)上的全体对偶概

念,对于任意(Xi,Bi)∈Ld(U,A,I)(i＝１,２),定义Ld(U,A,

I)上的关系≤d 为:

(X１,B１)≤d(X２,B２)⇔X１⊆X２⇔B２⊆B１

则≤d 是Ld(U,A,I)上的偏序关系.偏序集(Ld(U,A,I),

≤d)构成一个完备格,称为对偶概念格[７],其上的交、并定义

为:

(X１,B１)∨d(X２,B２)＝(X１∪X２,(B１∩B２)＃＃ )

(X１,B１)∧d(X２,B２)＝((X１∩X２)＃＃ ,B１∪B２)

设Ld(U,A１,I１)和Ld(U,A２,I２)是两个对偶概念格,如

果对于任意(X,B)∈Ld(U,A２,I２),存在(X′,B′)∈Ld(U,

A１,I１),使得 X′＝X,则称 Ld (U,A１,I１)细于 Ld (U,A２,

I２)[６],记作Ld(U,A１,I１)≤Ld(U,A２,I２).如果Ld(U,A１,

I１)≤Ld(U,A２,I２)且Ld(U,A２,I２)≤Ld(U,A１,I１),则称这

两个对偶概念格同构,记作Ld(U,A１,I１)≅Ld(U,A２,I２).

设(U,A,I)为形式背景,对于任意 D⊆A,ID ＝I∩(U×

D),则(U,D,ID)也是一个形式背景.用 X＃D ,B＃D 分别表示

X＃ ,B＃ 在(U,D,ID)下的运算.显然有IA ＝I,X＃A ＝X＃ ,

X＃D ＝X＃ ∩D,B＃D ＝B＃ .

对于形式背景(U,A,I),D⊆A,D≠Ø,总有Ld(U,A,

I)≤Ld(U,D,ID)成立.

设形式背景(U,A,I),D⊆A,D≠Ø,D 是对偶协调集当

且仅当:

Ld(U,D,ID)≤Ld(U,A,I) (１)

文献[８]将区间集引入概念格,提出了区间集概念格,给

出了一种描述具有不精确外延的形式概念的方法.而将区间

集引入对偶概念格,则可利用对偶区间集概念格对不确定性

对偶概念进行刻画.

设U 是有限论域,２U 是U 的幂集,区间集X 定义为[３]:

X＝[Xl,Xu]＝{X∈２U|Xl⊆X⊆Xu}

其中,Xl⊆Xu⊆U,Xl 和Xu 分别称为区间集X 的下界和上

界.U 上所有区间集的全体用II(２U )表示,称为U 上的区间

集幂集.对于任意的X∈２U ,X
∧

＝[X,X]是下界和上界相等

的区间集,称为退化区间集.

设U 是有限论域,对于任意区间集Χ＝[Xl,Xu],Y＝
[Yl,Yu]∈II(２U ),定义区间集幂集上的交、并、差、补运算[３]

分别为:

X Y＝[Xl∩Yl,Xu∩Yu]

X Y＝[Xl∪Yl,Xu∪Yu]

X－Y＝[Xl－Yu,Xu－Yl]

¬X＝[U－Xu,U－Xl]

II(２U)上的序关系 定义为[３]:

[Xl,Xu] [Yl,Yu]⇔Xl⊆Yl,Xu⊆Yu

定义１[８]　设(U,A,I)为形式背景,对于任意区间集Χ＝
[Xl,Xu]∈II(２U),Β＝[Bl,Bu]∈II(２A),定义区间集上的对

偶充分性算子(fd,gd)如下:

fd(Χ)＝fd([Xl,Xu])＝[X＃
u ,X＃

l ]

gd(Β)＝gd([Bl,Bu])＝[B＃
u ,B＃

l ]

其中,fd(Χ)表示II(２A)中介于 X＃
u 与X＃

l 之间的所有属性子

集的全体,gd(Β)表示II(２U)中介于B＃
u 与B＃

l 之间的所有对象

子集的全体.

性质１[８]　设(U,A,I)为形式背景,对于任意区间集Χ,

Χ１,Χ２∈II(２U),Β,Β１,Β２∈II(２A),下述性质成立:

(１)Χ１ Χ２⇒fd(Χ２)fd(Χ１),Β１ Β２⇒gd(Β２)gd(Β１);

(２)gdfd(Χ)Χ,fdgd(Β)Β;

(３)fd(Χ１ Χ２)＝fd (Χ１) fd (Χ２),gd (Β１ Β２)＝

gd(Β１) gd(Β２);

(４)fdgdfd(Χ)＝fd(Χ),gdfdgd(Β)＝gd(Β);

(５)fd(Χ)Β⇔gd(Β)Χ;

(６)fd (Χ１ Χ２) fd (Χ１) fd (Χ２),gd (Β１ Β２)

gd(Β１) gd(Β２);

(７)(gdfd(Χ),fd(Χ)),(gd(Β),fdgd(Β))均为对偶区间

集概念.

设(U,A,I)为形式背景,对于任意区间集Χ∈II(２U ),Β∈

II(２A),如果fd(Χ)＝Β且gd(Β)＝Χ,则称(Χ,Β)为对偶区间

集概念[８],其中Χ称为(Χ,Β)的对偶区间集概念外延,Β称为

(Χ,Β)的对偶区间集概念内涵.

用ILd(U,A,I)表示(U,A,I)上所有对偶区间集概念的

全体,对于任意对偶区间集概念(Χ１,Β１),(Χ２,Β２)∈ILd(U,

９９郭庆春,等:对偶区间集概念格上区间集协调集的判定方法



A,I),定义≼d 为(Χ１,Β１)≼d(Χ２,Β２)⇔Χ１ Χ２⇔Β２ Β１,则

≼d 为对偶区间集概念之间的偏序关系.偏序集(ILd(U,A,

I),≼d)构成一个完备格,称为对偶区间集概念格,其上确界

和下确界分别定义为:

(Χ１,Β１)∨d(Χ２,Β２)＝(Χ１ Χ２,fdgd(Β１ Β２))

(Χ１,Β１)∧d(Χ２,Β２)＝(gdfd(Χ１ Χ２),Β１ Β２)

例１　表１列出了形式背景(U,A,I),其中U＝{１,２,３,

４},A＝{a,b,c,d,e}.

表１　形式背景(U,A,I)

Table１　Formalcontext(U,A,I)

a b c d e

１ １ ０ １ １ ０

２ ０ １ ０ ０ １

３ ０ １ ０ ０ ０

４ １ ０ １ ０ ０

图１给出了形式背景(U,A,I)的对偶区间集概念格ILd

(U,A,I).为方便起见,对象集{２３４}用２３４表示,属性集

{acd}用acd表示.

图１　对偶区间集概念格ILd(U,A,I)

Fig．１　DualintervalＧsetconceptlatticeILd(U,A,I)

３　对偶区间集概念格的区间集协调集判定定理

为了研究对偶区间集概念格的属性约简,首先给出区间

集协调集的定义以及判定定理.

定义２　设(U,A１,I１)和(U,A２,I２)是具有相同论域的

两个形式背景,若对于任意(Χ,Β)∈ILd(U,A２,I２),存在(Χ′,

B′)∈ILd(U,A１,I１),使得Χ′＝Χ,则称ILd(U,A１,I１)细于

ILd(U,A２,I２),记作ILd(U,A１,I１)≤ILd(U,A２,I２).

如果ILd(U,A１,I１)≤ILd(U,A２,I２)且有ILd(U,A２,

I２)≤ILd(U,A１,I１),则称这两个对偶区间集概念格同构,记

作ILd(U,A１,I１)≅ILd(U,A２,I２).

对于任意属性子集D⊆A,可知(U,D,ID)为(U,A,I)的

子形式背景.对于任意区间集Χ∈II(２U ),fd(Χ)和fD
d (Χ)分

别表示算子 fd 在(U,A,I)和 (U,D,ID )下 对 X 的 作 用,

gd(B)和gD
d (B)分别表示算子gd 在(U,A,I)和(U,D,ID)下

对B的作用.显然有:fA
d (Χ)＝fd(Χ),fD

d (Χ)＝fd(Χ) D
∧
,

gD
d (B)＝gd(B).

定理１　设(U,A,I)为形式背景,对于任意的D⊆A,D≠

Ø,有ILd(U,A,I)≤ILd(U,D,ID).

证明:设D⊆A 且D≠Ø.对于任意对偶区间集概念(Χ,

Β)∈ILd(U,D,ID ),由性质１(７)可知(gdfd(Χ),fd(Χ))∈

ILd(U,A,I).

下证gdfd(Χ)＝Χ.由gd(Β)＝gD
d (Β)＝Χ及性质１(２)可

得:fd(Χ)＝fdgd(Β)Β.于是Χ＝gd(Β)gdfd(Χ),即Χ

gdfd(Χ).又由gdfd(Χ)Χ得gdfd(Χ)＝Χ.由定义２可知:

ILd(U,A,I)≤ILd(U,D,ID).

定义３　设(U,A,I)为形式背景,如果存在属性子集D⊆

A,使得ILd(U,A,I)≅ILd(U,D,ID),则称 D 是(U,A,I)的

区间集协调集.进一步,若对于任意d∈D,都有ILd(U,A,

I)≇ILd(U,D－{d},ID－{d}),则称 D 是(U,A,I)的区间集

约简.

由定义３及定理１可知,对于形式背景(U,A,I)上的任

意属性子集D⊆A,D≠Ø,D 是区间集协调集,当且仅当:

ILd(U,D,ID)≤ILd(U,A,I) (２)

下面讨论对偶区间集概念格的区间集协调集判定定理.

定理２　设(U,A,I)为形式背景,对于任意 D⊆A,D≠

Ø,E＝A－D,D 是区间集协调集,当且仅当∀F∈II(２E),F≠

Ø
∧
,gd(fdgd(F)D

∧
)＝gd(F).

证明:(必要性)设 D 是区间集协调集,由式(２)知ILd

(U,D,ID)≤ILd(U,A,I).对于任意F∈II(２E),F≠Ø
∧
,根据

性质１(７)可知(gd(F),fdgd(F))∈ILd(U,A,I).由定义２

知,存在C∈II(２D),C≠Ø
∧
,使得(gd(F),C)∈ILd(U,D,ID).

于是gD
d (C)＝gd(C)＝gd(F),且C＝fD

dgd(F)＝fdgd(F)

D
∧
.因此gd(fdgd(F)D

∧
)＝gd(F).

(充分性)若要证明 D 是区间集协调集,只需证ILd(U,

D,ID)≤ILd(U,A,I),即证对于任意(Χ,Β)∈ILd(U,A,I),

有(X,Β D
∧
)∈ILd(U,D,ID).由(Χ,Β)∈ILd(U,A,I)知

fd(Χ)＝Β,gd(Β)＝Χ,于是fD
d (Χ)＝fd(Χ) D

∧

＝B D
∧
.下

证gd(Β D
∧
)＝Χ.显然,B＝(B D

∧
) (B E

∧
).若B E

∧

＝

Ø
∧
,则Χ＝gd(Β)＝gd(Β D

∧
).若B E

∧

≠Ø
∧
,由B E

∧

E
∧
及

题设条件有gd(B E
∧
)＝gd(fdgd(B E

∧
) D

∧
).故由fdgd

(Β E
∧
)Β可得fdgd(Β E

∧
) D

∧

Β D
∧
.因此有gd(Β

D
∧
)gd(fdgd(Β E

∧
) D

∧
)＝gd (Β E

∧
),从而Χ＝gd (Β)

gd(Β D
∧
).又根据 性 质 １(７)可 知 (gd (B),fD

dgd (B))∈

ILd(U,D,ID),因此gdfD
dgd(B)＝gd(B).由于fD

dgd (B)＝

fdgd(B) D
∧

B D
∧
,因此有gd(Β D

∧
)gd(fdgd(B) D

∧
)＝

gd(B)＝X.综上可得Χ＝gd(Β D
∧
),也即D是区间集协调集.

定理３　设(U,A,I)为形式背景,对于任意 D⊆A,D≠

Ø,E＝A－D,D 是区间集协调集,当且仅当∀F∈II(２E),F≠

Ø,∃C∈II(２D),C≠Ø,gd(C)＝gd(F).

证明:(必要性)由定理２可得.
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(充分性)由gd(C)＝gd(F)得fdgd(F)＝fdgd(C)C.

首先,由C D
∧

可得fdgd(F)D
∧
,于是fdgd(F) D

∧

＝fdgd

(F),故gd(F)＝gdfdgd(F)＝gd(fdgd(F) D
∧
).根据定理２

可知D 是区间集协调集.

引理１[２１]　设(U,A,I)为形式背景,对于任意的D⊆A,

D≠Ø,E＝A－D,D 是对偶协调集,当且仅当F⊆E,F≠Ø,

∃C⊆D,C≠Ø,使得C＃ ＝F＃ .

证明:(必要性)由D 是对偶协调集可知Ld(U,D,ID)≤

Ld(U,A,I).对于任意F⊆E,F≠Ø,总有(F＃ ,F＃＃ )∈L(U,

A,I),因而存在 C⊆D,使得(F＃ ,C)∈L(U,D,ID ),于是

C＃ ＝F＃ .

(充分性)要证D 是对偶协调集,由式(２)知,需证Ld(U,

D,ID)≤Ld(U,A,I).由(F＃ ,F＃＃ )∈Ld(U,A,I)知,只需证

(F＃ ,F＃＃ ∩D)∈Ld (U,D,ID ).首 先,由 C＃ ＝F＃ 可 得

F＃＃ ＝C＃＃ ⊆C,由C⊆D 可得F＃＃ ⊆D,因此F＃＃ ∩D＝F＃＃ ,

于是(F＃＃ ∩D)＃ ＝F＃＃＃ ＝F＃ ,即D 是对偶协调集.

定理４　设(U,A,I)为形式背景,对于任意的D⊆A,D≠

Ø,E＝A－D,D 是区间集协调集,当且仅当∀F∈２E,F≠Ø,

∃C∈II(２D),C≠Ø
∧
,使得gd(C)＝gd(F

∧
).

证明:(必要性)由定理３可证.

(充分性)对于任意F＝[Fl,Fu]∈II(２E),F≠Ø
∧
,有Fl⊆

Fu⊆E.由假设知,存在C１,C２∈II(２D ),Ci＝[Ci
l,Ci

u],Ci
l,

Ci
u⊆D,使得gd(C１)＝gd(F

∧

l),gd(C２)＝gd(F
∧

u).由引理１
得F＃

l ＝C１＃
l ＝C１＃

u ,F＃
u ＝C２＃

l ＝C２＃
u .由性质１知Fl⊆Fu⇒

F＃
u ⊆F＃

l .令C＝[C１
l ∩C２

l,C２
l ],则 gd (C)＝ [C２＃

l ,(C１
l ∩

C２
l)＃ ]＝[C２＃

l ,C１＃
l ∪C２＃

l ]＝[F＃
u ,F＃

l ∪F＃
u ]＝[F＃

u ,F＃
l ]＝

gd(F).因此,存在C∈II(２D)使得gd(C)＝gd(F).由定理３
知,D 是区间集协调集.

定理５　设(U,A,I)为形式背景,对于任意的D⊆A,D≠

Ø,E＝A－D,D 是区间集协调集,当且仅当∀F
∧

∈II(２E),F
∧

≠

Ø
∧
,gd(fdgd(F

∧
) D

∧
)＝gd(F

∧
).

证明:(必要性)由定理２可证.

(充分性)设对于任意F
∧

∈II(２E ),F
∧

≠Ø
∧
,有 gd (F

∧
)＝

gd(fdgd(F
∧
) D

∧
).令 C＝fdgd (F

∧
) D

∧
,则 C∈II(２D ),且

gd(C)＝gd(F
∧
).由定理４可得D 是区间集协调集.

定理６　设(U,A,I)为形式背景,对于任意的D⊆A,D≠

Ø,E＝A－D,D 是区间集协调集,当且仅当ILd(U,D,ID)≤

ILd(U,E,IE).

证明:(必要性)设D 是区间集协调集,则由式(２)知ILd

(U,D,ID)≤ILd(U,A,I).由 D⊆A,D≠Ø 可知 E＝A－

D⊆A 且E≠Ø,根据定理１中ILd(U,A,I)≤ILd(U,E,IE)

可得ILd(U,D,ID)≤ILd(U,E,IE).

(充分性)设ILd(U,D,ID )≤ILd (U,E,IE),对于任意

F∈II(２E),F≠Ø
∧
,根据算子性质１(７)知(gd(F),fdgd(F)

E
∧
)∈ILd(U,E,IE).根据题设条件,存在B∈II(２D),B≠Ø

∧
,

(gd(F),B)∈ILd(U,D,ID ).于是fD
dgd (F)＝fdgd (F)

D
∧

＝B,gd(B)＝gd(F).因此,gd(fdgd(F) D
∧
)＝gd(F).由

定理２可知,D 是区间集协调集.

定理７　设有形式背景(U,A,I),对于任意的D⊆A,D≠

Ø,E＝A－D,D 是区间集约简集的充要条件为:

(１)∀F
∧

∈II(２E),F
∧

≠Ø
∧
,gd(fdgd(F

∧
) D

∧
)＝gd(F

∧
);

(２)∀d∈D,∃F⊆E∪{d},F≠Ø,gd (F
∧
)≠gd (fdgd

(F
∧
) (D－{d})).

证明:由定义３及定理５可知结论成立.

例２　(续例１)对于例１给出的形式背景(U,A,I),根据

定理７计算可得对偶区间集概念格的区间集约简集为:

D１＝{a,b,d,e},D２＝{c,b,d,e}

图２和图３分别给出了区间集约简集 D１ 和 D２ 所对应

的对偶区间集概念格.

比较图１－图３可知:

ILd(U,A,I)≅ILd(U,D１,ID１
)

ILd(U,A,I)≅ILd(U,D２,ID２
)

图２　对偶区间集概念格ILd(U,D１,ID１
)

Fig．２　DualintervalＧsetconceptlatticeILd(U,D１,ID１
)

图３　对偶区间集概念格ILd(U,D２,ID２
)

Fig．３　DualintervalＧsetconceptlatticeILd(U,D２,ID２
)

结束语　本文针对形式背景上概念外延和内涵的不确定

性,研究了基于区间集的对偶区间集概念格的区间集协调集
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判定方法,并利用区间集协调集给出了寻找区间集属性约简

的方法.

基于本文的研究结果,下一步将讨论基于关系矩阵的对

偶区间集概念格上的属性约简.
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