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摘　要　在 L３Ｇ值命题逻辑中,对应于矢列式推导的 Gentzen推理系统 G是单调的,而对应于余矢列式推导的 Gentzen推理系

统 G－ 是非单调的.基于G和G－ ,文中给出了一个RＧ演算S,使得任意的RＧ转换Δ|A⇒Δ,C是有效的当且仅当它在S中可证.
因此,S在限制A 进入 Δ时是单调的,而在将 A添加到 Δ中时是非单调的.
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Abstract　InL３Ｇvaluedpropositionallogic,theGentzendeductionsystemGforsequentsismonotonic,andtheoneG－ forco－
sequentsisnonmonotonic．BasedonGandG－ ,anRＧcalculusSisgivensothatanyreductionΔ|A⇒Δ,Cisvalidifandonlyifit
isprovableinS．Therefore,SismonotonicinrestrainingAfromenteringΔ,andnonmonotonicinaddingAintoΔ．
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１　引言

Gentzen推理系统[１Ｇ２]用于证明矢列式 Γ⇒Δ的有效性,
其中Γ,Δ是公式集合.在３Ｇ值命题逻辑中,矢列式 Γ⇒Δ是

有效的,如果对于任意赋值v,v⊧Γ蕴涵v⊧Δ,其中v⊧Γ;如
果对于任意公式A∈Γ,则v(A)＝t;而v⊧Δ,如果存在公式

B∈Δ,则v(B)＝t.
一个余矢列式 Γ|→Δ 是有效的,如果存在赋值v使得

v⊧Γ并且v⊧Δ,其中v⊧ ¬Δ,如果对于任意公式 B∈Δ,

v(B)≠t.单调地,可靠的和完备的 Gentzen推理系统 G－ 是

对应于矢列式推导的,而非单调的、可靠的和完备的 Gentzen
推理系统 G－ 对应于余矢列式推导[３Ｇ４].类似地,存在真值为

m和f的矢列式和余矢列式.
经典命题逻辑仅有一种矛盾关系,即形如(A,¬A).而

L３Ｇ值命题逻辑有３种矛盾关系和３种反对关系,如表１所列.

表１　L３Ｇ值命题逻辑的矛盾关系和反对关系

Table１　ContrariesandcontradictoriesofL３Ｇvaluedpropositionallogic

Contraries Contradictories
(A,~A) (A,~A∨~~A)

(A,~~A) (~A,A∨~~A)
(~A,~~A) (~~A,A∨~A)

对于３种矢列式和余矢列式,存在３种 RＧ演算[５Ｇ８],本文

仅考虑真值为t的情况.设 Δ是一个理论,A 是一个公式,RＧ
演算S用 Δ修正A,使得如果 Δ与 A协调,则结果为 Δ∪A,
否则结果为 Δ.Δ与A 协调指 Δ与A 既不是矛盾的,也不是

反对的.与命题逻辑的RＧ演算[７,９Ｇ１０]不同,RＧ演算S考虑３种

矛盾和反对关系[１１Ｇ１２].例如,~(A１∧A２)的真值为t的情况

有３种:~A１ 且~A２ 的真值为t;A１ 且~A２ 的真值为t;

~A１ 且A２ 真值为t.推理系统 G的相应的推导规则如下:

Γ,~A１,~A２⇒Δ

Γ,A１,~A２⇒Δ

(~∧L) Γ,~A１,A２⇒Δ
Γ,~(A１∧A２)⇒Δ

(~∧R
１)Γ⇒~B１,ΔΓ⇒~B２,Δ

Γ⇒~(B１∧B２),Δ
)

(~∧R
２)Γ⇒B１,ΔΓ⇒~B２,Δ

Γ⇒~(B１∧B２),Δ

(~∧R
３)Γ⇒~(B１,ΔΓ⇒B２,Δ

Γ⇒~(B１∧B２),Δ
并且~(D１∧D２)的真值不为t的情况有３种:~D１ 或~D２

的真值不为t;D１ 或~D２ 的真值不为t;~D１ 或D２ 的真值不

为t.推理系统 G－ 相应的推导规则如下:

Σ|→~D１/~D２,Π
Σ|→~D１/~D２,Π



(~∧R)Σ|→~D１/D２,Π
Σ|→~(D１∧D２),Π

RＧ演算S的推导规则变成:

Δ|~A１∧~A２⇒Δ
Δ|A１∧~A２⇒Δ

(~∧－ ) Δ|~A１,A２⇒Δ
Δ|~(A１∧A２)⇒Δ
Δ|~A１⇒Δ,~A１

(~∧＋
１ )Δ,~A１|~A２⇒Δ,~A１,~A２

Δ|~(A１∧A２)⇒Δ,~(A１∧A２)

Δ|A１⇒Δ,~A１

(~∧＋
２ ) Δ,A１|~A２⇒Δ,A１,~A２

Δ|~(A１∧A２)⇒Δ,~(A１∧A２)

Δ|~A１⇒Δ,~A１

(~∧＋
３ ) Δ,~A１|A２⇒Δ,~A１,A２

Δ|~(A１∧A２)⇒Δ,~(A１∧A２)
其中,(~∧＋ )将被修正的公式添加到 Δ中,而(~∧－ )限制

公式进入Δ,RＧ演算S是推理系统 G和 G－ 的结合,其中 G对

应限制进入,而 G－ 对应添加.具体地,限制公式A 进入 Δ,
当且仅当 Δ⇒~A,~~A 在 G 中可证;而添加公式 A 到 Δ
中,并形成包含 Δ的协调集,当且仅当 Δ,A|→在 G－ 中可证.

因此,S在限制进入时是单调的,在添加时是非单调的.本文

第２节给出L３Ｇ值命题逻辑,以及两个Gentzen推理系统G和

G－ 的基本定义;第３节介绍一个用于 L３Ｇ值命题逻辑的可靠

的和完备的 Gentzen类型的推理系统S;第４节介绍一个与S
等价的简化的推理系统S′;最后总结全文.

２　L３Ｇ值命题逻辑

L３Ｇ值命题逻辑的语言包含下列符号.

１)命题变元:p０,p１,􀆺.

２)逻辑连接符:~,∧,∨.
一个公式A 是具有下列形式之一的字符串:

A∷＝p|~A１|A１∧A２|A１∨A２

一个赋值v是从命题变元集合到L３＝{t,m,f}的函数.公式

A 在赋值v下的真值v(A)为:

v(A)＝

(v(p), A＝p
f~ (v(A１)), A＝~A１

min{v(A１),v(A２)}, A＝A１∧A２

max{v(A１),v(A２)}, A＝A１∨A２

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

其中,f~ (v(A１))的真值如表２所列.

表２　f~(v(A１))的真值表

Table２　Truthoff~(v(A１))

f~ f~~ f~~~

t f m t
m t f m
f m t f

因此,

表３　v(A)的的真值表

Table３　Truthofv(A)

v(A)v(~A) v(~~A)

v(A)＝t t f m
v(A)＝m m t f
v(A)＝f f m t

　　如果v(A)＝t,则称一个公式 A 在赋值v 下满足,记为

v⊧A;如果 A 在任意赋值v 下满足,称 A 是有效的,记为

⊧A.设 Δ,Γ 是公式集合,一个矢列式δ形如 Γ⇒Δ ,称δ在

赋值v下满足,记为v⊧Γ⇒Δ,如果v⊧Γ蕴涵v⊧Δ,其中:

v⊧Γ,如果对每一个公式A∈Γ,则v(A)＝t

v⊧Δ,如果对某一个公式B∈Δ,则v(B)＝t
一个余矢列式Γ|→Δ是有效的,记为⊧Γ|→Δ ,如果存

在赋值v使得v⊧Γ且v⊧Δ ,其中:

v⊧Γ,如果对每一个公式A∈Γ,则v(A)＝t
v⊧Δ,如果对每一个公式B∈Δ,则v(B)≠t
设 Δ是文字集合,如果不存在命题变元p和两个不同的

符号∗１,∗２∈{λ,~,~~}使得∗１p,∗２p∈Γ,称Δ是协调

的,记为con(Δ);否则,Δ不协调,记为incon(Δ).如果存在

命题变元q使得q,~q,~~q∈Δ,Δ是有效的,记为val(Δ);

否则,Δ不是有效的,记为inval(Δ),即:

incon(Δ):EpE∗１,∗２∈{λ,~,~~}(∗１p,∗２p∈Γ)

val(Δ)∶Eq(q,~q,~~q∈Δ)

在赋值v下,当且仅当(~A＝t&~A２＝t),或(~A_＝
t&A２＝t),或(A１＝t&A２＝t),~(A１∧A２)＝t.

Gentzen推理系统G由包含下列公理和推导规则组成.

公理:

incon(Γ)或者val(Δ)或者Γ∩Δ≠Ø
Γ⇒Δ

其中,Γ,Δ 是文字集合.

推导规则:

(∧L
１) Γ,A１⇒Δ

Γ,A１∧A２⇒Δ

(∧L
２) Γ,A２⇒Δ

Γ,A１∧A２⇒Δ

(∧R)Γ⇒B１,ΔΓ⇒B２,Δ
Γ⇒B１∧B２,Δ

(∨L)Γ,A１⇒Δ　 Γ,A２⇒Δ
Γ,A１∨A２⇒Δ

(∨R
１) Γ⇒B１,Δ

Γ⇒B１∨B２,Δ

(∨R
２) Γ⇒B２,Δ

Γ⇒B１∨B２,Δ
并且,

(~~~L) Γ,A⇒Δ
Γ,~~~A⇒Δ

(~~~R) Γ⇒B,Δ
Γ⇒~~~B,Δ

Γ,~A１,~A２⇒Δ
Γ,A１,~A２⇒Δ

(~∧L)Γ,~A１,A２⇒Δ
Γ,A１∧A２⇒Δ

(~∧R
１)Γ⇒~B１,ΔΓ⇒~B２,Δ

Γ⇒~(B１∧B２),Δ

(~∧R
２)Γ⇒B１,ΔΓ⇒~B２,Δ

Γ⇒~(B１∧B２),Δ

(~∧R
３)Γ⇒~B１,ΔΓ⇒B２,Δ

Γ⇒~(B１∧B２),Δ
Γ,~A１,~A２⇒Δ
Γ,~~A１,~A２⇒Δ

５６１曹存根,等:L３Ｇ值命题逻辑的 RＧ演算



(~∨L)Γ,~A１,~~A２⇒Δ
Γ,~(A１∨A２)⇒Δ

(~∨R
１)Γ⇒~B１,ΔΓ⇒~B２,Δ

Γ⇒~(B１∨B２),Δ

(~∨R
２)Γ⇒~~B１,ΔΓ⇒~B２,Δ

Γ⇒~(B１∨B２),Δ

(~∨R
３)Γ⇒~B１,ΔΓ⇒~~B２,Δ

Γ⇒~(B１∨B２),Δ
并且,

Γ,~~A１⇒Δ

(~~∧L) Γ,~~A２⇒Δ
Γ,~~(A１∧A２)⇒Δ

(~~∧R
１) Γ⇒~~B１,Δ

Γ⇒~~(B１∧B２),Δ

(~~∧R
２) Γ⇒~~B２,Δ

Γ⇒~~(B１∧B２),Δ

(~~∨L
１) Γ,~~A１⇒Δ

Γ,~~(A１∨A２)⇒Δ

(~~∨L
２) Γ,~~A２⇒Δ

Γ,~~(A１∨A２)⇒Δ

Γ⇒B１,Δ

(~~∨R) Γ⇒B２,Δ
Γ⇒~~(B１∨B２),Δ

定理１(可靠性和完备性定理)　对任意矢列式 Γ⇒Δ,

Γ⇒Δ在 G中可证,当且仅当⊧Γ⇒Δ成立.

因此,Δ是有效的,当且仅当⇒Δ在 G中可证.在赋值v
下,~(D１∧D２)≠t,当且仅当(~D１≠tor~D２≠t),并且

(D１≠tor~D２≠t),并且(~D１≠torD２≠t).

Gentzen推理系统G－ 由包含下列公理和推导规则组成.

公理:

(A)(con(Σ)&inval(Π)&Σ∩Π＝Ø
Σ|→Π

其中,Σ,Π是文字集合.

推导规则:

(∧L)Σ,C１|→Π　Σ,C２|→Π
Σ,C１∧C２|→Π

(∧R
１) Σ|→D１,Π
Σ|→D１∧D２,Π

(∧R
２) Σ|→D２,Π
Σ|→D１∧D２,Π

(∨L
１) Σ,C１|→Π
Σ,C１∨C２|→Π

(∨L
２) Σ,C２|→Π
Σ,C１∨C２|→Π

(∨R)Σ|→D１,ΠΣ|→D２,Π
Σ|→D１∨D２,Π

并且,

(~~~L) Σ,C|→Π
Σ,~~~C|→Π

(~~~R) Σ|→D,Π
Σ|→~~~D,Π

Σ,~C１|→Π

(~∧L
１) Σ,~C２|→Π
Σ,~(C１∧C２)~Π

Σ,C１|→Π

(~∧L
２) Σ,~C２|→Π
Σ,~(C１∧C２)|→Π
Σ,~C１|→Π

(~∧L
３) Σ,C２|→Π
Σ,~(C１∧C２)|→Π
Σ|→~D１/~D２,Π
Σ|→D１/~D２,Π

(~∧R)Σ|→~D１/D２,Π
Σ|→~(D１∧D２),Π
Σ,~C１|→Π

(~∨L
１) Σ,~C２|→Π
Σ,~(C１∨C２)|→Π
Σ,~~C１|→Π

(~∨L
２) Σ,~C２|→Π
Σ,~(C１∨C２)|→Π
Σ,~C１|→Π

(~∨L
３) Σ,~~C２|→Π
Σ,~(C１∨C２)|→Π
Σ|→~D１/~D２,Π
Σ|→~~D１,~D２,Π

(~∨R)Σ|→~D１/~~D２,Π
Σ|→~(D１∨D２),Π

并且,

(~~∧１
L) Σ,~~C１|→Π
Σ,~~(C１∧C２)|→Π

(~~∧２
L) Σ,~~C２|→Π
Σ,~~(C１∧C２)|→Π
Σ|→~~D１,Π

(~~∧R) Σ|→~~D２,Π
Σ|→~~(D１∧D２),Π
Σ,~~C１|→Π

(~~∨L) Σ,~~C２|→Π
Σ,~~(C１∨C２)|→Π

(~~∨R
１) Σ|→~~D１,Π
Σ|→~~(D１∨D２),Π

(~~∨R
２) Σ|→~~D２,Π
Σ|→~~(D１∨D２),Π

其中,推导规则(~∧R)为:

(~∧R
１)Σ|→~D１,D１,~D１,Π

Σ|→~(D１∧D２),Π

(~∧R
２)Σ|→~D１,D１,D２,Π

Σ|→~(D１∧D２),Π

(~∧R
３)Σ|→~D１,~D２,~D１,Π

Σ|→~(D１∧D２),Π

(~∧R
４)Σ|→~D１,~D２,D２,Π

Σ|→~(D１∧D２),Π

(~∧R
５)Σ|→~D２,D１,~D１,Π

Σ|→~(D１∧D２),Π

(~∧R
６)Σ|→~D２,D１,D２,Π

Σ|→~(D１∧D２),Π

(~∧R
７)Σ|→~D２,~D２,~D１,Π

Σ|→~(D１∧D２),Π

(~∧R
８)Σ|→~D２,~D２,D２,Π

Σ|→~(D１∧D２),Π
定理２(可靠性和完备性定理)　对任意余矢列式 Γ|→

Δ,Γ|→Δ 在 G－ 中是可证的,当且仅当⊧Γ|→Δ成立.
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因此,Γ是协调的,当且仅当Γ|→在 G－ 中可证.

３　RＧ演算

设A 是一个公式,一个 RＧ转换 Δ|A⇒Δ,C 是有效的,记

为⊧Δ|A⇒Δ,C,如果

C＝
A, Δ,A 是协调的

λ, 否则{
RＧ演算 RL 由下列公理和推导规则组成.

公理:

(A－ )incon(Δ,l)
Δ|l⇒Δ 　(A＋ )con(Δ,l)

Δ|l⇒Δ,l
其中,Δ是文字集合,并且:

con(Δ):~Ep,∗１,∗２∈{λ,~,~~}(∗１p,∗２p∈Δ)

incon(Δ):Ep,∗１,∗２∈{λ,~,~~}(∗１p,∗２p∈Δ)

其中,~,&,or,A,E 是元语言中的符号,对应地,~,∧,∨,

∀,∃是形式语言中的符号.

推导规则:

(~~~－ ) Δ|A⇒Δ
Δ|~~~A⇒Δ

(~~~＋ ) Δ|A⇒Δ,A
Δ|~~~A⇒Δ,~~~A

(∧－
１ ) Δ|A１⇒Δ

Δ|A１∧A２⇒Δ

(∧－
２ )Δ,A１|A２⇒Δ,A１

Δ|A１∧A２⇒Δ

(∧＋ )Δ|A１⇒Δ,A１Δ,A１|A２⇒Δ,A１,A２

Δ|A１∧A２⇒Δ,A１∧A２

(∨－ )Δ|A１⇒Δ　Δ|A２⇒Δ
Δ|A１∨A２⇒Δ

(∨＋
１ ) Δ|A１⇒Δ,A１

Δ|A１∨A２⇒Δ,A１∨A２

(∨＋
２ ) Δ|A２⇒Δ,A２

Δ|A１∨A２⇒Δ,A１∨A２

并且,

Δ|~A１∧~A２⇒Δ

Δ|A１∧~A２⇒Δ

(~∧－ ) Δ|~A１,A２⇒Δ
Δ|~(A１∧A２)⇒Δ

Δ|~A１⇒Δ,~A１

(~∧＋
１ )Δ,~A１|~A２⇒Δ,~A１,~A２

Δ|~(A１∧A２)⇒Δ,~(A１∧A２)

Δ|A１⇒Δ,~A１

(~∧＋
２ ) Δ,A１|~A２⇒Δ,A１,~A２

Δ|~(A１∧A２)⇒Δ,~(A１∧A２)

Δ|~A１⇒Δ,~A１

(~∧＋
３ ) Δ,~A１|A２⇒Δ,~A１,A２

Δ|~(A１∧A２)⇒Δ,~(A１∧A２)

Δ|~A１∧~A２⇒Δ

Δ|~~A１∧~A２⇒Δ

(~∨－ )Δ|~A１∧~~A２⇒Δ
Δ|~(A１∨A２)⇒Δ

Δ|~A１⇒Δ,~A１

(~∨＋
１ )Δ,~A１|~A２⇒Δ,~A１,~A２

Δ|~(A１∨A２)⇒Δ,~(A１∨A２)

Δ|~~A１⇒Δ,~~A１

(~∨＋
２ )Δ,~~A１|~A２⇒Δ,~~A１,~A２

Δ|~(A１∨A２)⇒Δ,~(A１∨A２)

Δ|~A１⇒Δ,~A１

(~∨＋
３ )Δ,~A１|~~A２⇒Δ,~A１,~~A２

Δ|~(A１∨A２)⇒Δ,~(A１∨A２)

并且,

Δ|~~A１⇒Δ

(~~∧－ ) Δ|~~A２⇒Δ
Δ|~~(A１∧A２)⇒Δ

(~~∧＋
１ ) Δ|~~A１⇒Δ,~~A１

Δ|~~(A１∧A２)⇒Δ,~~(A１∧A２)

(~~∧＋
２ ) Δ|~~A２⇒Δ,~~A２

Δ|~~(A１∧A２)⇒Δ,~(A１∧A２)

(~~∨－
１ ) Δ|~~A１⇒Δ

Δ|~~(A１∨A２)⇒Δ

(~~∨－
２ )Δ,~~A１|~~A２⇒Δ,~~A１

Δ|~~(A１∨A２)⇒Δ

(~~∨＋ )Δ,~~A１|~~A２⇒Δ,~~A１,~~A２

Δ|~~(A１∨A２)⇒Δ,~~(A１∨A２)

定义１　├SΔ|A⇒Δ是├S 可证的,记为├SΔ|A⇒Δ,C,

如果存在一个 RＧ转换序列{δ１,􀆺,δn}使得δ１＝Δ|A⇒Δ,则C
成立,并且对每一个δi(i≤n)都是从前面的 RＧ转换中通过一

个推导规则推导出来的.

定理３(可靠性定理)　对于任意 RＧ转换 Δ|A⇒Δ,C 如

果 Δ|A⇒Δ,C是├S 可证的,则 Δ|A⇒Δ,C是有效的.

定理４(完备性定理)　对于任意 RＧ转换 Δ|A⇒Δ,C,如

果 Δ|A⇒Δ,C是有效的,则 Δ|A⇒Δ,C是├S 可证的.

S与 G,G－ 的比较表明,S结合了 G中的⇒Δ和 G－ 中的

Δ|→.

４　RＧ演算S的简化形S′[１３Ｇ１５]

RＧ演算S′由下列公理和推导规则组成.

公理:

(A)Δ|l⇒Δ,l′
其中,

l′＝
l, ├Δ|→~l∨~~l
λ, ├Δ⇒~l∨~~l{

推导规则:

(~~~) Δ|A⇒Δ,C
Δ|~~~A⇒Δ,~~~C

Δ|A１⇒Δ,C１

(∧) Δ,C１|A２⇒Δ,C１,C２

Δ|A１∧A２⇒Δ,min{C１,C２}

Δ|~A１⇒Δ,~C１

Δ,~C１|~A２⇒Δ,~C１,~C２

Δ|A１⇒Δ,~C３

Δ,C３|~A２⇒Δ,~C４

(~∧)Δ,~C１|A２⇒Δ,C５

Δ|~(A１∧A２)⇒Δ,c１

Δ|A１⇒Δ,C１

(∨) Δ|A２⇒Δ,C２

Δ|A１∨ A２⇒Δ,max{C１,C２}
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Δ|~A１⇒Δ,~C１

Δ,~C１|~A２⇒Δ,~C１,~C２

Δ|~~A１⇒Δ,~~C３

Δ,~~C３|~A２⇒Δ,~C４

(~∨)Δ,~C１|~~A２⇒Δ,~~C５

Δ|~(A１∧A２)⇒Δ,c２

并且,

Δ|~~A１⇒Δ,~~C１

(~~∧) Δ|~~A２⇒Δ,~~C２

Δ|~~(A１∧A２)⇒Δ,max{~~C１,~~C２}

Δ|~~A１⇒Δ,~~C１

(~~∨) Δ|~~A２⇒Δ,~~C２

Δ|~~(A１∨A２)⇒Δ,min{~~C１,~~C２}

其中,

min{C１,C２}＝
λ, C１ 或者C２＝λ

A１∗A２, C１＝A１并且C２＝A２
{

max{C１,C２}＝
λ, C１＝λ并且C２＝λ

A１∗A２, C１＝A１ 或C２＝A２
{

并且,

c１＝max

min{~C１,~C２}

min{~C１,C５}

min{C３,~C４}
{ }

c２＝max

min{~C１,~C２}

min{~~C３,~C４}

min{~C１,~~C５}
{ }

定义２　├S′Δ|A⇒Δ,C 是├S′可证的,记为├S′Δ|A⇒

Δ,C,如果存在 RＧ转换序列{δ１,􀆺,δn}使得δ１＝Δ|A⇒Δ,则

C 成立,并且对于每一个δi(i≤n)i≤n,δi 都是由前面的转换

通过S′的一个规则推导出来的.

定理５(可靠性定理)　对任意 RＧ转换 Δ|A⇒Δ,C,如果

Δ|A⇒Δ,C是├S′可证的,则 Δ|A⇒Δ,C是有效的.

定理６(完备性定理)[１６Ｇ１８]　对任意 RＧ转换 Δ|A⇒Δ,C,

如果 Δ|A⇒Δ,C是有效的,则 Δ|A⇒Δ,C是├S′可证的.

定理７(等价定理)　对任意 RＧ转换 Δ|A⇒Δ,C,Δ|A⇒

Δ,C是├S 可证的,当且仅当 Δ|A⇒Δ,C是├S′可证的.

结束语　本文给出了３Ｇ值命题逻辑,分别构建了关于矢

列式和余矢列式的 Gentzen推理系统 G 和 G－ ,并证明了其

关于３Ｇ值语义的可靠性和完备性.基于 Gentzen推理系统提

出 RＧ演算S,证明了S是关于 RＧ转换语义可靠的和完备的.
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