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摘　要　布尔可满足问题是最早被证明的 NP完全问题之一,１ＧinＧ３ＧSAT问题是一个 NP完全的布尔可满足子类问题.１ＧinＧ３Ｇ

SAT的计算复杂度取决于对应公式的变量以及子句的个数.将１ＧinＧ３公式归约为一个变量数或者子句数更少的１ＧinＧ３公式,

是提高１ＧinＧ３ＧSAT问题求解效率的一个关键.基于一个新的范式形式———XCNF,针对１ＧinＧ３ＧSAT 问题提出一种新的代数逻

辑约化方法,用于在多项式时间内约减一个１ＧinＧ３公式的变量数和子句数.所提算法的主要思想为:首先将１ＧinＧ３公式转化为

XCNF公式,然后尝试找出 XCNF公式中的 XＧ纯文字,并利用 XＧ纯文字法则对１ＧinＧ３公式中相应的布尔变量赋值,最后得到一

个约减公式,该约减公式与原公式的１ＧinＧ３可满足性等价.
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Abstract　BooleansatisfiabilityproblemisoneoftheearliestprovenNPcompleteproblem．１ＧinＧ３ＧSATproblemisanNPcomＧ

pletesubclassofBooleansatisfiabilityproblem．Thecomputationalcomplexityof１ＧinＧ３ＧSATdependsonthenumberofthevariaＧ

blesandclausesintheformula．Howtoreducethe１ＧinＧ３formulatoonewithlessvariablesorclausesisthekeytoimprovethe

efficiencyofsolving１ＧinＧ３ＧSAT．Basedonanewtypeofnormalform－XCNF,thispaperproposesanewalgebraiclogicreduction

methodtoreducethenumberofvariablesandclausesinpolynomialtime．Themainideaisasfollows．First,themethodtransＧ

formsthe１ＧinＧ３formulaintoaXCNFformula,thentriestofindouttheXpureliteralintheXCNFformulaandassignthecorreＧ

spondingBooleanvariableinthe１ＧinＧ３formulawithXpureliteralrule．Atlast,areducedformulawhichhasthesame１ＧinＧ３satiＧ

sfiabilitywiththeoriginalonecanbeobtained．

Keywords　NPcompleteproblem,Booleansatisfiabilityproblem,１ＧinＧ３ＧSAT,XCNF,Xpureliteral

　

１　引言

１ＧinＧ３ＧSAT问题是指,给定一个３ＧCNF公式,判断是否

存在一组赋值,使得公式中的每一个子句中恰有一个文字为

真[１].１ＧinＧ３ＧSAT问题是 NP完全问题,在计算复杂性方面

有着重要的研究意义.为了与一般的３ＧSAT问题区分,本文

将１ＧinＧ３ＧSAT问题中的３ＧCNF公式称为１ＧinＧ３公式.

目前,求解１ＧinＧ３ＧSAT问题的途径主要有两种.

(１)首先将１ＧinＧ３ＧSAT问题转化为一般的３ＧSAT 问题,

然后用SAT求解算法进行求解.当前的SAT求解算法分为

完备算法和不完备算法.完备算法总是能够找到一个满足公

式的赋值,或者证明公式的不可满足性,主流的完备算法由

DPLL算法[２Ｇ３]发展而来.DPLL算法是基于推理和搜索的

方法,每次给一个布尔变量赋值,如果推出矛盾,则进行回溯.

为了 提 高 效 率,CDCL(ConflictＧDriveClauseLearning)算

法[４Ｇ６]在发生矛盾时,分析引起矛盾的赋值,并通过子句学习

以及非时序回溯来减少回溯的次数.尽管完备算法已历经多

次改进,但其最坏时间复杂度仍是指数级别.鉴于此,一部分

学者开始将研究热点转向不完备算法.不完备算法大大提高

了对实际布尔可满足性问题的求解效率.但是,当不完备算



法找不到一个满足公式的赋值时,便无法确定公式的可满足

性.局部搜索(LocalSearch)算法[７Ｇ９]为了提高搜索效率,只

对赋值空间中的一部分进行搜索.当问题难解时,局部搜索

算法可能会放弃搜索解所在的空间,最终找不到解.还有一

种不完备算法将SAT问题转化为优化的问题,然后用拉格朗

日法[１０]、牛顿法[１１]等进行求解,但这些方法往往会陷入局部

最优.此外,有研究者从统计物理学中得到启发,提出基于消

息传递的纵览传播(SurveyPropagation)算法[１２Ｇ１３].纵览传

播算法可以处理数百万变量的SAT问题,但是这种方法存在

可能不收敛的问题[１４].

(２)直接求解 １ＧinＧ３ＧSAT 问题.近年,一种称为 LAF

(LinearAlgebraFormulation)的算法[１５Ｇ１６]将１ＧinＧ３ＧSAT问题

通过两次线性化转化为线性方程组是否有０Ｇ１解的问题.这

种算法可以有效处理大部分不可满足的１ＧinＧ３实例.但是,

对于可满足的实例,LAF算法还有待进一步的改进.

无论用何种方法求解,减少１ＧinＧ３ＧSAT问题中的变量和

子句个数,都是提高求解效率的一个关键问题.从１ＧinＧ３Ｇ

SAT问题的复杂度方面来看,１ＧinＧ３ＧSAT问题是 NP完全问

题,其时间复杂度取决于变量个数n和子句个数m[１７],当n

和m 减小时,解决问题的时间可大幅度缩短.从１ＧinＧ３公式

的结构来看,１ＧinＧ３公式中含３个变量的子句越少,判定其１Ｇ

inＧ３可满足性的效率就越高.在极端情况下,当１ＧinＧ３公式

中的每个子句都包含不多于２个变量时,可以在多项式时间

内判定其１ＧinＧ３可满足性.此外,１ＧinＧ３公式中变量个数的

减少,可能导致变量个数更加接近子句个数.此时,可以尝试

用其他高效的方法(如 LAF方法[１５Ｇ１６])来判定这个公式的

１ＧinＧ３可满足性.

本文提出了１ＧinＧ３公式的约减方法,用于减少１ＧinＧ３公

式中变量和子句的数目.本文第２节提出一种新的范式———

XCNF,并详述了其构造原理及方法,为第３节叙述 XＧ纯文字

法则做铺垫;第３节提出 XＧ纯文字法则,根据 XＧ纯文字法则

消去原１ＧinＧ３公式的变量,并证明了其正确性;第４节介绍如

何在１ＧinＧ３公式中找出具有特殊结构的变量,并以此化简公

式;最后总结全文,并提出下一步研究的方向.

如果１ＧinＧ３公式中没有文字是布尔变量的非,则称这个

公式具有正极性.所有的１ＧinＧ３公式都可以在多项式时间内

转化为具有正极性的１ＧinＧ３公式,并且两个公式具有等价的

１ＧinＧ３可满足性[１５],因此本文仅研究具有正极性的１ＧinＧ３公

式.此外,按照约定,本文中布尔值的真和假分别对应自然数

１和０.

２　XCNF公式

２．１　１ＧinＧ３公式可满足的充要条件

给定一组布尔变量 X＝{X１,,Xn},由 X 构成一个具

有正极性的１ＧinＧ３公式F＝ ∧
１≤i≤m

( ∨
１≤j≤ji

Xi,j),其中ji≤３为每

个子句中布尔变量的个数.F具有１ＧinＧ３可满足性,当且仅

当方程组:

∑
j≤ji

Xi,j＝１,１≤i≤m (１)

在整数环上有０Ｇ１解.方程组的解Xi,j＝１和Xi,j＝０分

别对应１ＧinＧ３满足F的布尔赋值Xi,j＝１和Xi,j＝０.为了简

洁,本文不再用新的符号来表示方程组中的变量.将 F转化

为方程组的过程称为线性化(LinearTransformation).将 F

线性化所得的方程组称为 LT(LinearTransformation)方程

组.判定方程组在整数环上有无０Ｇ１解是 NP完全问题[１８],

目前没有发现多项式时间的判定方法.F的 LT方程组在二

元有限域GGFF(２)上的０Ｇ１解集是其在整数环上０Ｇ１解集的超

集,本文用 F的 LT方程组在GGFF(２)上的０Ｇ１解逼近其在整

数环上的０Ｇ１解.可以使用高斯消去法[１９]在GGFF(２)上求解F

的LT方程组.当存在１ＧinＧ３满足 F的赋值时,这组赋值在

GGFF(２)上对应的０Ｇ１值一定是F的LT方程组的解.这说明

当F的LT方程组在GGFF(２)上无解时,F是１ＧinＧ３不可满足

的.当F的LT方程组在GF(２)上有解时,F的１ＧinＧ３可满足

性需要分情况讨论.１)ji≤２,１≤i≤m(即F的每个子句中变

量个数都不多于２),F一定是１ＧinＧ３可满足的.２)存在i,使

得ji＝３(即F中存在变量个数等于３的子句),需要验证F的

LT方程组在GGFF(２)上的解能否１ＧinＧ３满足 F.一种直接的

方法是依次代入所有的解进行验证,但由于 F的 LT方程组

在GGFF(２)上的解有２n－rank(LT)个(rank(LT)是方程组在GGFF(２)

上的秩),因此代入验证的效率很低.本文根据定理１,给出

了不同的验证思路.

定理１　１ＧinＧ３公式 F是１ＧinＧ３可满足的充分必要条件

为:１)F的LT方程组在GGFF(２)上有解;２)存在F的 LT方程

组在GGFF (２)上 的 解,使 得 方 程 组 中ji ＝３ 的 每 一 个 方 程

∑
j≤ji

Xi,j＝１满足Xi,１Xi,２＝０,Xi,１Xi,３＝０,Xi,２Xi,３＝０.

证明:(必要性)F是１ＧinＧ３可满足的,因此满足F的赋值

是F的LT方程组在GGFF(２)上的一个解.对于ji＝３的每一

个子句,１ＧinＧ３ 满足 F 的赋 值 一 定 是 下 面 ３ 种 情 况 之 一:

(Xi,１,Xi,２,Xi,３)＝(１,０,０);(Xi,１,Xi,２,Xi,３)＝ (０,１,０);

(Xi,１,Xi,２,Xi,３ )＝ (０,０,１). 这 ３ 种 情 况 必 然 满 足:

Xi,１Xi,２＝０,Xi,１Xi,３＝０,Xi,２Xi,３＝０.

(充分性)当 F的 LT 方程组在GGFF(２)上有解时,F的

ji＝１的子句必有Xi,１＝１,此时子句是１ＧinＧ３满足的.在 F

的每一个ji＝２的子句中,变量在F的LT方程组中GGFF(２)上

的解最多有两种情况,即(Xi,１,Xi,２)＝(０,１)和(Xi,１,Xi,２)＝

(１,０),子句是１ＧinＧ３满足的.F的每一个ji＝３的子句中的

变量在F的 LT 方程组中GGFF(２)上的解最多有４种情况:

(Xi,１,Xi,２,Xi,３)＝(１,０,０),(Xi,１,Xi,２,Xi,３)＝ (０,１,０),

(Xi,１,Xi,２,Xi,３)＝(０,０,１),(Xi,１,Xi,２,Xi,３)＝(１,１,１).若

要满足约束Xi,１Xi,２＝０,Xi,１Xi,３＝０,Xi,２Xi,３＝０,则４种解

中须排除(Xi,１,Xi,２,Xi,３)＝(１,１,１).在其余３种解对应的

３３刘　江,等:一种布尔公式的代数逻辑约化新方法



布尔赋值下,子句是１ＧinＧ３满足的.(证毕)

事实上,可以证明,要使定理１的结论成立,条件２)只需

满足３个约束中的一个即可,如推论１所述.

推论１　１ＧinＧ３公式 F是１ＧinＧ３可满足的充分必要条件

为:１)F的LT方程组在GGFF(２)上有解;２)存在F的 LT方程

组在GGFF (２)上 的 解,使 得 方 程 组 中ji ＝３ 的 每 一 个 方 程

∑
j≤ji

Xi,j＝１满足约束Xi,１Xi,２＝０,Xi,１Xi,３＝０,Xi,２Xi,３＝０中

的一个.

证明:(必要性)与定理１类似,不再赘述.

(充分性)F的LT方程组在GGFF(２)上有解,ji＝１和ji＝

２的子句是１ＧinＧ３满足的,原因同定理１.下面证明 F的 LT

方程组在GGFF(２)上有解时,对于 F的每一个ji＝３的方程,３

个约束Xi,１Xi,２＝０,Xi,１Xi,３＝０,Xi,２Xi,３＝０是等价的.F的

LT方程组有解时:

Xi,１Xi,３＝Xi,１(１＋Xi,１＋Xi,２)

＝Xi,１＋X２
i,１＋Xi,１Xi,２

＝Xi,１Xi,２＝０

因此Xi,１Xi,２＝０和Xi,１Xi,３＝０是等价的.同理,Xi,１Xi,２＝０

和Xi,２Xi,３＝０是等价的.因此,F的 LT方程组在GGFF(２)上

有解时,要使子句Xi,１∨Xi,２∨Xi,３是１ＧinＧ３满足的,３个约束

Xi,１Xi,２＝０,Xi,１Xi,３＝０,Xi,２Xi,３＝０只需满足一个.(证毕)

２．２　XCNF公式的构建

设F的LT方程组在GGFF(２)上的通解为 Xu＝ ∑
kt∈Ku

kt＋

cu,１≤u≤n.其中,Ku⊆K(１≤u≤n),K＝{kt|kt∈GGFF(２),

１≤t≤n－rank(LT)}是 F的 LT 方程组的一组自由变量,

rank(LT)是方程组在GGFF(２)上的秩,cu∈GGFF(２)是常数.如

果将Xu＝ ∑
kt∈Ku

kt＋cu 中的kt 和cu 看作布尔变量(这里同样

不再用新的符号表示),则将其中的加法运算符号“＋”替换为

布尔异或运算符号“⊕”后,得到关于布尔变量 K 的布尔公式

Xu＝ ⊕
kt∈Ku

kt ⊕cu,则布尔公式 Xu＝ ⊕
kt∈Ku

kt ⊕cu 的０Ｇ１值与

GGFF(２)上Xu＝ ∑
kt∈Ku

kt＋cu 的０Ｇ１值是一致的.如果F的 LT

方程组在GGFF(２)上存在常数解Xu＝cu,则可以代入对应的布

尔赋值化简F.此外,如果F的 LT方程组中存在Xu１
和Xu２

有相同的通解,则可以通过以Xu１
代换Xu２

并且删除重复子句

的方式化简F.下文假设F是已完成化简的公式,即F的LT

方程组在GGFF(２)上没有常数解,也没有两个变量有相同的通

解.为了叙述的简洁性,下面定义布尔变量Xu 的K 表示.

定义１(K 表 示)　 若 １ＧinＧ３ 公 式 F 的 LT 方 程 组 在

GGFF(２)上有通解Xu＝ ∑
kt∈Ku

kt＋cu,则布尔公式 ⊕
kt∈Ku

kt ⊕cu 称

为Xu 的K 表示(K Expression),记为 KE(Xu).|Ku|称为

KE(Xu)的长度.

根据定义,每个变量Xu 都有一个长度为|Ku|的 K 表示

KE(Xu)＝ ⊕
kt∈Ku

kt ⊕cu (Ku ⊆K),Xu 的值为 １ 当 且 仅 当

KE(Xu)的值为１.

定理２　¬Xu 值为１,当且仅当KE(¬Xu)＝KE(Xu)⊕

１值为１,即KE(¬Xu)＝KE(Xu)⊕１.

由推论１可知,在F的 LT方程组在GGFF(２)上有解的情

况下,该解对应的布尔赋值使F中ji＝３的子句Xi,１∨Xi,２∨

Xi,３是１ＧinＧ３可满足的充分必要条件是:存在这个子句中的

一对变量使得它们解值的乘积为０.为了更有效地使用后文

所述的 XＧ纯文字法则,这里选长度最短的两个变量.不失一

般性,假设这两个变量是Xi,１和Xi,２.根据定理２,Xi,１Xi,２＝

０等价于:

¬Xi,１∨¬Xi,２＝(KE(Xi,１)⊕１)∨(KE(Xi,２)⊕１)＝１

(２)

为了陈述的简洁性,引入以下定义.

定义２(XCNF公式)　由布尔变量kt(１≤t≤T)构成的

异或布尔公式XL＝ ⊕
１≤t≤T

kt 称为 XＧ文字.相应地,XＧ文字XLj

(１≤j≤J)的析取XC＝ ∨
１≤j≤J

XLj 称为XＧ子句;XＧ子句XCi(１≤

i≤I)的合取XF＝ ∧
１≤i≤I

XCi 称为 XCNF(XＧConjunctiveNormal

Form)公式.

当１ＧinＧ３公式 F的 LT方程组在GGFF(２)上有解时,可以

根据等式对F中所有满足ji＝３的子句构建相应的 XＧ子句

XCi＝(KE(Xi,１)⊕１)∨(KE(Xi,２)⊕１),然后合取这些 XＧ子

句得 到 一 个 XCNF 公 式 XC＝ ∧
i:ji＝３,１≤i≤m

XCi.F 的 子 句

Xi,１∨Xi,２∨Xi,３是１ＧinＧ３可满足的,当且仅当 XＧ子句 XCi＝

(KE(Xi,１)⊕１)∨(KE(Xi,２)⊕１)是布尔可满足的.又根据

推论１,F中ji＜３的子句不需要构建 XＧ子句.

定理３　如果１ＧinＧ３公式F的 LT方程组在GGFF(２)上有

解,则F是１ＧinＧ３可满足的,当且仅当其对应的 XCNF公式

XF是布尔可满足的.

例１　给定１ＧinＧ３公式:

F＝(X１∨X２∨X４)∧(X１∨X３∨X８)∧

(X２∨X３∨X５)∧(X２∨X６∨X７)∧

(X３∨X７∨X９)∧(X４∨X６∨X１０)

其LT方程组为:

X１＋X２＋X４＝１

X１＋X３＋X８＝１

X２＋X３＋X５＝１

X２＋X６＋X７＝１

X３＋X７＋X９＝１

X４＋X６＋X１０＝１
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在GGFF(２)上有多解.各变量的 K 表示为KE(X１)＝k１,

KE(X２)＝k２,KE(X３)＝k３,KE(X４)＝１⊕k１ ⊕k２,KE
(X５)＝１⊕k２ ⊕k３,KE(X６)＝k４,KE(X７)＝１⊕k２ ⊕k４,

KE(X８)＝１⊕k１ ⊕k３,KE(X９)＝１⊕k２ ⊕k３ ⊕k４,KE
(X１０)＝１⊕k１ ⊕k２ ⊕k４.F的子句 X１∨X２∨X４ 中,由于

X４ 的K 表示的长度比X１ 和X２ 的K 表示的长度大,因此原

１ＧinＧ３子 句 X１ ∨X２ ∨X４ 转 化 为 XＧ子 句 KE(¬X１)∨
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KE(¬X２)＝(１⊕k１)∨(１⊕k２).

根据定理３,将F的每个子句都转化为 XＧ子句,得到 XCＧ

NF公式:

XF＝((１⊕k１)∨(１⊕k２))∧((１⊕k１)∨(１⊕k３))∧

((１⊕k２)∨(１⊕k３))∧((１⊕k２)∨(１⊕k４))∧

((１⊕k３)∨(k２ ⊕k４))∧((k１ ⊕k２)∨(１⊕k４))

F是１ＧinＧ３可满足的,当且仅当XF是布尔可满足的.

３　XCNF公式上的XＧ纯文字法则

３．１　XCNF到CNF的转化

关于 XCNF公式,本节将证明其中的 XＧ文字XL可以转

化为等可满足的 CNF公式 ;基于此结论,可进一步证明每

个 XCNF公式XF可以转化为某个等可满足的 CNF公式 H.

设 XＧ文字XL＝ ⊕
１≤t≤T

kt.对于XL＝ ⊕
１≤t≤T

kt,考虑一个 CNF公

式,如式(３)所示:

＝ ∧
０≤２α≤T

　 ∧
Rα∈Sα

(∨
ki∈Rα

¬ki ∨
kj∈K′－Rα

kj) (３)

其中Sα＝{Rα|Rα 为从K′中任取２α个变量构成的集合},因

此有下文所述结果.

定理４　XＧ文字XL＝ ⊕
１≤t≤T

kt 与 CNF公式 是等可满足

的,即XL＝ ⊕
１≤t≤T

kt 是布尔可满足的充分必要条件是 是布尔

可满足的.

证明:固定对 K′＝{k１,k２,,kT }的一组赋值b＝(b１,

b２,,bT)∈{０,１}T.令B１＝{ki|ki＝bi＝１且ki∈K′},Iα＝

{ki|ki＝bi＝１且ki∈Rα}.一般地,Iα⊆B１ 且Iα⊆Rα⊆K′.

此外,如果一个布尔公式F由变量 X 构成,给定对 X 的赋值

a,则将赋值a代入布尔公式F化简所得公式记为F/a.

(必要性)假设b是一组满足XL＝ ⊕
１≤t≤T

kt 的赋值,即(XL/

b)＝１.此时,|B１|一定是奇数.固定α,考虑cα＝ ∨
ki∈Rα

¬ki

∨
kj∈K′－Rα

kj.如果|Iα|＜|Rα|,一定存在ki＝０(ki∈Rα),此时

(cα/b)＝１.如果|Iα|＝|Rα|,则分两种情况讨论.１)当|Iα|

为奇数时,因为|Rα|＝２α为偶数,所以存在ki＝０(ki∈Rα),

此时(cα/b)＝１;２)当|Iα|为偶数时,则由|B１|为奇数可知存

在kj∈Ku－Rα 满足kj＝bj＝１,此时(cα/b)＝１.总之,对任意

满足(XL/b)＝１的赋值b和任意满足０≤２α≤T 的α,总有

(cα/b)＝１.因此,对于任意满足(XL/b)＝１的赋值b,总有

(/b)＝１.

(充分性)使用逆否命题证明,即证明对于任意赋值b,

(XL/b)＝０一定蕴含(/b)＝０.当(XL/b)＝０时,|B１|一定

是偶数.令R′＝{ki|ki∈K′且ki＝bi＝１},则R′∈S|B１|/２
,且

对任意kj∈K′－R′都有kj＝bj＝０.现在考虑 的一个子句

c′＝ ∨
ki∈R′

¬ki ∨
kj∈K′－R′

kj.由R′与c′的构造可知 (c′/b)＝０,故

(/b)＝０.(证毕)

推论２　给定一个１ＧinＧ３公式F,其对应的XCNF公式为

XF.XF可以转化为等可满足的 CNF公式 H.即,XF是布尔

可满足的,当且仅当H是布尔可满足的.

证明:根据定理４,XF的每个 XＧ子句 XCi＝ ∨
１≤j≤Ji

XLi,j中

的 XＧ文字XLi,j(１≤j≤Ji)都可以转化为等可满足的形如

式(３)的 CNF公式.不妨设转化所得的 CNF公式为 i,j＝

∧
１≤t≤Ti,j

Di,j,t,其中Di,j,t表示 i,j中的子句,Ti,j表示Gi,j中的子句

个数.由分配律[２０](x∧y)∨z＝z∨(x∧y)＝(x∨z)∧(y∨

z)得 ∨
１≤j≤J

i,j＝ ∨
１≤j≤J

　 ∧
１≤t≤Ti,j

Di,j,t＝ ∧
S∈Wi

(∨
D∈S

D),其中Wi＝{S|

S为从 i,１,i,２,,i,Ji 中各取一个子句构成的集合}.又因

XF是XCi 的合取,故XF＝ ∧
１≤i≤I

XCi 可转化为一个等可满足的

CNF公式H＝ ∧
１≤i≤I

　 ∧
S∈Wi

(∨
D∈S

D).(证毕)

３．２　XＧ纯文字法则

观察 例 １ 中 的 XCNF 公 式 XF＝ ((１ ⊕k１)∨ (１ ⊕

k２))∧((１⊕k１)∨(１⊕k３))∧((１⊕k２)∨(１⊕k３))∧((１⊕

k２)∨(１⊕k４))∧((１⊕k３)∨(k２ ⊕k４))∧((k１ ⊕k２)∨

(１⊕k４))的结构,可以看到所有关于变量k３ 的 XＧ文字都以

１⊕k３ 的形式出现.我们称 XＧ文字１⊕k３ 为 XCNF公式

的一个 XＧ纯文字.一般地,给定１ＧinＧ３公式F,假设F的 XCＧ

NF公式为XF,定义XF的 XＧ纯文字如下.

定义３(XＧ纯文字)　如果在 XCNF公式XF中存在变量

kt 只满足下面两者之一,则称kt 或kt ⊕１为 XCNF公式的

XＧ纯文字.

１)所有关于kt 的 XＧ文字在XF中只以kt 的形式出现;

２)所有关于kt 的 XＧ文字在 XF中只以１⊕kt 的形式

出现.

可使用如下 XＧ纯文字法则对XF进行化简:当 XCNF公

式XF中出现 XＧ纯文字kt(或kt ⊕１)时,删除含有kt 的 XＧ子

句得到 XCNF公式XF′.

定理５　XF和XF′是等可满足的,即XF是布尔可满足

的,当且仅当XF′是布尔可满足的.

证明:不失一般性,设 XCNF公式 XF＝ ∧
１≤i≤I

XCi 中存在

XＧ纯文字kt.根据推论２,XF可转化为等可满足的CNF公式

H.设XF中每一个出现kt 的 XＧ子句为XCi＝ ∨
１≤j≤Ji－１

XLi,j∨

kt.根据定理４,XCi 中的 XＧ文字XLi,j(１≤j≤Ji－１)都可以

转化为等可满足的形如式(３)的 CNF公式 i,j.根据 XＧ纯文

字的定义,kt 一定不在 i,j(１≤j≤Ji－１)中.根据推论２,

∨
１≤j≤Ji－１

XLi,j＝ ∨
１≤j≤Ji－１

i,j可以转化为等可满足的 CNF公式

∧
S∈Wi′

(∨
D∈S

D),其中Wi′＝{S|S为从 i,１,i,２,,i,Ji－１中各取

一个子句构成的集合}.因此,XCi 可以通过 XCi＝ ∨
１≤j≤Ji－１

XLi,j∨kt＝ ∨
１≤j≤Ji－１

i,j∨kt＝(∧
S∈Wi′

(∨
D∈S

D))∨kt＝ ∧
S∈Wi′

(∨
D∈S

D∨

kt)转化为等可满足的CNF公式 ∧
S∈Wi′

(∨
D∈S

D∨kt),其中每一个

子句D∨kt 都是 H的子句,并且变量kt 不在 D中出现.因

此,在CNF公式H中,kt 为有正极性的纯文字[２],即在 H中

只有kt 出现,而没有¬kt 出现.根据一般SAT 问题的纯文
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字法则[２],将kt＝１代入H化简所得的CNF公式H′与H具有

等可满足性.又因为基于kt＝１对XF使用 XＧ纯文字法则化

简所得公式XF′对应的CNF公式与对H使用 XＧ纯文字法则

得到的 CNF公式是同一个 CNF公式 H′,所以根据推论２,

XF′与H′具有等可满足性.因此,XF与 XF′具有等可满 足

性.(证毕)

当１ＧinＧ３公式 F对应的 XCNF公式 XF有 XＧ纯文字kt

(或kt ⊕１)时,对XF和kt 运用 XＧ纯文字法则,得kt＝１(或

kt＝０).相 应 地,对 满 足 KE(¬Xu)＝kt(或KE(¬Xu)＝

kt ⊕１)的Xu 有Xu＝０.将Xu＝０代入F化简得到F′,则有

如下结论.

定理６　F是１ＧinＧ３可满足的,当且仅当F′是１ＧinＧ３可满

足的.

证明:当F的LT方程组的通解以 K 为自由变量时,F′

的LT方程组与F代入kt 的赋值后化简所得公式的LT方程

组存在相同的通解.此时,可由 K－{kt}构成F′对应的 XCＧ

NF公式XF″.根据定理５,基于 XＧ纯文字kt(或kt ⊕１)对

XF使用XＧ纯文字法则化简后所得的公式XF′与XF有等可满

足性.下面通过证明 XF″＝XF′来证明定理６.

(１)根据XCNF公式的构造方法,F中ji≤２的子句Ci 在

XF和XF′中没有相应的XＧ子句.无论Xu 是否出现在Ci 中,

Ci 在F′ 中对应的子句一定满足ji≤２,因此Ci 在XF″中也没

有相应的 XＧ子句.

(２)如果F中ji＝３的子句Ci 没有出现Xu,则子句Ci 仍

然在F′中.由于F的 LT方程组的通解代入kt 的赋值后是

F′的LT方程组的通解,因此在 F和 F′中,ji＝３,且没有出

现Xu 的子句中的变量通解是相同的,这些子句在XF′和XF″

中相应的 XＧ子句也是相同的.

(３)如果 F中ji＝３的子句Ci 出现了Xu,设Ci＝Xu∨

Xi,２∨Xi,３,则Ci 代入Xu＝０后在 F′中为Ci′＝Xi,２∨Xi,３,

Ci′在F′中满足ji＝２.根据 XCNF公式的构造方法,Ci′在

XF″中没有对应的XＧ子句.而对XF使用XＧ纯文字法则后,kt

所在的 XＧ子句也不会存在于XF′中.

综上,XF″＝XF′.(证毕)

下面举 例 说 明 如 何 使 用 XＧ纯 文 字 法 则 来 化 简 １ＧinＧ３

公式.

例２　在例１中,１⊕k３ 为 XF的一个 XＧ纯文字.根据

XＧ纯文字法则和定理６,将X３＝０代入F得到化简公式:

F′＝(X１∨X２∨X４)∧(X１∨X８)∧(X２∨X５)∧
(X２∨X６∨X７)∧(X７∨X９)∧(X４∨X６∨X１０)

F′与F具有等价的１ＧinＧ３可满足性.

上文证明了 XＧ纯文字化简法则的正确性,下文将证明这

个化简法则的高效性.实际上,可以证明:用 XＧ纯文字法则

化简１ＧinＧ３公式F的最坏时间复杂度是多项式的.假设F有

n个变量和m 个子句,其LT方程组在GGFF(２)上的秩为rank
(LT).首先,用高斯消去法求解F的 LT方程组的时间复杂

度为 O(n３)[１９].然后,在构建 XCNF公式XF时需要比较 K

表示的长度,其中计算每个K 表示的长度需要的时间复杂度

为 O(n－rank(LT)),因此构建 XCNF公式XF的时间复杂度

为O(m(n－rank(LT))).找出XF中的 XＧ纯文字kt 需要遍

历XF中所有的 XＧ文字,时间复杂度同样为 O(m(n－rank
(LT))).最后,将kt 对应的Xu 的赋值代入F化简需要的时

间复杂度为O(m).

定理７　用 XＧ纯文字法则化简１ＧinＧ３公式F的最坏时间

复杂度为 O(n３).

４　其他约减规则

假设用 XＧ纯文字法则化简１ＧinＧ３公式F得到F′.若F′

的每个子句变量个数不多于２,则可以通过在GGFF(２)上求解

F′的LT方程组来判定F′的１ＧinＧ３可满足性.若 F′中存在

子句变量个数等于３,则可以根据下面的定理继续约减公式.

定理８　设１ＧinＧ３公式F的某个子句C有k(k∈{２,３})

个变量.如果在这k个变量中至少有k－１个变量在 F中只

出现一次,那么F删除C后所得的公式F′与F的１ＧinＧ３可满

足性是等价的.

例３　在例２中,化简F得到F′.F′的子句C２＝X１∨X８

含有２个变量,其中X８ 在F′中只出现了一次.根据定理７,F′

删去子句C２ 所得的F″与F′具有等价的１ＧinＧ３可满足性.同

理,F″删除子句 X２ ∨X５ 和 X７ ∨X９ 后所得的公 式(X１ ∨

X２∨X４)∧(X２∨X６∨X７)∧(X４∨X６∨X１０)与F′具有等价

的１ＧinＧ３可满足性.

定理９　设１ＧinＧ３公式F有子句C０＝Xi∨Xj,且有子句

C１ 包含Xi 和Xk,以及子句C２ 包含Xj 和Xk,则将Xk＝０代

入F化简得到公式F′.F是１ＧinＧ３可满足的充分必要条件是

F′是１ＧinＧ３可满足的.

证明:(必要性)不失一般性,设 C１＝Xi∨Xk∨Xs,C２＝

Xj∨Xk∨Xt.若 Xk＝１,则要使 F是１ＧinＧ３可满足的,必有

Xi＝Xj＝０.此时,C０ 一定是不可满足的时.因此,Xk＝０为

F是１ＧinＧ３可满足的必要条件,即,当 F是１ＧinＧ３可满足的,

必有Xk＝０.综上,将Xk＝０代入F所得的F′是１ＧinＧ３可满

足的.

(充分性)当F′是１ＧinＧ３可满足的,只须赋值Xk＝０,满足

F′的赋值一定也可以满足F.(证毕)

例４　给定１ＧinＧ３公式:

F＝(X１∨X２∨X３)∧(X１∨X４)∧(X２∨X３∨X４)

F中有子句X１∨X４,且有子句X１∨X２∨X３ 包含 X１ 和

X２,以及子句 X２∨X３∨X４ 包含 X２ 和 X４.根据定理８,将

X２＝０代入F化简得到公式 F′＝(X１∨X３)∧(X１∨X４)∧
(X３∨X４),F与F′具有等价的１ＧinＧ３可满足性.

下面简要证明使用定理７和定理８化简１ＧinＧ３公式F的

最坏时间复杂度也是多项式的.假设 F有n个变量和m 个

子句,使用定理７化简F时,需要遍历每个子句,时间复杂度
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为 O(m).使用定理８化简F时,首先需要遍历所有子句,找

到形如C０＝Xi∨Xj 的子句;然后再次遍历公式,找到符合条

件的变量Xk;最后重复上述过程,重复次数不超过m.因此,

使用定理８化简１ＧinＧ３公式的复杂度为 O(m３).

结束语　本文从两个角度提出了１ＧinＧ３ＧSAT 的文字约

减法则.１)根据１ＧinＧ３公式F构建了一个 XCNF公式(F是

１ＧinＧ３可满足的,当且仅当其 XCNF公式是布尔可满足的),

利用 XＧ纯文字法则,得出F中对应变量的赋值.将这个赋值

代入F后,可以得到一个具有等价１ＧinＧ３可满足性的化简公

式.２)直接观察１ＧinＧ３公式的结构.如果公式中存在变量有

某些特性,则可以消去一些变量或者子句,从而化简公式.上

述约减方法都可以在多项式时间内完成.本文所提出的

１ＧinＧ３ＧSAT文字约减规则可减小问题规模,提高问题的求解

效率.未来可从以下方面进行进一步的研究.首先,在构建

XCNF公式的过程中,研究自由变量 K 的选择是否会影响

XCNF公式中 XＧ纯文字的个数.其次,能否找到一种方法,

在不转化为 CNF的情况下,直接判定 XCNF公式的布尔可

满足性.另外,还计划将本文所述的约减方法与１ＧinＧ３ＧSAT

问题的求解方法相结合,并将这些方法进行对比.
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