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摘　要　一阶逻辑是公理系统的标准形式逻辑之一,其中包含的程度化推理等研究内容,是一个研究热点也是难点.文中从一

阶逻辑演算的语义理论出发,利用可满足性及完备性定理研究了一阶逻辑中公理化真度.首先给出并、交运算可满足性的定

义,其次说明了两个特殊公式与逻辑有效公式以及定理的关系,最后得出与公式等价的前束范式.上述结果将为谓词逻辑程度

化研究做准备.
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１　引言

数理逻辑是以符号化为特点的形式化理论,它注重形式

推理而不重视数值计算,二者之间似乎存在着一堵无形的墙,

文献[１]尝试将隔离的两边以某种方式联系起来,从而产生一

个新的分支,我们把它称为计量逻辑学.文献[２Ｇ３]对计量逻

辑学作了简要的介绍.按照研究对象的不同,将其分为计量

命题逻辑与计量一阶逻辑,其中计量命题逻辑已得到深入而

系统的大量研究成果[４Ｇ８],但计量一阶逻辑却只有零散成

果[９Ｇ１３].文献[１４Ｇ１５]虽然提出了谓词逻辑系统,但并不涉及

计量化问题.文献[１６]以语构角度提出一阶公式的公理化真

度.文献[１７Ｇ１８]是从语义角度出发,得到了关于一阶逻辑系

统中一阶逻辑公式的真度度量的一些尝试性结果.文献[１９]

介绍了数理逻辑的基础知识.

一阶逻辑演算的语义理论是借助于合式公式集以外的对

象建立了一阶语言的解释及其在解释中的赋值等概念,基于

这些F以外的工具描述了诸如项的代入定理、可满足性、逻

辑有效公式以及逻辑等价性等一系列重要性质.其中,应用

可满足性及演绎定理证明完备性定理.而一阶逻辑演算的语

构理论是从另一方式来刻画有关合式公式的基本性质,即通

过在F自身中给出公理和推理规则来展开谓词演算理论.

其中,凡逻辑有效公式都可以从公理出发运用两条推理规则

推出.

命题逻辑中,我们可以从语义与语构的角度来判断一个

公式是否为定理.在一阶逻辑系统中,从语构角度来说,我们

可以从６条公理出发运用推理规则推出;而从语义角度来说,

我们如何判断一个公式是定理呢? 这就是本文所要研究的

内容.

本文通过对文献[１６]进行分析,一方面,从语义角度出

发,利用可满足性及完备性定理,提出了并、交运算的可满足

性,来说明一个公式是否为逻辑有效公式;另一方面利用逻辑

有效公式的性质来说明它是否为定理.之后,根据量词的性

质及运算规律,得出了与之等价的前束范式.最后,对文献

[１６]细小的知识点进行了补充.



２　预备知识

符号表　一阶语言L由以下符号组成:

(１)变元符号:x１,x２,􀆺.

(２)某些个体常元ai.

(３)某些谓词符号An
i.

(４)某些函数符号fn
i.

(５)连接词:¬与→.

(６)标点符号:(,),′.

(７)量词符号:∀.

设L是一阶语言,则L中的项定义如下:

(１)变元和L中的个体常元是项.

(２)设fn
i 是 L中的n元函数符号,t１,􀆺,tn 是项,则fn

i

(t１,􀆺,tn)是项.

(３)L中项均由(１)与(２)的方式生成,其全体之集记为

T.

公式 集 　 设 L 是 一 阶 语 言,Ak
j 是 L 中 的k 元 谓 词,

t１,􀆺,tk 是L中的项,则称Ak
j(t１,􀆺,tk)为L的原子公式.L

中的合式公式定义如下:

(１)原子公式是合式公式.

(２)如果A 与B 是合式公式,则¬A,A→B与(∀xi)A 也

都是合式公式.

(３)合式公式均由(１)与(２)的方式生成.

公理集KL的公理集由以下形式的公式组成:

(K１)　A→(B→A).

(K２)　(A→(B→C))→((A→B)→(A→C)).

(K３)　(¬A→¬B)→(B→A).

(K４)　(∀xi)A→A.

(K５)　(∀xi)A(xi)→A(t)(xi 是A(xi)的自由变元,且

t项关于A(xi)中的xi 自由).

(K６)　(∀xi)(A→B)→(A→(∀xi)B)(xi 不在A 中自

由出现).

推理规则　KL的推理规则集包含以下两条推理规则.

MP 规则:从A→B与A 可得B.

推广规则:从A 可得(∀xi)A.

在命题演算中,一个原子公式p 是不可再分的,我们可

以给它赋值１或０表示它为真或为假.但在谓词演算中,一

个原子公式A 有了内部结构,不能简单地给它赋值１或０以

表示其真或假,而要从对它涉及的语言符号的解释做起.

解释　设L是一阶语言,L的解释I的组成如下:

(１)一个非空集DI,叫解释I的论域.

(２)DI 中的一组与L中的个体常元a１,a２,􀆺相对应的特

定元a１,a２,􀆺.

(３)DI 上的一组与 L中的谓词符号{An
i}相对应的关系

{An
i},这里Ai⊂Dn

I
,即An

i是DI 上的n元关系.

(４)DI 上的一组与 L中的函数符号{fn
i}相对应的函数

{fn
i},这里fn

i:Dn
I→DI 是DI 上的n元函数.

一阶语言L在有了解释I之后,L中的个体常元、函数符

号、项、谓词符号等就有了在DI 中的明确含义.L中的公式

就成为了论域DI 中关于它所含变元的一种论断.这种论断

的正确与否取决于所涉及的变元在DI 中的赋值.

赋值　设L是一阶语言,I是L的解释.L在I中的赋值

v是从L的项集T 到DI
的一个映射v:T→DI,满足条件:

(１)v(ai)＝ai,这里ai 是L中的个体常元.

(２)v(fn
i(t１,􀆺,tn))＝fn

i(v(t１),􀆺,v(tn)),这里fn
i 是L

的函数符号.

定义１[４]　设L一阶语言,I是L的一个解释,A∈F.如

果对L在I中的每个赋值v 都有v 满足A,则称A 是关于I
的真公式,记作I╞A.如果对L在I中的每个赋值v都有v
不满足A,则称A 是关于I的假公式.

定义２[４]　L的公式A 叫逻辑有效的,若对 L的每个解

释I均有I╞A.A 叫矛盾式,若对L的每个解释I均有I╞

¬A,即对L的每个解释I以及L在I中的每个赋值v,v都不

满足A.

定义３[４]　设x１,􀆺,xn 是公式A 中的全部自由出现的

变元,则称(∀x１)(∀x２)􀆺(∀xn)A 为A 的完全闭包,记作

clA.

定义４[４]　设A 和B 是一阶语言L中的两个公式,如果

A→B与B→A 都是逻辑有效公式,则称 A 与B 是逻辑等价

的,记作A≈B.

命题１[４]　设A 是一阶语言L的公式,则(∀x１)(∀x２)

A≈(∀x２)(∀x１)A.

命题２[４](可靠性定理)　K 中的定理都是逻辑有效公

式.

命题３[４](完备性定理)　F 中的公式A 是系统KL中的

定理当且仅当A 是逻辑有效公式.

３　可满足性及逻辑有效公式

定义５[４]　设L是一阶语言,I是 L的解释,v是 L在I
中的一个赋值,A 是L中的一个公式.所谓v满足A 可以归

纳地定义如下:

(１)若A 是原子公式An
j(t１,􀆺,tn),则v满足A 指An

j(v
(t１),􀆺,v(tn))是在DI 上为真的n元关系.

(２)若A 是¬B,则v满足A 指v不满足B.

(３)若A 是B→C,则v满足A 指v 满足C 或v 不满足

B.

(４)若A 是(∀xi)B,则v满足A 指每个与viＧ等价的赋

值v′都满足B.

那么,对于出现A 是B∨C或A 是B∧C的情形,我们又

该如何定义它的可满足性呢?

定理１　(１)A 是B∨C,则v满足A 指v 满足B 或v 满

足C.

(２)A 是B∧C,则v满足A 指v满足B 且v满足C.

证明:(１)因为B∨C是¬B→C的简写,所以若赋值v满

足B∨C,则赋值v满足¬B→C.由定义５(３),v满足C 或v
不满足¬B,则v满足C 或v满足B.反过来,设v满足C 或

v 满足B,则v满足C 或v不满足¬B,即v满足¬B→C,也就

是v满足B∨C.

(２)因为B∧C是¬(B→¬C)的简写,所以若赋值v满足

B∧C,则赋值v满足¬(B→¬C),v不满足B→¬C,v不满
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足¬B或v不满足¬C,从而v满足B 且v 满足C.反过来,

设v满足B 且v满足C,则v不满足¬B 或v 不满足¬C,从

而v不满足B→¬C,v满足¬(B→¬C),即v满足B∧C.

定理２　若γ＝(∀x)A(x)∨(∀x)¬A(x),则γ不是逻

辑有效公式,从而不是定理.

证明:设赋值v满足γ,即v满足(∀x)A(x)或(∀x)¬A
(x),从而v不满足¬(∀x)A(x)且¬(∀x)¬A(x).有两种

情形:１)v不满足¬(∀x)A(x),v满足(∀x)A(x).２)v不满

足¬(∀x)¬A(x),v满足(∀x)¬A(x),由定义５(４),有与

viＧ等价的赋值v′满足¬A(x),即v′不满足A(x),从而v不满

足(∀x)A(x).因此,当v满足γ 时,v满足(∀x)A(x)且v
不满足(∀x)A(x),二者不能同时成立,所以v不满足γ.因

而γ不是逻辑有效公式,从而不是定理.

命题４[４]　设A 是一阶语言L中的公式,则以下各条件

等价:

(I)A 是逻辑有效公式.

(II)(∀xi)A 是逻辑有效公式.

(III)clA 是逻辑有效公式.

证明:(I)⇒(II)

(１)A 假设

(２)(∀xi)A (１)推广规则

凡逻辑有效公式都可以从６条公理出发运用两条推理规

则推出.

(II)⇒(III)　
(１)设公式 A 不含 自 由 变 元,则clA＝A,由 (K４)知:

(∀xi)A→A.因此,当(∀xi)A 是逻辑有效公式,则clA 也

是逻辑有效公式,命题得证.

(２)设公式A 含１个自由变元,(∀x１)A 是逻辑有效公

式,clA＝(∀x１)A,则clA 也是逻辑有效公式,命题得证.

设公式A 含k 个自由变元,命题成立.令 A 含有k＋１
个自由变元,设A＝(∀xi)B,B含有k个自由变元.下证clA
是逻辑有效公式.

因为(∀x１)􀆺(∀xk－１)(∀xk)B 是逻辑有效公式,由

(I)⇒(II)知,(∀xi)(∀x１)􀆺(∀xk－１)(∀xk)B 也是逻辑有

效公式,命题得证.

(III)⇒(I)　
(１)设公式A 不含自由变元,则clA＝A.因此,当clA 是

逻辑有效公式,则A 也是逻辑有效公式,命题得证.

(２)设公式A 含１个自由变元,即(∀x１)A 是逻辑有效

公式.由(K４)知:(∀x１)A→A.则A 也是逻辑有效公式,命

题得证.

设公式A 含k 个自由变元,命题成立.令 A 含有k＋１
个自由变元,设clA＝(∀xk＋１)C,C含有k个自由变元.下证

A 是逻辑有效公式.

因为(∀x１)􀆺(∀xk－１)(∀xk)(∀xk＋１)C 是逻辑有效公

式.根据命题１:

(∀x１)􀆺(∀xk－１)(∀xk)(∀xk＋１)C

≈(∀xk＋１)(∀x１)􀆺(∀xk－１)(∀xk)C
由(K４):(∀xi)A→A 知:

(∀xk＋１)(∀x１)􀆺(∀xk)C→(∀x１)􀆺(∀xk)C

所以A 也是逻辑有效公式,命题得证.

综上所述,命题得证.

定理３　├(∀x)(∀x)(A(x)→A(x)).

证明:A(x)→A(x)是L的重言式,因为它是L中的重言

式p０→p０ 的代换实例.又L中的重言式都是逻辑有效公式,

所以A(x)→A(x)是逻辑有效公式.由命题４(II),(∀x)(A
(x)→A(x))是逻辑有效公式,所以(∀x)(∀x)(A(x)→A
(x))是逻辑有效公式,从而(∀x)(∀x)(A(x)→A(x))是定

理.

量词辖域扩缩律[１９]:A(x)是任一一阶公式,B 是任一不

含自由变量x 的一阶公式.

(１)∀xA(x)∧B⇔∀x(A(x)∧B).

(２)∀xA(x)∨B⇔∀x(A(x)∨B).

(３)∃xA(x)∧B⇔∃x(A(x)∧B).

(４)∃xA(x)∨B⇔∃x(A(x)∨B).

定理４　设A 和B 是不同的一元谓词符号,若α＝(∀x)

A(x)→(∀y)B(y),则α与前束范式β＝(∀x)(∀y)(¬(A
(x)∧¬B(y)))逻辑等价.

证明:

　　(∀x)A(x)→(∀y)B(y)

　⇔¬(∀x)A(x)∨(∀y)B(y)

⇔¬(∀x)A(x)∨¬(∃y)¬B(y)

⇔¬((∀x)A(x)∧(∃y)¬B(y))

⇔¬((∃y)¬B(y)∧(∀x)A(x))

⇔¬(∃y)(¬B(y)∧(∀x)A(x))

⇔¬(∃y)(∀x)(A(x)∧¬B(y))

⇔(∀x)¬(∃y)¬(¬A(x)∨B(y))

⇔(∀x)(∀y)(¬A(x)∨B(y))

⇔(∀x)(∀y)(¬(A(x)∧¬B(y)))

命题５　若τ(α→β)＝１,则τ(β→α)≤１.

证明:因为τ(α→β)＝１,所以τ(α→β)＝τ(¬α∨β)＝

τ(¬α)＋τ(β)－τ(¬α∧β)＝１－τ(α)＋τ(β)－τ(¬α∧β)＝１.

即τ(β)＝τ(α)＋τ(¬α∧β).所以:

τ(β→α)＝τ(¬β∨α)

＝τ(¬β)＋τ(α)－τ(¬β∧α)

＝１－τ(β)＋τ(α)－τ(¬β∧α)

＝１－τ(α)－τ(¬α∧β)＋τ(α)－τ(¬β∧α)

＝１－τ(¬α∧β)－τ(¬β∧α)

＝１－τ(¬α∧β)－τ(¬¬(¬β∧α))

＝１－τ(¬α∧β)－τ(¬(β∨¬α))

＝１－τ(¬α∧β)－(１－τ(β∨¬α))

＝τ(β∨¬α)－τ(¬α∧β)

＝τ(α→β)－τ(¬α∧β)

＝１－τ(¬α∧β)≤１
结束语　本文讨论的是不含函数符号的一阶谓词公式,

从语义角度,利用可满足性及完备性定理来说明一个一阶谓

词公式是否为定理.而如何利用本文的结果来证明一个一阶

谓词公式是否为矛盾式,且如何将本文的结果进一步推广到

允许有函数符号的情形也是一个值得我们思考的问题.
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