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摘　要　多状态网络是指网络及其组成单元具有多种不同的性能水平,该网络模型已被广泛应用于描述现实中众多技术网络

的行为特征.费用约束下的多状态网络可靠性Rel(d,b)是指网络能够把d单位的需求流量从源点成功输送到汇点且总的流传

输费用不超过给定预算b的概率,该可靠性指标可以通过费用约束下的极小容量向量(简称(d,b)ＧMCV)来计算.由于(d,b)Ｇ
MCV问题是典型的 NPＧhard问题,求解时间会随着网络规模增加呈指数增长,为提高求解效率,利用边的容量下限建立了关

于(d,b)ＧMCV的改进数学模型,并从求解复杂度方面证明了该模型的优势;并且,利用超越数的概念,建立了(d,b)ＧMCV 与实

数之间的一一映射关系;基于此关系,提出了一种新的(d,b)ＧMCV 去重方法.复杂度分析表明,该去重方法比现有方法更实

用、更高效.最后,利用数值实验对提出的(d,b)ＧMCV算法的性能进行了检验;结果表明,该算法在求解(d,b)ＧMCV 方面具有

明显的效率优势,从而为费用约束下的多状态网络可靠性评估提供了一种新方法.
关键词:多状态网络;可靠性;费用约束;极小容量向量
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Abstract　MultiＧstatenetworksarecomposedofmultiＧstatecomponentsthathavedifferentperformancelevels,andmultiＧstate
networkmodelhasbeenextensivelyusedtodescribethecomplexbehaviorsofmanytechnologicalnetworks．MultiＧstatenetwork
reliabilityundercostconstraint,denotedbyRel(d,b),isdefinedastheprobabilitythatthenetworkisabletotransmitdunitsof
flowfromthesourcetothedestinationwhilesatisfyingtheconditionthatthetotaltransportationcostiswithinagivenbudgetb,

andcanbecomputedintermsofminimalcapacityvectorwithbudgetconstraint(called(d,b)ＧMCVforshort)．Solving(d,b)Ｇ
MCVsisanNPＧhardproblem,whichmeansthecomputationaltimewillexponentiallyincreaseswiththenetworkscale．Inorder
toenhancetheefficiencyofsolving(d,b)ＧMCVs,thispaperconstructsanimprovedmodelbyintroducinglowercapacitybounds
ofarcs,andtheoreticallydemonstratesthemeritofthemodel．Furthermore,thispaperemploystheconceptoftranscendental
numbertoestablishaoneＧtoＧonemappingrelationshipbetween(d,b)ＧMCVandrealnumber,basedonwhichanovelmethodis
proposedtoremoveduplicate(d,b)ＧMCVs．Itisdemonstratedfromtheviewpointoftimecomplexitythattheproposedmethodis
morepracticalandefficientincomparisonwiththeexistingones．Theperformanceoftheproposed(d,b)ＧMCValgorithmistesＧ
tedbynumericalexperiments,andtheresultsindicatethatthealgorithmismoreefficientinsolving(d,b)ＧMCVsandthusproＧ
videsanewmethodforcomputingRel(d,b)．
Keywords　MultiＧstatenetwork,Reliability,Costconstraint,Minimalcapacityvector
　

１　引言

随着社会经济的飞速发展和科学技术的全面进步,人们的

日常生活越来越高度依赖于各种技术网络所提供的服务,譬如

计算机网络、通信网络、交通网络、电力(燃气,水)网络等.然

而,随着技术网络的全局性、系统性、复杂性特征愈发凸显,整
个网络也越来越容易受到内部故障或外部不确定因素的干扰,

交通瘫痪、电力崩溃、通信中断等成为这些技术网络的主要失

效模式,同时也成为社会安全稳定的主要威胁[１].作为衡量技

术网络服务质量最重要的指标之一,网络可靠性被越来越多地

应用于分析网络在不确定环境下的行为特征.广义的网络可

靠性是指网络在一定的条件下提供符合要求的服务质量的能

力.研究表明[１],可靠性高的网络不仅能显著提高自身运行安

全水平、降低维护成本,而且能极大地提升服务效率,满足用户
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需求.因此,网络可靠性不仅是管理者关心的问题,更是学者

们一直关注的课题.网络可靠性研究对于保障网络安全运行、

维护社会经济发展具有重要的现实意义[２Ｇ５].

由于受自身或外界不确定因素的影响,网络及其组成单

元在运行过程中一般会表现出多种不同的性能水平,这样的

网络被称为多状态网络.事实上,现实中的大多数网络都可

以看作多状态网络.以通信网络为例,由于受各种随机因素

的干扰,网络中的各条传输线路可能处于正常工作状态、退化

状态或中断状态等多种状态,从而导致整个通信网络的服务

能力也表现出多种状态水平.对于多状态网络来说,网络的

可靠运行不仅要求能够连通,而且能够满足一定的性能水平

(吞吐量、传输量等).在多状态网络模型中,网络的每条边具

有相互独立的、有限的、取非负整数的随机容量(即每条边的

容量是多状态的),该随机容量代表该条边上的服务能力水

平[３Ｇ８].给定性能水平d,多状态网络可靠性Reld是指网络能

够把d 单位的流量从源点成功输送到汇点的概率.该可靠性

指标主要关注网络的流传输能力.除了流传输能力,流传输

费用也是衡量网络效率的重要方面,并且是影响网络运营效

益极其关键的一个指标.在现实生活中,技术网络的运行应

控制在合理的预算约束下,比如,对于计算机网络来说,应充

分考虑网络运行过程中的成本因素,在可靠性中加入费用指

标,从而更全面地评估网络服务质量[８].

费用约束下的多状态网络可靠性Rel(d,b)是指网络能够

把d单位的流量从源点成功输送到汇点且总的传输费用不

超过给定的预算约束b 的概率.计算Rel(d,b)最简单的方法

是穷举法,该方法需要对容量向量空间中的每个容量向量逐

一进行枚举,故计算复杂度很高,只适用于规模较小的多状态

网络.目前,计算Rel(d,b)最常用的一种方法是利用费用约束

下的极小容量向量[８Ｇ１２],为便于叙述,本文将费用约束下的极

小容量向量简称为(d,b)ＧMCV.如果网络在容量向量X 下

能够把d 单位的流量从源点成功输送到汇点且总的流输送

费用不超过给定的预算约束b,而任何小于X 的其他容量向

量都不能同时满足这两个条件,则称X 为(d,b)ＧMCV.如果

知道网络所有的(d,b)ＧMCV,则Rel(d,b)可以通过容斥定理方

法、不交和方法[１３Ｇ１４]或状态空间分解方法[１５Ｇ１６]等成熟方法计

算得到.因此,求解(d,b)ＧMCV问题是计算Rel(d,b)的核心,

也是现有研究关注的重点.

目前,研究者已经提出了许多(d,b)ＧMCV搜索算法.根

据性能水平、费用约束和容量约束等关键要素,Lin[９]在研究

中利用网络极小路构建了(d,b)ＧMCV的搜索模型,该模型的

可行解被称作候选(d,b)ＧMCV,候选(d,b)ＧMCV需要进一步

验证以确定是否为真正的(d,b)ＧMCV;此外,该模型的结果

中会出现重复的(d,b)ＧMCV,即出现多个完全一样的(d,b)Ｇ
MCV.因为重复(d,b)ＧMCV 只会增加可靠性计算的复杂

度,而不会对可靠性结果产生任何影响,所以需要去除所有的

重复(d,b)ＧMCV.Lin[１０]在构建(d,b)ＧMCV 搜索模型时既

考虑了边的容量的多态性,又考虑了点的容量的多态性;同
时,Lin提出的比较法既能够判定候选(d,b)ＧMCV 是否是

(d,b)ＧMCV,又能够去除重复(d,b)ＧMCV.Yeh[１１]认为比较

法在验证候选(d,b)ＧMCV时效率不高,并提出利用有向圈法

验证候选(d,b)ＧMCV,该方法不需要知道网络所有极小路.

Niu等[８]利用(d,b)ＧMCV的性质构建了一个新的搜索模型,

该模型相比上述两种方法在验证候选(d,b)ＧMCV 时具有更

高的效率,但该模型仅适用于有向网络.最近,ForghaniＧelaＧ
habad等[１２]提出了一种关联数比较法来识别重复的(d,b)Ｇ
MCV,该方法被认为是目前最高效的方法,但缺点是当网络

规模较大时该方法不方便实现.
我们注意到,求解(d,b)ＧMCV 是典型的 NPＧhard问题,

求解时间会随着网络规模增加呈指数增长.尽管研究者已经

提出了一些(d,b)ＧMCV搜索算法,但这些算法仍面临两个主

要难题:其一,候选(d,b)ＧMCV 模型的求解复杂度很高;其
二,重复(d,b)ＧMCV的识别仍面临较大的效率瓶颈.针对以

上两个难点,首先,通过引入边的容量下限,本文对现有的候

选(d,b)ＧMCV模型进行了改进,在改进后的候选(d,b)ＧMCV
模型中,关于变量的约束条件更加严格,从而缩小了候选(d,

b)ＧMCV的搜索空间,提高了搜索效率;其次,通过引入超越

数的概念,本文建立了(d,b)ＧMCV与实数之间的一一映射关

系,在此基础上提出了一种高效的重复(d,b)ＧMCV 识别方

法.基于以上两点工作,提出了一种更高效的(d,b)ＧMCV求

解方法.数值计算的结果表明,该算法在求解(d,b)ＧMCV方

面具有较明显的效率优势,进而为费用约束下的多状态网络

可靠性评估提供了一种新方法.

２　预备知识

多状态网络模型是可靠性分析的基础,本节先对其相关

知识进行介绍.用 G(V,E,U,C)表示一个多状态网络,其
中,V 是节点集合,E＝{ei|１ ≤i≤ m}是边集合,U＝(U１,

U２,􀆺,Um)是最大容量向量,且Ui代表边ei的最大容量,C＝
(C１,C２,􀆺,Cm)是费用向量,且 Ci表示单位流量通过ei时的

传输费用,也称作单位费用.在网络中,源点s代表起点(即
出发地),汇点t代表终点(即目的地).用xi表示边ei当前的

容量状态,且xi的取值在０到Ui之间.所有边的容量状态组

成一个容量向量X＝(x１,x２,􀆺,xm),F(X)表示网络在X 下

的最大流量.
定义１　给定性能水平d和费用约束b,如果X 满足如下

条件:１)F(X)＝d;２)对于所有的xi＞０,F(X－０(ei))＜d,其

中０(ei)＝(０,􀆺,０,１,０,􀆺,０);３)C(X)＝∑
m

i＝１
xiCi≤b,则称容

量向量X＝(x１,x２,􀆺,xm)为(d,b)ＧMCV.
根据以上定义易知,(d,b)ＧMCV实际上是满足性能水平

d和费用约束b 的极小容量向量.假设网络所有的(d,b)Ｇ
MCV为X１,X２,􀆺,Xσ,令 Φ１ ＝{X|X ≥ X１},Φ２ ＝{X|
X ≥ X２},􀆺,Φσ＝{X|X ≥Xq},则计算R(d,b)的不交和方法

如下:

Rel(d,b)＝Pr{X|F(X)≥d且C(X)≤b}

＝Pr(Φ１∪Φ２∪􀆺∪Φσ)

＝Pr(Φ１∪(Φ２－Φ１)∪􀆺∪(Φσ－∪
σ－１

j＝１
Φj))

＝∑
σ

i＝１
Pr(Θi) (１)

其中,Θ１＝Φ１,Θi＝Φi－∪
i－１

j＝１
Φj(i＝２,􀆺,σ),Pr(Θi)＝ ∑

X∈Ψi
Pr(X),

Pr(X)＝∏
m

k＝１
Pr(xk).

３　基础模型

从前 文 可 知,计 算 Rel(d,b)的 核 心 是 求 得 所 有 (d,b)Ｇ
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MCV.目前,现有算法在求解(d,b)ＧMCV时一般包含如下３
个主要步骤:１)求得所有的候选(d,b)ＧMCV;２)验证候选(d,

b)ＧMCV是否是真正的(d,b)ＧMCV;３)删去重复的(d,b)Ｇ
MCV.在步骤１)中,为了求得候选(d,b)ＧMCV,现有算法大

多采用如下的搜索模型.

引理１[９]　如果容量向量X＝(x１,x２,􀆺,xm)是候选(d,

b)ＧMCV,则存在一个对应的流向量F＝(F１,F２,􀆺,Fp)满足

如下条件:

F１＋F２＋􀆺＋Fp＝d (２)

F１W１＋F２W２＋􀆺＋FpWp≤b (３)

０≤Fj≤ min{Mj,d},１≤j≤p (４)

０≤ ∑
ei∈Pj

Fj≤ min{Ui,d},１≤i≤ m (５)

xi＝ ∑
ei∈Pj

Fj,１≤i≤ m (６)

其中,p是网络中极小路的数量,Fj(１≤j≤p)表示第j条

极小路Pj中通过的流量,Mj＝min{Ui|ei∈CiPj}是极小路

Pj的最大容量(１≤j≤p),Wj＝ ∑
ei∈Pj

Ci 是单位流量通过Pj

时的费用(１≤j≤p).我们注意到,引理１实际上是一个

没有目标函数的整数规划问题,Chen等[１７]提出的快速枚举

法可以用来求解所有的可行流向量,然后再将每一个可行流

向量通过关系式(６)转化为候选(d,b)ＧMCV.
在步骤２)中,Yeh提出的有向圈验证法是相对高效的一

种方法:对于给定的候选(d,b)ＧMCV,如果网络中不存在有

向圈,则该候选(d,b)ＧMCV 是真正的(d,b)ＧMCV;否则不是

(d,b)ＧMCV.利用引理１求得的结果中会出现重复的(d,b)Ｇ
MCV,在步骤３)中,现有算法在去重时采用(d,b)ＧMCV两两

比较的方法,该方法虽然简单、易实现,但效率不高.

４　改进模型

为了提高(d,b)ＧMCV的求解效率,本文将重点讨论在步

骤１)中如何提升候选(d,b)ＧMCV 的求解效率;此外,针对

(d,b)ＧMCV两两比较去重时存在的效率瓶颈,本文将提出一

种更加高效的(d,b)ＧMCV去重方法.

首先,我们定义边ei的容量下限LCi(１≤i≤ m)为当网

络能够满足性能水平d时,边ei应保持的最低容量状态.在

最大容量向量U 的基础上,我们进一步定义一个特殊的容量

向量U(０i)＝(U１,􀆺,Ui－１,０,Ui＋１,􀆺,Um),即将U 的第i个

分量设为０,其他分量保持不变.根据文献[８],给定性能水

平d,边ei的容量下限LCi＝max{d－F(U(０i)),０},并且对任

意(d,b)ＧMCVX 来说,一定满足xi≥LCi(１≤i≤ m).利

用该约束条件可得如下的改进模型.
定理１　如果容量向量X＝(x１,x２,􀆺,xm)是候选(d,b)Ｇ

MCV,则存在一个对应的流向量F＝(F１,F２,􀆺,Fp)满足如

下条件:

F１＋F２＋􀆺＋Fp＝d (７)

F１W１＋F２W２＋􀆺＋FpWp≤b (８)

０≤Fj≤ min{Mj,d},１≤j≤p (９)

LCi≤ ∑
ei∈Pj

Fj≤ min{Ui,d},１≤i≤ m (１０)

xi＝ ∑
ei∈Pj

Fj,１≤i≤ m (１１)

需要指出的是,虽然定理１和引理１只有一个约束条件

的差别,但候选(d,b)ＧMCV在搜索方面仍会有较大的计算量

差异,下面通过一个简单例子加以说明.图１是一个包含两

条极小路P１＝{e１,e２}和P２＝{e３}的简单网络.令U＝(３,２,

２),C＝(２,１,２),则M１＝２,M２＝２,W１＝３,W２＝２.假设性能

水平d＝３,费用约束b＝８,则 min{Mj,d}＝２(j＝１,２);

min{U１,d}＝３,min{U２,d}＝min{U３,d}＝２.根据引理１,求
解候选(３,８)ＧMCVX 的数学模型如下:

F１＋F２＝３ (１２)

３F１＋２F２≤８ (１３)

０≤F１≤２ (１４)

０≤F２≤２ (１５)

０≤x１＝F１≤３ (１６)

０≤x２＝F１≤２ (１７)

０≤x３＝F２≤２ (１８)
即

F１＋F２＝３ (１９)

３F１＋２F２≤８ (２０)

０≤F１≤２ (２１)

０≤F２≤２ (２２)

x１＝F１ (２３)

x２＝F１ (２４)

x３＝F２ (２５)
因此,为了求解候选(３,８)ＧMCV,在理论上总共需要对９

个流向量(由条件(２２)和(２３)决定)进行验证.

图１　一个简单网络

Fig．１　Asimplenetwork

另一方面,因为d＝３,则容量下限LC１＝max{０,dＧF(U
(０１))}＝max{０,３Ｇ２}＝１,类似地,LB２＝１,LB３＝１.根据定

理１,求解候选(３,８)ＧMCVX 的数学模型为:

F１＋F２＝３ (２６)

３F１＋２F２≤８ (２７)

０≤F１≤２ (２８)

０≤F２≤２ (２９)

１≤x１＝F１≤３ (３０)

１≤x２＝F１≤２ (３１)

１≤x３＝F２≤２ (３２)
即

F１＋F２＝３ (３３)

３F１＋２F２≤８ (３４)

１≤F１≤２ (３５)

１≤F２≤２ (３６)

x１＝F１ (３７)

x２＝F１ (３８)

x３＝F２ (３９)
显然,为了求解候选(３,８)ＧMCV,在理论上总共需要对４

个流向量(由条件(３５)和(３６)决定)进行验证.候选(３,８)Ｇ
MCV作为典型的 NP难问题,随着流向量的增加,该问题的

复杂程度将呈指数增长.经过对比发现根据定理１求解候选

(３,８)ＧMCV需要较少的计算量.下面我们进一步通过理论

分析来阐明定理１的求解复杂度小于或等于引理１.
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前面提到,快速枚举法可以用来求解候选(d,b)ＧMCV,

最近Lamalem等[１８]提出将约束条件(７)嵌入快速枚举法的循

环结构中能够显著提升枚举效率.基于该思想,本文利用改

进的快速枚举法来求解定理１中的模型.由快速枚举法的求

解程序[１７]可知,利用定理１和引理１求解可行流向量F 的时

间复杂度分别为 O(∏
λ

i＝１
qk)和 O(∏

λ

i＝１
q∗

k ),其中λ是快速枚举法

中对应每一层级循环的分组数量,qk和q∗
k 是每组中执行枚举

的次数,且qk与条件(１０)中的容量范围大小成正比例关系,

q∗
k 与条件(５)中的容量范围大小成正比例关系.显然,条件

(１０)的容量范围小于或等于条件(５)中的容量范围,从而qk≤

q∗
k 成立(实际上,多数情况下满足qk＜q∗

k ),由此可得 O(∏
λ

i＝１

qk)≤ O(∏
λ

i＝１
q∗

k )成立,即定理１的求解复杂度小于或等于引

理１.

５　去重方法

类似引理１,利用定理１求得的结果中也会出现重复的

(d,b)ＧMCV.如前所述,现有算法在去重时采用(d,b)ＧMCV
两两 比 较 的 方 法,该 方 法 虽 然 简 单 但 效 率 不 高.后 来,

ForghaniＧelahabad等[１２]提出了(d,b)ＧMCV关联数的概念,并
通过(d,b)ＧMCV关联数来去重,但对于较大规模的网络,该
方法在表示(d,b)ＧMCV关联数时很不方便.基于此,本文提

出了一种高效的去重方法.首先引入超越数的概念,超越数

是指不能作为整系数非零多项式方程的根的实数[１９],即如果

α是超越数,则一定有∑
m

i＝１
kiαi－１≠０,其中ki(１≤i≤ m)是整

数.给定一个(d,b)ＧMCVX＝(x１,x２,􀆺,xm ),称 Ψ(X)＝

∑
m

i＝１
xiαi－１为X 的多项式值,则可以得到下面的重要结论.

定理２　对于给定的(d,b)ＧMCVX＝(x１,x２,􀆺,xm)和

Y＝(y１,y２,􀆺,ym)来说,X＝Y 当且仅当Ψ(X)＝Ψ(Y).

证明:若X＝Y,显然Ψ(X)＝Ψ(Y).若 Ψ(X)＝Ψ(Y),

则∑
m

i＝１
xiαi－１＝∑

m

i＝１
yiαi－１,即∑

m

i＝１
(xi－yi)αi－１＝０.因为α是超越

数,整系数多项式方程∑
m

i＝１
(xi－yi)αi－１等于０时必须满足方程

的所有系数都等于０,即xi－yi＝０(１ ≤i≤ m)成立,则有

xi＝yi(１≤i≤ m),即得X＝Y.

根据定理２,每个(d,b)ＧMCVX 与Ψ(X)构成一一映射

关系.基于此关系,首先计算(d,b)ＧMCV 对应的多项式值

Ψ(X),然后利用快速排序算法对所有的多项式值排序,即可

找到对应的重复(d,b)ＧMCV.假定总共有σ个(d,b)ＧMCV,

则需要 O(mσ)时间来计算 Ψ(X),利用快速排序算法找到重

复的Ψ(X)需要 O(σlogσ)时间,因此,该方法去重的时间复杂

度为O(mσ)＋O(σlogσ)＝O(σlogσ).我们注意到,两两比较

法去重的时间复杂度为 O(mσ２),鉴于 O(σlogσ)＜O(mσ２),

说明提出的方法在(d,b)ＧMCV 去重方面具有明显的效率

优势.

另外需要指出的是,数学家们目前已经发现了大量的超

越数,譬如自然常数e、圆周率π、log(μ)(其中μ是正有理数

且μ ≠１)和sin(θ)(其中θ是非零有理数).从理论上来说,

这些超越数都可以用来计算 Ψ(X),但考虑到当网络规模较

大时,如果超越数α的值太大,则 Ψ(X)的值会非常大,在

数值计算时会出现内存溢出;如果超越数α的值太小,则在计

算Ψ(X)时会由于有效数字的截断而产生较大的误差.从经

验的角度来说,α的值接近１比较好.特别地,在后面的数值

实验中,对于较大的网络,取α＝log(３)≈１．０９８６１２(μ＝３)来
计算Ψ(X),所有重复(d,b)ＧMCV都被成功找到.

６　提出的(d,b)ＧMCV算法

数学中类似的现有文献[８Ｇ１２]假定已知网络所有的极小

路,事实上,目前已经有许多高效的极小路搜索算法,譬如Bai
等[２０]提出的算法.对于给定的性能水平d和费用约束b,根
据前面得到的理论结果,下面给出求解所有(d,b)ＧMCV的算

法,算法的具体步骤如算法１所示.

算法１　
输入:多状态网络模型 G(V,E,U,C)、性能水平d、费用约束b
输出:费用约束下的极小容量向量(d,b)ＧMCV

Step１　计算 Mj＝min{Ui|ei ∑
ei∈Pj

CiPj},Wj＝ ∑
ei∈Pj

Ci(１ ≤j≤ p)和

LCi＝max{０,dＧF(W(０i))}(１≤i≤ m);

Step２　利用改进的快速枚举法求解满足条件(７)Ｇ(１０)的可行流向

量,然后根据关系式(１１)把可行流向量转换为候选(d,b)Ｇ

MCV,假设X１,X２,􀆺,Xσ是所有的候选(d,b)ＧMCV;

Step３　利用有向圈验证法验证每个 Xj(１ ≤j≤ σ)是否是(d,b)Ｇ

MCV;

Step４　计算每个(d,b)ＧMCV 的多项式值,利用快速排序算法识别并

删去重复(d,b)ＧMCV.

下面分析算法的时间复杂度,计算 Mj和Wj需要 O(mp)

时间,计算LCi需要 O(m２nlogn)时间,因为p＝O(２m),所以

步骤１的时间复杂度为 O(mp)＋O(m２nlogn)＝O(mp).求

解满足条件(７)－(１０)的所有可行流向量需要花费 O(∏
λ

i＝１
qk)

时间,把 每 个 可 行 流 向 量 转 换 为 候 选 (d,b)ＧMCV 需 要

O(mpδ)时间,其中δ代表可行流向量的数量,则步骤２得到

的时间复杂度为 O(mpδ).验证有向圈需要 O(n)时间,因此

步骤３ 的 时 间 复 杂 度 为 O(nδ).如 前 分 析,步 骤 ４ 需 要

O(σlogσ)时间删去重复(d,b)ＧMCV,其中σ是所有(d,b)Ｇ
MCV的数量.对于一般的连通网络,关系式 O(n)≤O(m)＜
O(p),且σ≤δ成立.所以,算法总的时间复杂度为O(np)＋
O(mp)＋O(mpδ)＋O(nη)＋O(σlogσ)＝O(mpδ),其中δ是

满足条件(７)－(１０)的所有可行流向量的数量.

７　算例与数值实验

７．１　算例

本节首先通过一个简单的算例来展示算法的求解过程,

然后通过数值实验检验算法的效率.图２是多数文献[８Ｇ１２]都

采用的算例网络,该网络有４个点,５条边,４条极小路:P１＝
{e１,e２},P２＝{e１,e３,e５},P３＝{e４,e５},P４＝{e４,e３,e２},网络

中各条边的容量信息如表１所列.

图２　算例网络

Fig．２　Examplenetwork

２１１２００２５９Ｇ４

ComputerScience 计算机科学 Vol．４９,No．１１A,Nov．２０２２



表１　图２中各条边的容量数据

Table１　CapacitydataforeachedgeinFig．２

Edges
Capacityprobabilitydistribution

０ １ ２ ３
Unitcost

e１ ０．０１２ ０．０３３ ０．１２５ ０．８３０ ３
e２ ０．０１５ ０．０５６ ０．９２９ － １
e３ ０．１１０ ０．８９０ － － １
e４ ０．０１３ ０．０４９ ０．９３８ － １
e５ ０．０１６ ０．０３５ ０．９４９ － ３

下面计算网络能够把３单位的流量从源点s输送到汇点

t,且总的传输费用成本不超过１４的概率,即网络可靠性为

Rel(３,１４)(d＝３,b＝１４).首先用提出的算法求解所有的(３,

１４)ＧMCV,然后利用式(１)计算Rel(３,１４).(３,１４)ＧMCV 的求

解过程如下:

Step１　根据表 １中的容量数据易得 M１ ＝２,M２ ＝１,

M３＝２,M４＝１,W１＝４,W２＝７,W３＝４,W４＝３,LC１＝max{０,

dＧF(W(０１))}＝max{０,１}＝１,类似地,可得LC２＝１,LC３＝
０,LC４＝０,LC５＝１.

Step２　利用改进快速枚举法求解满足如下条件的可行

流向量F＝(F１,F２,F３,F４):

F１＋F２＋F３＋F４＝３ (４０)

４F１＋７F２＋４F３＋３F４≤１４ (４１)

０≤F１≤２ (４２)

０≤F２≤１ (４３)

０≤F３≤２ (４４)

０≤F４≤１ (４５)

１≤F１＋F２≤３ (４６)

１≤F１＋F４≤２ (４７)

０≤F２＋F４≤１ (４８)

０≤F３＋F４≤２ (４９)

１≤F２＋F３≤２ (５０)

则得到３个可行流向量F１＝(１,０,２,０),F２＝(１,０,１,

１),F３＝(２,０,１,０).将每个可行流向量转换为候选(３,１４)Ｇ
MCV:F１→ X１＝(１,１,０,２,２),F２→ X２＝(１,２,１,２,１),F３→
X３＝(２,２,０,１,１);

Step３　利用有向圈验证法验证可得 X１是(３,１４)ＧMCV,

类似可得,X２和X３也是(３,１４)ＧMCV;

Step４　Ψ(X１)＝１５３．０８６,Ψ(X２)＝１０８．５９５,Ψ(X３)＝
８２．１２０(这里的网络很小,直接令α为自然常数e);用快速排

序算法容易得到没有重复值,因此X１＝(１,１,０,２,２),X２＝
(１,２,１,２,１),X３＝(２,２,０,１,１)是不重复的(３,１４)ＧMCV.

即X１＝(１,１,０,２,２),X２＝(１,２,１,２,１),X３＝(２,２,０,１,

１)是网络所有的(３,１４)ＧMCV,根据式(１)可得到Rel(３,１４)＝
０．９３９０８７,即网络能够把３单位的需求流量从源点s输送到

汇点t,且总的传输费用不超过１４的概率为０．９３９０８７.

７．２　数值实验

下面通过数值实验进一步检验算法的计算效率.如前所

述,目前,ForghaniＧelahabad等[１２]提出的算法被认为是最高

效的算法,因此,下面的数值实验将把本文提出的算法与文献

[１２]中的算法进行比较,以此检验算法的计算效率.我们注

意到求解(d,b)ＧMCV 本身是 NP难问题,这意味着求解(d,

b)ＧMCV所花的时间会随着网络规模的增大呈指数增加.基

于此,和现有文献一样,本文采用中等规模的网络开展数值实

验,该网络如图３所示.

图３　数值实验网络

Fig．３　Numericalexperimentalnetwork

在数值实验中,假定网络每条边的最大容量为７,即Ui＝
７(１≤i≤１８),通过每条边的单位流费用为３,即Ci＝３(１≤
i≤１８).两种算法都采用 MATLAB２００９编程实现,且运行

的硬件环境为Intel(R)Core(TM)i７Ｇ９７００３．０GHzCPU,

１６GBRAM.为了更清楚地展示两种算法的求解效率,我们

针对多种不同容量性能水平d和费用约束b的组合进行了计

算,结果如表２所列.

表２　两种算法的计算结果

Table２　Calculationresultsoftwoalgorithms

MaxＧcapacity
Unitcost

(d,b)ＧMCV
Thenumberofduplicate

(d,b)ＧMCVs
ThenumberofnonＧduplicate

(d,b)ＧMCVs
TFK T

Ui＝７
Ci＝３

(１≤i≤１８)

(７,１４９)ＧMCV １０１６２ ７５３６ １５．３４５ １３．５４１
(８,１６５)ＧMCV ２０５９５ ７８７５ ４１．３７６ ３６．５７２
(９,１７２)ＧMCV ３３１３０ ７０４０ ６９．０５９ ６０．９４６
(１０,１８９)ＧMCV ４４９５０ ６０８４ １４６．４８４ １１２．１６０
(１１,２０１)ＧMCV ４９５４０ ４５０８ ２６０．２９５ １４９．７９１
(１２,２１５)ＧMCV ３９２７２ ２８０２ ５１８．０４２ １７２．３５５

　　在计算结果中,我们感兴趣的包括重复(d,b)ＧMCV的数

量、非重复(d,b)ＧMCV 的数量、文献[１２]算法的运行时间

TFK 以及本文提出的算法的运行时间T(时间单位为s).根

据表２的结果可以看出:
(１)本文提出的算法的求解效率高于文献[１２]算法的求解

效率,对于求解不同类型的(d,b)ＧMCV和两种算法的求解效

率的差别也不同.譬如,在求解(７,１４９)ＧMCV和(８,１６５)ＧMCV
时,两种算法的求解效率的差别较小,而在求解(１１,２０１)ＧMCV

和(１２,２１５)ＧMCV时,两种算法的求解效率的差别比较明显;
特别地,文献[１２]的算法求出所有的(１１,２０１)ＧMCV 和(１２,

２１５)ＧMCV所花费的时间分别为２６０．２９５s和５１８．０４２s,但本文

算法所消耗的时间分别为１４９．７９１s和１７２．３５５s,大约分别为

文献[１２]的算法所需运行时间的１/２和１/３.
(２)无论求解哪种类型的(d,b)ＧMCV,计算结果中都出

现了大量的重复(d,b)ＧMCV,并且其数量超过了非重复(d,

b)ＧMCV的数量,这充分说明识别并删去重复(d,b)ＧMCV 是
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一项必不可少的工作.而本文提出的(d,b)ＧMCV 去重方法

既容易实现,同时又具有更高的效率,可以在很大程度上帮助

解决重复(d,b)ＧMCV问题.特别的,(１２,２１５)ＧMCV 搜索过

程中重复(d,b)ＧMCV 的数量为３９２７２个.
数值结果表明,本文算法相比于ForghaniＧelahabad等[１２]

提出的算法具有明显的效率优势.为了更进一步地比较d或

b分别改变对计算结果的影响,我们固定d＝１１,令b从１８０
依次增加１０,直到２３０,又固定b＝１９６,令d从７依次增加到

１２,分别针对不同情形.计算出(d,b)ＧMCV 的结果,以及两

种算法的运行时间,输出的结果如表３、表４所列.根据表３

和表４,我们可得出如下结论:
(１)当性能水平d＝１１固定,预算费用b不断增加时,重

复(d,b)ＧMCV和非重复(d,b)ＧMCV的数量都相应地不断增

加;当预算费用b＝１９６固定,性能水平d 不断增加时,重复

(d,b)ＧMCV的数量先增加后减少,而非重复(d,b)ＧMCV 的

数量则不断减少.
(２)当性能水平d固定或预算费用b固定,相应地,两种

算法在求解(d,b)ＧMCV时的运行时间都随着b或d 的增加

而增加.但本文的算法的求解效率仍然高于文献[１２]的算法

的求解效率.

表３　固定d、改变b的计算结果

Table３　Calculationresultsbyfixingdandchangingb

MaxＧcapacity
Unitcost

(d,b)ＧMCV
Thenumberofduplicate

(d,b)ＧMCVs
ThenumberofnonＧduplicate

(d,b)ＧMCVs
TFK T

Ui＝７
Ci＝３

(１≤i≤１８)

(１１,１８０)ＧMCV ２４１８ １３１４ １８４．８８６ ８６．９０８
(１１,１９０)ＧMCV ２１４３２ ３６１２ １９８．７０７ ９７．８３１
(１１,２００)ＧMCV ４９４５０ ４４５４ ２５５．０８２ １４３．２９８
(１１,２１０)ＧMCV ４９６９０ ４５８６ ３１４．２３３ １７５．１４７
(１１,２２０)ＧMCV ４９７２０ ４６０８ ３９６．１０７ ２１２．９６１
(１１,２３０)ＧMCV ４９７２０ ４６１６ ４９７．３８０ ２５９．１２６

表４　改变d、固定b的计算结果

Table４　Calculationresultsbychangingdandfixingb

MaxＧcapacity
Unitcost

(d,b)ＧMCV
Thenumberofduplicate

(d,b)ＧMCVs
ThenumberofnonＧduplicate

(d,b)ＧMCVs
TFK T

Ui＝７
Ci＝３

(１≤i≤１８)

(７,１９６)ＧMCV １０３１２ ８７３２ ３０．３４０ ２６．３０７
(８,１９６)ＧMCV ２０９０５ ８４５１ ７８．７１７ ６５．２１４
(９,１９６)ＧMCV ３３９２２ ７５９４ １３６．０３５ １０９．１４４
(１０,１９６)ＧMCV ４５１６６ ６１９０ １７２．０３９ １２７．８６８
(１１,１９６)ＧMCV ４３０９８ ４３１４ ２３１．９８８ １２８．４２９
(１２,１９６)ＧMCV １５６２ ７９５ ４６６．１６９ １３６．６２９

　　综上,本文提出的算法在求解(d,b)ＧMCV方面具有更高

的效率,为费用约束下的多状态网络可靠性评估提供了一种

更有效的方法.

结束语　可靠性和费用是衡量网络服务质量的两个核心

指标.针对费用约束下的多状态网络可靠性评估问题,本文

提出了更高效的(d,b)ＧMCV求解方法.首先,利用容量下限

的概念,本文建立了(d,b)ＧMCV的改进数学模型;其次,本文

提出并建立了(d,b)ＧMCV与实数之间的一一映射关系,基于

此关系,重复(d,b)ＧMCV可以通过常用的排序算法进行快速

识别.为了检验提出的算法的性能,通过数值实验将其和现

有算法进行了比较,结果表明,本文提出的(d,b)ＧMCV 方法

拥有更好的计算效率.

传输时间也是度量网络服务效率的核心指标,因此,下一

步研究有必要引入时间约束指标,即同时考虑费用和时间约

束构建网络可靠性指标,并提出评估方法,这将有助于从多维

的角度对网络的服务质量进行评估,从而得出更全面的分析

结果.

参 考 文 献

[１] AVENT．Thereliabilityscience:itsfoundationandlinktorisk

scienceandothersciences[J]．ReliabilityEngineering&System

Safety,２０２１:１０７８６３．
[２] WANG H G,DONG RS,QIANJY．An MDDalgorithmfor

computingthereliabilityofnodeunreliablenetworks[J]．ComＧ

puterScience,２０１６,４３(１):１５４Ｇ１５８．

[３] NIUYF,HEC,FUDQ．ReliabilityassessmentofamultiＧstate

distributionnetworkundercostandspoilageconsiderations[J]．

AnnalsofOperationsResearch,２０２１,３０９(１):１８９Ｇ２０８．
[４] JANECC,LAIH Y W．EvaluatingcostandreliabilityintegratＧ

edperformanceofstochasticlogisticssystems[J]．NavalReＧ

searchLogistics,２０１２,５９:５７７Ｇ５８６．
[５] ZIOE．SomechallengesandopportunitiesinreliabilityengineeＧ

ring[J]．IEEETransactionsonReliability,２０１６,６５(４):１７６９Ｇ

１７８２．
[６] LIN YK．SystemreliabilityevaluationforamultiＧstatesupply

chainnetworkwithfailurenodesusingminimalpaths[J]．IEEE

TransactionsonReliability,２００９,５８(１):３４Ｇ４０．
[７] NIUYF,GAOZY,LAM W H K．Evaluatingthereliabilityof

astochasticdistributionnetworkintermsofminimalcuts[J]．

TransportationResearchPartE,２０１７,１００:７５Ｇ９７．
[８] NIUYF,LAM W HK,GAOZY．AnefficientalgorithmforeＧ

valuatinglogisticsnetworkreliabilitysubjecttodistributioncost
[J]．TransportationResearchPartE,２０１４,６７:１７５Ｇ１８９．

[９] LINJS．ReliabilityevaluationofcapacitatedＧflownetworkswith

budgetconstraints[J]．IIE Transactions,１９９８,３０(１２):１１７５Ｇ

１１８０．
[１０]LINYK．ReliabilityofastochasticＧflownetworkwithunreliaＧ

blebranches & nodesunderbudgetconstraints [J]．IEEE

TransactionsonReliability,２００４,５３(３):３８１Ｇ３８７．
[１１]YEH W C．Anewapproachtoevaluatereliabilityofmultistate

networksunderthecostconstraint[J]．Omega,２００５,３３(３):

２０３Ｇ２０９．

２１１２００２５９Ｇ６

ComputerScience 计算机科学 Vol．４９,No．１１A,Nov．２０２２



[１２]FORGHANIＧELAHABAD M,KAGAN N．ReliabilityevaluaＧ

tionofastochasticＧflownetworkintermsofminimalpathswith

budgetconstraint[J]．IISETransactions,２０１９,５１(５):５４７Ｇ５５８．
[１３]XU XZ,NIU YF,SONG YF．Computingthereliabilityofa

stochasticdistribution network subjectto budgetconstraint
[J]．Reliability Engineering & System Safety,２０２１,２１６:

１０７９４７．
[１４]BAIGH,ZUOMJ,TIANZG．OrderingheuristicsforreliabiliＧ

tyevaluationofmultiＧstatenetworks[J]．IEEETransactionson

Reliability,２０１５,６４(３):１０１５Ｇ１０２３．
[１５]BAIG H,TIANZ,ZUO MJ．ReliabilityevaluationofmultiＧ

statenetworks:AnimprovedalgorithmusingstateＧspacedecomＧ

positionandexperimentalcomparison [J]．IISE Transactions,

２０１８,５０(５):４０７Ｇ４１８．
[１６]LIUT,BAIGH,TAOJY,etal．AnimprovedboundingalgoＧ

rithmforapproximatingmultiＧstatenetworkreliabilitybasedon

stateＧspacedecomposition method [J]．ReliabilityEngineering &

SystemSafety,２０２１,２１０:１０７５００．
[１７]CHENSG,LINYK．SearchingfordＧMPswithfastenumeraＧ

tion[J]．JournalofComputationalScience,２０１６,１７:１３９Ｇ１４７．
[１８]LAMALEM Y,HOUSNIK．Animprovedalgorithmtosearch

alldＧMPsforamultiＧstatesystems[C]∥IEEE２ndInternaＧ

tionalConference on Electronics,Control,Optimization and
ComputerScience．IEEE,２０２０:１Ｇ６．

[１９]SIEGELCL．TranscendentalNumbers [M]．Harbin:Harbin
InstituteofTechnologyPress,２０１１．

[２０]BAIG,TIANZ,ZUO MJ．Animprovedalgorithmforfinding
allminimalpathsinanetwork [J]．ReliabilityEngineering &
SystemSafety,２０１６,１５０:１Ｇ１０．

XUXiuＧzhen,bornin１９８１,Ph．D,assisＧ
tantprofessor．HermainresearchinteＧ
restsincludenetworkreliabilityandloＧ
gisticsmanagement．

NIUYiＧfeng,bornin１９８１,Ph．D,assoＧ
ciateprofessor,mastersupervisor．His
mainresearchinterestsincludenetwork
reliabilityandtransportation network
analysis．

２１１２００２５９Ｇ７

徐秀珍,等:费用约束下的多状态网络可靠性评估方法


