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摘　要　资源受限项目调度问题是最具代表性的一类项目调度问题,是很多实际调度问题的抽象表示,属于 NPＧhard问题,对

于大规模问题难以求得全局最优解.文中提出了问题的整数规划模型,通过将模型分解为约束主问题和子问题设计了求解线

性松弛模型的列生成方法,然后通过分支定价寻找问题的整数解.在求解过程中引入松弛变量解决模型伪不可解的问题,设计

了剪支策略和分支策略,并根据不同情况提出了两种缩小解空间的方法.在PSPLIB基准数据集上,对于有３０个工序的问题,

所提算法在１０m 内能够求出４８０个问题中的３０１个问题的当前最优解;对于有６０个工序的问题,在２０m 内能够求出４８０个问

题中的２６９个问题的当前最优解;对于有９０个工序的问题,在３０m 内能够求出４８０个问题中的２６３个问题的当前最优解.同

时,算法使用缩小解空间策略后,超时算例的个数明显减少,优化初始解的性能得到明显提升.以上实验结果表明,所提算法具

有较好的求解能力.
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Abstract　ResourceＧconstrainedprojectschedulingproblem(RCPSP)isthemostrepresentativeschedulingproblem,whichisan

abstractrepresentationofmanypracticalschedulingproblems．ItbelongstotheNPＧhardproblemandisdifficulttoobtainthe

globaloptimalsolutionforlargeＧscaleproblems．Inthispaper,anintegerprogrammingmodelisproposed．Bydecomposingthe

modelintoaconstrainedmasterproblemandsomesubproblems,acolumngenerationmethodisdesignedforthesolvingofthe

linearrelaxationmodel,andthentheintegersolutionoftheproblemisfoundthroughbranch&price．Intheprocessofsolving,

relaxationvariablesareintroducedtosolvethepseudoinfeasibilityofthemodel．Furthermore,pruningstrategy,branchstrategy,

andtwomethodsforreducingthesolutionspaceaccordingtodifferentsituationsaredesigned．OnthePSPLIBdataset,forthe

problemswith３０processes,thecurrentoptimalsolutionscanbeobtainedin１０minutesfor３０１outof４８０instances．Forthe

problemswith６０processes,thecurrentoptimalsolutionscanbeobtainedin２０minutesfor２６９outof４８０instances．Forthe

problemwith９０processes,thecurrentoptimalsolutionscanbeobtainedin３０minutesfor２６３outof４８０instances．Atthesame

time,byusingthestrategiesofreducingthesolutionspace,thenumberoftimeoutinstancesdecreasessignificantly,andtheperＧ

formanceoftheoptimizedinitialsolutionissignificantlyimproved．ExperimentalresultsshowthattheproposedalgorithmisefＧ

fective．

Keywords　RCPSP,Integerprogramming,Columngeneration,Branch&Price,Pseudoinfeasibility
　

１　引言

资源受限项目调度问 题 (ResourceＧConstrainedProject
SchedulingProblem,RCPSP)是最具代表性的一类项目调度

问题,已被证明是 NPＧhard问题[１].RCPSP是很多实际调度

问题的抽象表示[２],其调度目标通常是最小化总完工时间.

目前国内外求解RCPSP的思路主要有启发式算法、元启

发式算法和精确算法３种.

启发式算法指为问题设计一系列的优先规则并根据规则

进行调度,可分为串行调度与并行调度两种机制.常用的优

先规则有最多紧后工序(MaxTotalSuccessors,MST)、最迟

开始时间(LatestStartTime,LST)和最迟完成时间(Latest
FinishTime,LFT)等[３].Kolisch等[４]介绍了串行进度生成

机制与并行进度生成机制,并比较了在串行进度生成机制下



几种最经典的优先规则的求解效果.Browing等[５]以资源的

冲突和分布程度、项目的复杂程度、项目的延迟程度为目标,

在１２３２０ 个 测 试 用 例 上 测 试 了 ２０ 种 优 先 规 则 的 效 果;

Türkakn等[６]在 RCPSP经典数据集 PSPLIB上测试了１７种

优先规则在串行与并行两种机制下的求解效果,为了更好地

探究不同优先规则的求解能力,根据工序总数、资源总数、资
源供应情况等组合生成了不同规模的数据集并测试.启发式

算法能够在较短的时间内得到一个解,但解的质量通常较差.

元启发式算法是在启发式算法的基础上结合仿生学的知

识进行群体寻优,常见的有蚁群算法[７Ｇ８]、遗传算法[９]、模拟退

火算法[１０Ｇ１１]、禁忌搜索算法[１２]等,通常对工序序列进行编码.

Tofighian等[７]发现蚁群算法在求解 RCPSP中性能普遍较

优.Savitri等[８]总结了蚁群算法求解 RCPSP的流程,并分析

了算法参数对求解效果的影响.Jia等[９]使用串行进度生成

机制将序列转化为调度方案,通过遗传算法不断优化工序序

列.Boctor[１０]首先提出使用模拟退火算法求解 RCPSP,从不

同的初始解出发搜索不同方向,根据接受概率判断当前解是

否被接受.Pan等[１１]使用优先规则 MINSLK生成初始解,结

合模拟退火算法和邻域搜索求解 RCPSP.Omer[１２]使用并行

进度生成机制将序列转化为调度方案,通过交换序列中两个

工序的位置获得新解,建立禁忌表来禁止某些工序的交换.

不同 的 元 启 发 式 算 法 也 可 以 结 合 使 用,Pellerin 等[１３]在

PSPLIB上测试了不同结合方法的性能并归纳了表现较优的

结合策略.Golab等[１４]归纳了元启发式算法在 RCPSP领域

的研究,并比较了５种算法的求解性能.元启发式算法进行

群体寻优,因此在寻找较优解的过程中更具导向性,求解效果

更好.但由于过程较复杂,其求解时间远多于启发式算法.

启发式算法与元启发式算法都无法确保得到最优解.为

了保证求得全局最优解,必须采用精确算法.精确算法指为

问题建立数学模型,直接求解该数学模型,其中分支定界

(Branch&Bound)、动态规划、整数规划是求解 RCPSP的经典

方法.Patterson[１５]提出了基于紧前关系的分支定界法,RosＧ

tami等[１６]提出通过构造上界改进剪支策略.精确算法虽然

能够求得全局最优解,但由于计算复杂度过高,仅适用于小规

模问题,无法求解大规模问题.

列生成方法是求解大规模 RCPSP问题的有效方法.目

前该方法针对 RCPSP的研究较少,且在现有工作中,为了方

便对 RCPSP建模,通常会放松部分约束,导致实际上无法保

证取得全局最优解.其中,Mingozzi等[１７]放松了不可抢占约

束与部分偏序约束,给出了 RCPSP的线性规划形式.BrucＧ

ker等[１８]在此基础上对线性规划模型做了改动,使其能够使

用列生成求解,并结合约束传播构造总完工时间T 的下界,

虽然其通过确定每个工序的时间窗进一步加强了偏序约束,

但该下界仍有可能不满足不可抢占约束与偏序约束.Damay
等[１９]在放松不可抢占约束与偏序约束的条件下重构了线性

规划模型,使用列生成求解模型,期望找出能够并发执行的工

序的最优组合,之后再对得到的解进行修正,使其满足所有约

束.Wang等[２０]使用列生成求解需要在处理机上执行工序的

RCPSP,在子问题中求解出单个处理机的方案,在主问题中

组合这些方案以获得最优总方案,其采用了启发式方法将

决策变量由连续转为整数.RCPSP 的总体研究现状如图 １
所示.

图１　RCPSP的研究现状

Fig．１　ResearchstatusofRCPSP

本文提出了一种基于分支定价的精确算法,为RCPSP建

立列生成主问题与子问题模型,并解决了求解过程中出现的

伪不可解问题.在求解过程中不断缩小解空间并使用剪支、

分支等策略,最终能够在满足资源约束、偏序约束和不可中断

约束的条件下求得全局最优解.

２　RCPSP定义

可更新资源集合R＝{k|k＝１,,K},定义Rk表示第k
种资源的总量.

工序集合J＝{i|i＝１,,N},定义si表示工序i的开始

时间,ci表示工序i的结束时间,pi表示执行工序i所需要的

时间,rik表示工序i对第k种资源的需求量.Pi为工序i的前

序工序集,工序i必须等待其前序工序集中的所有工序完成

之后才能开始.本问题中的工序皆为不可中断工序,即工序

一经执行,在其完成之前不允许被中断.

记时间标号t∈[０,T).设t时刻正在执行的工序集为

A(t),则工序i对第k 种资源的需求量rik(t)的取值如式(１)
所示;t时刻所有工序对第k种资源的需求总量rk(t)如式(２)

所示,则 RCPSP的数学模型如式(３)－式(６)所示:

rik(t)＝
rik,i∈A(t)

０, i∉A(t){ (１)

rk(t)＝∑
N

i＝１
rik(t) (２)

minmax{ci,∀i∈J} (３)

s．t．si＋pi＝ci,∀i∈J (４)

cj≤si,∀i∈J,∀j∈Pi (５)

rk(t)≤Rk,∀t∈[０,T) (６)

其中,式(３)表示目标函数为最小化总完工时间;式(４)表示需

要为工序分配足够的执行时间,且执行不能被中断;式(５)表
示工序的偏序约束;式(６)表示工序的资源约束.

图２所示为一个简单的调度算例,每个节点表示一个工

序,节点间的箭头表示偏序约束.

图２　资源受限项目调度问题示例

Fig．２　ExampleofRCPSP

５７２张宇哲,等:求解资源受限项目调度问题的分支定价算法



最优调度方案下资源１和２的消耗情况分别如图３和

图４所示.可以看出,在满足资源约束与偏序约束的条件下,

总完工时间为８.

图３　１类型资源消耗情况

Fig．３　Type１resourceconsumption

图４　２类型资源消耗情况

Fig．４　Type２resourceconsumption

３　列生成求解

直接对大规模问题建立完整的整数规划模型时,模型中

的决策变量会非常多,导致难以求解.实际上只有小部分决

策变量会出现在最优解中,大部分决策变量是“无用”的,不会

出现在最优解中,也不必出现在模型中.因此可以先建立一

个可行的、不完整的模型,称之为“限制主问题”,然后通过

求解子问题寻找“有用”的决策变量并加入主问题中,直至

主问题达到最优.相比完整模型,通过列生成方法得到的

最终模型的 复 杂 度 会 大 幅 降 低,因 此 求 解 时 间 也 会 大 大

缩短.

３．１　列生成问题建模

问题目标函数为最小化总完工时间.为了更好地表示该

目标,在原 RCPSP定义的基础上加上首尾虚工序.虚工序执

行所需时间为０且不消耗任何资源,仅作为开始和结束的标

志.整个调度方案的开始时间为开始虚工序的开始时间,结

束时间为结束虚工序的完成时间.为图２所示算例添加首尾

虚工序后的问题示例如图５所示.

图５　为图２所示算例增加虚工序后的问题示例

Fig．５　Instanceafteraddingdummyprocessestotheinstance

inFig．２

在上述符号的基础上,主问题模型中所使用的符号如

表１所列.

表１　主问题符号

Table１　Symbolsofthemasterproblem

参数名称 含义

xij
决策变量,工序i的第j个方案是否被选中,１表

示被选中,０表示未被选中

atij
工序i的第j个方案在t时刻是否在执行,１表

示在执行,０表示未执行

sij 工序i的第j个方案的开始时间

cij 工序i的第j个方案的结束时间

T 时间轴最大值,初始化为初始解的总完工时间

P 偏序对集合,(i,j)表示i是j的前序工序

建立主问题模型如下:

min∑
j
c(N＋１)jx(N＋１)j (７)

s．t．∑
j
xij＝１,∀i∈J (８)

∑
i

∑
j
at

ijrikxij≤Rk,∀t∈[０,T],∀k∈R (９)

∑
i１

　∑
j
ci１jxi１j－∑

i２

∑
j
si２jxi２j≤０,∀(i１,i２)∈P (１０)

xij∈{０,１} (１１)

式(７)表示目标函数为最小化总完工时间,即结束虚工序

的完成时间;式(８)表示对于任一工序只能选择一个执行方

案,该约束有 N＋１行(含两个虚工序);式(９)表示在任一时

刻正在执行的所有工序对每种资源的需求总量不能超过资源

总量,该约束有 K×T 行;式(１０)表示偏序约束,处于偏序对

中前序位置的工序的完成时间应不大于处于后序位置的工序

的开始时间,该约束有|P|行;式(１１)表示决策变量xij为０~１
的变量,若选中工序i的第j个决策方案则值为１,否则为０,

模型为整数规划.

列生成算法需要获得每行约束的对偶变量,为了求得这

些对偶变量,将xij松弛为连续变量,模型变为线性规划,称为

“松弛限制主问题”,即式(１１)变为式(１２).

０≤xij≤１ (１２)

对于工序i的一个执行方案j,其约束系数在式(８)所示

行中第i行为１,其余为０;在式(９)所示行中,由于工序不可

中断,因此从sij 到cij 为连续的rik,其余为 ０,重复 K 次;在

式(１０)所示行中处于前序位置时为cij,处于后序位置时为

－sij.决策变量xij的约束系数在约束矩阵中所对应的一列如

图６所示.

图６　xij的约束系数在约束矩阵中所对应的一列

Fig．６　Columncorrespondingtoconstraintcoefficientofxij

inconstraintmatrix

在上述符号的基础上,子问题模型使用到的符号如表２
所列.根据最优化理论,对于工序i的一个开始时间yi,其子

问题目标函数如式(１３)所示:

maxαi＋∑
K

k＝１
　 ∑

yi＋pi

t＝yi
rikβkt＋∑

|P|

p＝０
wpγp (１３)

其中,若i在第p 个偏序对中为前序,则wp为yi＋pi;若i在

第p 个偏序对中为后序,则wp为－yi;否则为０.求解时遍历

[０,T),找到能最大化子问题目标函数的开始时间yi∈[０,

６７２ ComputerScience 计算机科学 Vol．４９,No．１２,Dec．２０２２



T).所求得的方案自动满足工序不可中断约束,而偏序约束

和资源约束则在主问题中满足.若目标函数最大值小于或等

于０,那么工序i无论从什么时间开始都不能改进当前主问

题,否则得到工序i的一个新的开始时间yi,即工序i的一个

新的执行方案.

表２　子问题符号

Table２　SymbolsofthesubＧproblem

参数名称 含义

yi 决策变量,表示第i个工序执行的开始时间

αi 式(８)的对偶变量,i＝１,,J
βkt 式(９)的对偶变量,对应于t时刻关于资源k 的约束

γp 式(１０)的对偶变量,对应于偏序约束p∈P
wp γp在目标函数中的系数,即式(１０)中的约束系数

初始时使用３．２节所述策略构造初始解,使用初始解构

建松弛限制主问题.每次求解当前主问题,得到每行约束的

对偶变量,构建每个工序的子问题.

求解每个工序的子问题,若所有工序子问题的最优值均

小于或等于０,那么当前主问题已是最优松弛主问题,停止算

法;否则根据子问题最优值最大的解构造一个新工序的执行

方案并添加到主问题中(添加一个决策变量与对应的一列约

束系数).该方案有望使主问题的目标函数值下降最多从而

改进主问题.算法流程如图７所示.

图７　列生成求解 RCPSP流程图

Fig．７　FlowchartofsolvingRCPSPwithcolumngeneration

algorithm

３．２　构建初始解

初始解采用随机生成方式与启发式算法中的串行进度生

成机制生成,启发式规则为最早开始时间(EST)与最多紧后

工序(MTS)[３].

调度环境中的工序分为已调度工序集FS、所有前序工序

已经处于FS的工序集CS 以及未调度工序集NS.工序i∈

CS的最早可开始时间为 max{max
j∈Pi

　cj,满足资源约束的最早

开始时间}.

每次从CS中选出一个工序,计算其最早开始时间,并令

其从此时刻开始.之后更新资源使用情况与３个集合.重复

选工序的过程,直至选出所有工序.对于 EST,每次从 CS中

选择具有最早可开始时间的工序;对于 MTS,每次从CS中选

择紧后工序数最多的工序;对于随机生成方式,每次从 CS中

随机选择一个工序.

生成初始解时,按随机方式运行５次,EST和 MTS各运

行１次,取总完工时间最小的结果作为初始解.

４　分支定价求解

４．１　分支定价主问题重建模

由于对决策变量进行了松弛,即经过第３节得到的是松

弛最优主问题,因此求得的最优解中可能存在小数,这显然是

不可行的.此时可以采用分支定价法逐步确定每个非整数变

量的整数取值.

分支定界算法的思想是根据问题特点设计分支策略,分

解原问题可行域,在各子域内求解松弛问题,通过逐渐缩小解

的上下界来获得最优整数解.其与列生成结合被称为分支定

价,每次分支后对当前节点重新进行列生成,优化主问题.

松弛最优解中的某个小数决策变量xij在最优整数解中

要么等于１,要么等于０.因此从一个小数解可以分出两支:

xij＝１与xij＝０.此时对偶变量会随之改变,主问题可能已经

不是最优,需要再使用列生成改进主问题,直至主问题重新到

达最优.

进行分支定价时,按照３．２节生成初始解,由初始解构成

松弛限制主问题作为根节点.从根节点出发,首先使用列生

成求解本节点得到松弛最优解;其次按照４．２节所述分支策

略从节点选择一个非整数决策变量xij进行分支,所得的两个

新模型作为两个子节点,求解子节点并按照４．３节所述剪支

策略进行剪支;然后按照４．４节所述遍历策略遍历节点,直至

遍历完整个二叉树.分支定价搜索过程如图８所示,其中上

界初始化为初始解的总完工时间.在不进行４．５节所述缩小

解空间的情况下,分支定价算法流程如图９所示.

图８　分支定价搜索过程示例

Fig．８　Exampleofsearchprocessofbranch&price
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图９　未缩小解空间的分支定价流程图

Fig．９　Flowchartofbranch&pricewithoutreducingthesolution

space

固定xij＝１后主问题可能不可行,有两种情况:

(１)真不可解.原因是该变量和其他固定为１的决策变

量发生资源冲突.

(２)伪不可解.将小数变为１后,由于约束(９)的存在会

影响其他工序决策变量的取值,使其相加后不能等于１,从而

违反式(８),也可能违反式(１０).但这并不能说明xij＝１不可

能存在于最优整数解中,因为当前主问题是不完整的.

例如,图１０所示的算例在进行某步分支时,当前主问题

中工序０,１,２,３相关变量的信息如表３所列,其中有些变量

在之前的分支中已经确定了取值为０或１,其余变量取值为

主问题取得最优解时对应的小数值.

图１０　某调度问题示例

Fig．１０　ExampleofRCPSP

表３　图１０算例主问题中变量取值

Table３　VariablesinthemasterproblemofinstanceinFig．１０

xij
开始时间,
结束时间

是否在之前的

分支中确定了取值
取值 所需资源量

x０１ ０,０ 是 １．０ ０
x１１ ０,１ 是 １．０ １
x２１ ０,２ 否 ０．５ ２
x２２ １,３ 否 ０．０ ２
x２３ ２,４ 否 ０．５ ２
x３１ ３,４ 否 １．０ １

　　若该步分支将x２１确定为１,则和之前分支时已经确定为

１的x１１产生资源冲突,因为０时刻所需的资源量之和为３,大

于资源总量２,因此x２１＝１的分支不可行,即真不可解.

若该步分支将x２３确定为１,由于其和x３１产生资源冲突,

则x３１的取值应为０,此时会违反式(８)中关于工序３的约束

(每个工序必须选一个执行方案),因此x２３＝１的分支不可行.

但因为主问题是不完整的,可能存在不在当前主问题中的工

序３的另一执行方案x３２使得模型可行,这就是伪不可解的

情况.

固定xij＝０不会导致资源冲突,但同样有可能影响其他

变量的取值,从而导致伪不可解.

为了解决伪不可解问题,向主问题模型中添加 N 个松弛

变量,第i个松弛变量xi′解决第i个工序的不可解问题.可

行解中应不包含任何松弛变量,因此需要将其在目标函数中

的系数设为一个很大的值 M.

对于式(８),松弛变量xi′在第i行的系数为１,其余为０;

对于式(９),系数均为０;对于式(１０),若工序i处在前序,则系

数为０,若处在后序,则系数为－T.如果因确定了其他工序

的决策变量为１而导致工序i原有的决策变量取值相加小于

１,那么xi′会取小数值补上,且一定满足其余约束.

添加松弛变量是必要的,可以解决模型伪不可解的问题.

我们在实验中发现求解中出现伪不可解的情况非常多,如果

不添加,基本不会对初始解有任何优化.添加松弛变量后,主

问题模型如式(１４)－式(１８)所示:

min∑
j
c(N＋１)jx(N＋１)j＋∑

N

i＝１
Mxi′ (１４)

s．t．∑
j
xij＋xi′＝１,∀i∈J (１５)

∑
i

∑
j
at

ijrikxij≤Rk,∀t∈[０,T],∀k∈R (１６)

∑
j

i１

ci１jxi１j－∑
j

i２
si２jxi２j－Tx′i２≤０,∀(i１,i２)∈P (１７)

０≤xij≤１,０≤xi′≤１ (１８)

在确定了x＝１后,除了真不可解的情况,其余情况下模

型一定可解,就能使用列生成继续优化主问题.当主问题达

到最优后,若模型实际上仍不可行,则最优解中松弛变量一定

会取到大于０的值.因此,松弛变量在主问题最优解中的取

值有以下两种情况.

(１)取值全部等于０:最优解可行.

(２)存在取值大于０:最优解不可行,但因为M 很大,此时

主问题目标函数值也会很大,会通过４．３节的剪支策略停止

对该分支的搜索.

４．２　分支策略

节点最优解中非整数决策变量可能不止一个,分支策略

决定了如何从这些非整数决策变量中选出一个进行分支.有

以下几种分支方法:选取取值最接近０．５的变量分支;选取取

值最接近１的变量分支;选取开始时间最早的变量分支;选取

完成时间最晚的变量分支.选取开始时间最晚的变量分支能

够将时间确定得最晚,从而留出较多时间给前面的工序安排

执行,更容易找到一个新的可行解,但总完工时间不会减少太

多,属于较为保守的做法.为提高求解性能,当非整数变量的

数量大于０．２N 时,选取完成时间最晚的变量分支,否则选取
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取值最接近０．５的变量分支.

４．３　剪支策略

和分支定界法相同,有些节点及其分支不可能产生最优

解,可以直接剪去,以缩减二叉树的遍历过程.设上界 T 为

当前已知的整数最优解目标值,初始化为初始解的目标值.

由最优化理论可知,对于最小化问题,在其余条件不变的情况

下增加约束会使得新问题的最优值大于或等于原问题最优

值.因此,若节点最优值不小于上界,则该节点及其分支不可

能取得更好的整数解,应当剪去.

值得注意的是,在算法求解过程中,即使节点的松弛最优

解不是整数解,但该节点主问题模型中仍有可能包含一个较

优的整数解,因此当最优解中的非整数变量的数量小于０．２N
时,可直接将问题转化为整数规划求整数最优解.若整数最

优值小于上界,则更新上界.

若节点不可行(真不可解),则该节点及其分支都不可行,

应当剪去.若节点最优解为整数解,则得到一个新的整数解,

剪去该节点并更新上界.

综上所述,剪支策略如下:

(１)当节点最优值不小于上界(包含伪不可解中模型实际

不可行的情况)时剪支;
(２)当节点不可行(真不可解)时剪支;

(３)当节点最优解非整数变量的数量小于０．２N 时,求整

数解,若整数解最优值小于上界,更新上界,不剪支;

(４)当节点最优解为整数解时,更新上界,剪支.

４．４　遍历策略

遍历分支二叉树时可以采用３种策略,分别是深度优先

(DepthFirstSearch)、广度优先(BreadthFirstSearch)和最优

下界优先(BestBoundSearch).深度优先能够较快地找到新

的上界,在后续遍历中能够根据新的界剪支,从而缩短求解时

间,适用于树的深度不大的情况.与之对应,广度优先因需要

横向遍历到最底层才能找到新的界,因此求解时间花费较大,

不适用于分支定价算法.最优下界优先指每次从所有节点中

选取松弛最优解目标值最小的节点,因为此时意味着该节点

的可行空间中更有可能得到更好的整数解.但该策略需要计

算当前所有节点的松弛最优值,时间和空间消耗都较大.本

文采用深度优先作为遍历策略.

４．５　缩小解空间

为缩短求解时间,应尽量省去无意义的分支,尽可能缩小

解空间.可从两个角度考虑:１)从当前模型中去除无效的决

策变量;２)在子问题决策变量yi的取值范围中去除无效的范

围,避免为主问题添加新的无效决策变量.

４．５．１　静态缩小解空间

实际上,在各类资源充足的假设下,工序i的最早开始时

间ri不得早于从开始虚工序到该工序的最长路径,最晚开始

时间di不得晚于TＧqi,其中qi表示从工序i到结束虚工序的最

长路径,因此可将子问题中yi的取值范围从[０,T]缩小为[ri,

di].在图５所示的算例中,r６＝５,d６＝T－２,因此对于工序

６,y６的取值范围为[５,T－２].

４．５．２　动态缩小解空间

在求解过程中,确定了某个变量xij＝１,也就确定了调度

方案中相应工序i的开始时间si,由此可以更新两种信息.

(１)更新前序工序的最晚开始时间与后序工序的最早开

始时间.前序工序最晚结束时间de＝min{de,si－pe},后序工

序最早开始时间re＝max{re,ci}.这种更新是递归进行的,包

括间接关系.在图５所示的算例中,若确定了工序２的某个

执行方案的决策变量为１,那么d１＝min{d１,s２－p１},r３＝

max{r３,c２},r４＝max{r４,r３},以此类推.如果r３没有发生改

变,那么无须计算其后序r４,r６,r７,前序同理.更新带来了两

点影响:删去了开始时间不在[re,de]中的决策变量;更新了

工序e子问题中ye的取值范围,其中e为与i存在间接关系的

工序.

(２)更新资源使用情况,即某些时刻资源的总量减少.在

图５所示的算例中,如果确定了工序２的某个执行方案的决

策变量为１,那么资源２在[s２,c２)仅剩余１个单位,而工序５
需要３个单位,因此工序５不能在[s２,c２)内执行.更新带来

了两点影响:删去了不满足资源约束的决策变量;从所有工序

的子问题中yi的取值范围中去除了不满足资源约束的时刻.

若在求解过程中得到了更短的总完工时间T,则所有工

序的可开始时间可能发生改变,即工序的di＝min{di,T－

qi}.更新带来了两点影响:对于所有工序,删去了开始时间

不在[ri,di]中的决策变量;更新了子问题中yi的取值范围.

算法整体伪代码如算法１所示.

算法１　分支定价算法

输入:算例数据,包括 R,J
输出:最优整数模型,最小总完工时间与对应的调度方案

１．初始化松弛主问题:按照３．２节生成初始解,按照４．１节构造松弛

限制主问题root;

２．初始化分支定价二叉树:上界T设为初始解的总完工时间,nodes＝
[root],best_m＝root;

３．while(true){

４．　 c_node＝nodes的末尾元素;

５．　　if(c_node被搜索过)

６．　 　　从nodes中删去c_node,continue;

７．　标记c_node被搜索过;

８．　使用列生成按照图７求解c_node;

９．　if(c_node可解且最优目标值小于 T){

１０．　if(最优解中没有小数变量)

１１．　　best_m＝c_node,T＝最优目标值;

１２．　else{

１３．　　if(最优解中小数变量的数量≤０．２N){

１４．　　　将c_node转为整数模型int_m求解;

１５．　　　if(int_m可解且最优目标值小于 T){

１６．　　　　T＝最优目标值,按照４．５．１节缩小解空间;

１７．　　　}

１９．　　}

２０．　　按照４．２节得到分支变量xij;

２１．　　将c_node分支为xij＝０的模型node_０和xij＝１的模型node_

１;

２２．　　对node_１按照４．５．２节缩小解空间;

２３．　　将node_０和node_１加入到nodes尾部;

２４．　}//endＧelse

２５．}endＧif
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２６．else//c_node无解或最优目标值大于 T

２７．　从nodes中删去c_node;

２８．}//endＧwhile

２９．输出best_m,T与对应的调度方案.

对于图２所示的算例,使用分支定价算法后最优主问题

模型中共有２４个决策变量,其中松弛变量８个,取值全部为

０,剩余变量１６个,取值如表４所列,T＝８.如果不使用本文

中的方法建模,则模型中决策变量数量为９×７＝６３个.使用

本文提出的分支定价算法建模,能够使决策变量减少到２４
个,有效缩短了求解时间,因此能够求解大规模问题.

表４　图２算例最优解中变量取值

Table４　VariablesinoptimalsolutionofinstanceinFig．２

xij 开始时间,结束时间 是否在初始解中 取值

x０１ ０,０ 是 １．０
x１１ ０,１ 是 １．０
x１２ １,２ 否 ０．０
x２１ ２,４ 是 ０．０
x２２ １,３ 否 １．０
x３１ ４,６ 是 ０．０
x３２ ３,５ 否 １．０
x４１ ６,９ 是 ０．０
x４２ ５,８ 否 １．０
x５１ ０,２ 是 ０．０
x５２ １,３ 否 ０．０
x５３ ２,４ 否 ０．０
x５４ ３,５ 否 １．０
x６１ ６,８ 是 １．０
x７１ ９,９ 是 ０．０
x７２ ８,８ 否 １．０

５　数值实验

５．１　整体求解能力

为了测试算法在不同规模数据集上的求解能力,随机生

成了不同种类的算例,其中工序个数 N 可取３０,６０,９０,１２０,

资源类别数R可取１,２,３,４,共１６种算例规模,每种规模生

成４８０个算例.M 取１０００N.算例生成方式为:除虚工序

外,工序执行时间的取值范围为[１,１０]、对资源需求量的取值

范围为[０,１０]、资源总量的取值范围为[２０,３０].初始随机阈

值es_threhold＝０．９,若随机值小于该阈值,则在[i＋１,i＋５]

中随机选择一个工序作为i的后序,每选出一个后序工序,更

新es_threhold为０．７es_threhold.

为实验设定最大求解时间,不同规模算例的最大求解时

间为２０N(s).算法在不同规模数据集上的求解结果如表５－
表８所列,其中init_T 表示初始解,best_T 表示算法得到

的最优解,优化初始解的个数表 示best_T 小 于init_T 的

个数.

表５　在工序规模为３０的数据集上的求解结果

Table５　Resultsondatasetwith３０processes

K 超时个数
优化初始解

的个数

平均求解

时间/s
RPD/％

１ ０ ４ ０．９０ ３．１１
２ ０ ８ ０．６９ ２．７８
３ ２ １１ ２．１２ ３．１０
４ ２ ２０ ４．３４ ２．３５

表６　在工序规模为６０的数据集上的求解结果

Table６　Resultsondatasetwith６０processes

K 超时个数
优化初始

解个数

平均求解

时间/s
RPD/％

１ ７ １８ １．５４ １．３８
２ １３ ３４ ９．１５ １．０７
３ １６ ４３ １２．３７ １．４０
４ １８ ７３ １９．１７ １．４４

表７　在工序规模为９０的数据集上的求解结果

Table７　Resultsondatasetwith９０processes

K 超时个数
优化初始解

个数

平均求解

时间/s
RPD/％

１ ９ ４１ ８．８４ １．０１
２ ３６ ６８ ２１．１８ ０．９６
３ ５１ ９１ ３６．５４ １．００
４ ５７ １１６ ５１．６２ ０．９２

表８　在工序规模为１２０的数据集上的求解结果

Table８　Resultsondatasetwith１２０processes

K 超时个数
优化初始解

个数

平均求解

时间/s
RPD/％

１ ２０ ６９ ２４．８１ ０．９０
２ ４７ １０８ ３２．４０ ０．６７
３ ９５ １４６ ８３．５９ ０．７１
４ １０５ １７１ １０４．８８ ０．７０

剔除超时算例后计算平均求解时间和对初始解的优化程

度 RPD,其中RPD＝[(init_T－best_T)/init_T]×１００％.

从实验结果可以看出,超时个数、平均求解时间有随 N,R 的

增加而增长的趋势,如图１１和图１２所示.

图１１　超时个数与工序数和资源类别数的关系

Fig．１１　Relationshipbetweenthenumberoftimeoutsandthe

numberofoperationsandresourcetypes

图１２　平均求解时间与工序数和资源类别数的关系

Fig．１２　Relationshipofaveragesolutiontimeandthenumberof

operationsandresourcetypes

５．２　缩小解空间的效果

为验证４．５节中缩小解空间对算法性能的影响,在上述

数据集上进行不缩小解空间的实验,其在超时个数、优化初始

解个数两个指标上的对比如图１３和图１４所示.可以看出,

缩小解空间后,超时个数明显减少,优化初始解的能力明显
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上升,说明所提出的缩小解空间方法是有效的,能够大幅提升

算法求解性能.

(a)N＝３０ (b)N＝６０

(c)N＝９０ (d)N＝１２０

图１３　缩小解空间对超时个数的影响

Fig．１３　Influenceofreducingsolutionspaceonthenumberof

timeouts

(a)N＝３０ (b)N＝６０

(c)N＝９０ (d)N＝１２０

图１４　缩小解空间对优化初始解数量的影响

Fig．１４　Influenceofreducingsolutionspaceonthenumberof

improvedinitialsolutions

１)http://www．omＧdb．wi．tum．de/psplib/getdata_sm．html

５．３　在公开数据集上和当前已知最优解对比

在公共数据集 PSPLIB的rcpsp数据集１)上求解.该数

据集工序个数包含３０,６０,９０,１２０,资源类别数固定为４,每个

规模有４８０个算例.

该数据集的约束相对于５．１节中生成的数据集更紧,因

此更难求解.网站公开了使用不同算法求得的当前最优解.

使用本文算法和当前已知最优解的对比如表９所列,其中,

optimal_T 表示算例已知最优解.可以看到,随着工序个数

的增加,超时个数和平均求解时间呈增长趋势,这和５．１节中

得出的结论是相同的.best_T＝optimal_T 表示算法得到的解

和目前已知最优解相同.除１２０个工序规模的算例外,在规

定的时间内,算法得到的最优解与大部分已知最优解相同,这

表明本文算法具有良好的求解能力.

表９　在PSPLIB数据集上的求解效果

Table９　SolutioneffectonPSPLIBdataset

工序个数

３０ ６０ ９０ １２０
超时个数 ２２０ ２２７ ２１９ ４５１

提高初始解个数 ８０ ８９ ９９ １４４
平均求解时间/s ２０．３３ ２４．２９ ２１．７９ ３５．３５

RPD/％ ３．２７ ２．７０ ２．０４ ２．７２
best_T＞optimal_T １７９ ２１１ ２１７ ４４９
best_T＝optimal_T ３０１ ２６９ ２６３ ３１

结束语　本文提出了一种基于分支定价求解 RCPSP的

精确算法,通过添加松弛变量解决了分支过程中伪不可解的

问题,并设计了分支、剪支策略与两种缩小解空间的方法以提

高求解效率.实验表明所提算法能够求得 RCPSP问题的全

局最优解,且缩小解空间的方法有效.

但是所提算法仍有提升的空间.首先,许多研究表明分

支定价算法的效率和初始解的关系明显.本文采用的初始解

生成方法是较简单的启发式方法,如果能够在较好的初始解

上开始优化,那么求解效率也会提高.其次,解空间仍可以进

一步缩小.可以和约束传播等方法相结合,在求解过程中进

一步缩小子问题解空间,减少模型中的列.在分支时需要分

支的小数变量也可能会进一步减少,从而提高算法效率.

参 考 文 献

[１] BLAZEWICZ J,LENSTRA J K,RINNOOY KAN A H G．

SchedulingSubjecttoResourceConstraints:Classificationand

Complexity[J]．Discrete Applied Mathematics,１９８３,５(１):

１１Ｇ２４．
[２] HARTMANN S,BRISKORN D．An UpdatedSurveyof VaＧ

riantsandExtensionsoftheResourceＧConstrainedProjectScheＧ

dulingProblem[J]．EuropeanJournalofOperationalResearch,

２０２２,２９７(１):１Ｇ１４．
[３] HEZ W,JIA T,XU Y．ASurveyofHeuristicsforResourceＧ

ConstrainedProjectSchedulingProblems[J]．OperationsReＧ

searchandManagementScience,２００７(３):７８Ｇ８４．
[４] KOLISCH R,HARTMANN S．Heuristic Algorithmsforthe

ResourceＧConstrainedProjectSchedulingProblem:Classification

andComputationalAnalysis[M]∥ProjectScheduling:Recent

Models,Algorithmsand Applications．Boston,MA:Springer

US,１９９８:１４８Ｇ１７８．
[５] BROWNINGTR,YASSINEAA．ResourceＧConstrainedMultiＧ

ProjectScheduling:PriorityRulePerformanceRevisited[J]．InＧ

ternationalJournalofProductionEconomics,２０１０,１２６(２):２１２Ｇ

２２８．
[６] TÜRKAKN O H,ARDITI D,MANISAL E．Comparison of

HeuristicPriorityRulesintheSolutionoftheResourceＧConＧ

１８２张宇哲,等:求解资源受限项目调度问题的分支定价算法



strainedProjectSchedulingProblem [J]．Sustainability,２０２１,

１３(７):１Ｇ１６．
[７] TOFIGHIANAA,NADERIB．ModelingandSolvingtheProＧ

jectSelectionandScheduling[J]．Computers&IndustrialEngiＧ

neering,２０１５,８３(C):３０Ｇ３８．
[８] SAVITRIN A,PUJAWANIN,SANTOSAB．ResourceＧConＧ

strainedProjectSchedulingwithAntColonyOptimizationAlgoＧ

rithm[J]．JournalofCivilEngineering,２０２０,３５(２):３４Ｇ３８．
[９] JIA L,LIU YS,SHIY,etal．SolvingResourceＧConstrained

ProjectSchedulingProblemviaGeneticAlgorithm[J]．Journal

ofComputinginCivilEngineering,２０２０,３４(２):０４０１９０５５．
[１０]BOCTOR FF．ResourceＧConstrainedProjectSchedulingbySiＧ

mulatedAnnealing[J]．InternationalJournalofProductionReＧ

search,１９９６,３４(８):２３３５Ｇ２３５１．
[１１]PANNH,HSIANGTC,CHEN W T．UsingHybridSimulated

AnnealingAlgorithminResourceConstrainedProjectScheduＧ

lingProblem[J]．InternationalJournalofOrganizationalInnovaＧ

tion,２０２０,１２(３):２５Ｇ４６．
[１２]OMERA．TabuSearchandAnExactAlgorithmfortheSoluＧ

tionsofResourceＧconstrainedProjectSchedulingProblems[J]．

InternationalJournalofComputationalIntelligenceSystems,

２０１１,４(２):２５５Ｇ２６７．
[１３]PELLERINR,PERRIERN,BERTHAUTF．ASurveyofHyＧ

bridMetaheuristicsfortheResourceＧConstrainedProjectScheＧ

dulingProblem[J]．EuropeanJournalofOperationalResearch,

２０２０,２８０(２):３９５Ｇ４１６．
[１４]GOLAB A,GOOYA E,FALOU A,etal．Review ofConvenＧ

tionalMetaheuristicTechniquesforResourceＧConstrainedProＧ

jectSchedulingProblem[J]．JournalofProject Management,

２０２２,７(２):９５Ｇ１１０．
[１５]PATTERSONJH．AComparisonofExactApproachesforSolＧ

ving The Multiple Constrained Resource ProjectScheduling

Problem[J]．ManagementScience,１９８４,３０(７):８５４Ｇ８６７．
[１６]ROSTAMI M,MORADINEZHAD D,SOUFIPOUR A．ImＧ

provedandCompetitive AlgorithmsforLargeScale Multiple

ResourceＧConstrainedProjectＧSchedulingProblems [J]．KSCE

JournalofCivilEngineering,２０１４,１８(５):１２６１Ｇ１２６９．
[１７]MINGOZZI A,MANIEZZO V,RICCIARDELLI S,et al．An

ExactAlgorithmforTheResourceＧConstrainedProjectScheduＧ

lingProblemBasedonA New MathematicalFormulation[J]．

ManagementScience．１９９８,４４(５):７１４Ｇ７２９．
[１８]BRUCKER P,KNUST S．A Linear Programming and ConＧ

straintPropagationＧBasedLowerBoundforTheRCPSP[J]．EuＧ

ropeanJournalofOperationalResearch,２０００,１２７(２):３５５Ｇ３６２．
[１９]DAMAYJ,QUILLIOT A,SANLAVILLEE．LinearProgramＧ

mingBased AlgorithmsforPreemptiveand NonＧPreemptive

RCPSP[J]．EuropeanJournalofOperationalResearch,２００７,

１８２(３):１０１２Ｇ１０２２．
[２０]WANG Q,LIU CC,ZHENG L．A ColumnＧGenerationＧBased

AlgorithmforAResourceＧConstrainedProjectSchedulingProbＧ

lemwithAFractionalSharedResource[J]．EngineeringOptimiＧ

zation,２０２０,５２(５):７９８Ｇ８１６．

ZHANG YuＧzhe,bornin １９９７,postＧ

graduate．Her mainresearchinterests

includeRCPSPoptimization,traditional

methodsanddeeplearningmethods．

DONGXingＧye,bornin１９７４,Ph．D,asＧ

sociateprofessor,isamemberofChina

Computer Federation．His main reＧ

search interests include scheduling
theory,operationsresearchandintelliＧ

gentoptimizationalgorithms．

(责任编辑:杨雪敏)

２８２ ComputerScience 计算机科学 Vol．４９,No．１２,Dec．２０２２


