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摘　要　三支概念格通过正负算子相结合,既表示出了共同拥有的信息,又表示出了共同不拥有的信息,是对经典概念格的扩

展.但在处理一些实际问题时,人们也会从反向出发,考虑集合的补集可能不拥有的信息和可能拥有的信息,对偶三支概念格

应运而生.文中提出了一种基于形式背景的对偶概念及其补背景中对偶概念的复合来构造对偶三支概念格的方法,经验证,通

过概念复合方法得到的对偶三支概念与通过对偶三支算子得到的概念相同.进一步讨论了基于可辨识矩阵求解对偶三支概念

格的属性约简方法,并借助此思想,给出了基于概念可辨识矩阵的对偶三支概念约简方法.
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Abstract　ThreeＧwayconceptlatticenotonlyrepresentstheinformationjointlyowned,butalsorepresentstheinformationthatis

notownedbyeachotherbycombiningpositiveoperatorsandnegativeoperators．Itisanextensionoftheclassicalconceptlattice．

However,whendealingwithsomepracticalproblems,wesometimesstartfromthereverse,consideringtheinformationthatthe

complementarysetsmaynothaveandtheinformationthattheymayhave,sothedualthreeＧwayconceptlatticecameintobeing．

Inthispaper,anovelmethodtoconstructdualthreeＧwayconceptlatticesbasedonthecompositionofdualconceptsinformal

contextanditscomplementarycontextisproposed．ItisprovedthatthedualthreeＧwayconceptsobtainedbyconceptscomposiＧ

tionarethesameasthoseobtainedbydualthreeＧwayoperators．Then,wediscusstheattributereductionmethodofdualthreeＧ

wayconceptlatticesbasedondiscernibilitymatrices．Withthehelpofthisidea,thispaperproposesanapproachtoreducingthe

dualthreeＧwayconceptsbasedonconceptdiscernibilitymatrices．

Keywords　Conceptlattice,DualthreeＧwayconcept,Attributereduction,Conceptreduction,Discernibilitymatrix

　

　　形式概念分析[１Ｇ２],是德国数学家 Wille于１９８２年提出

的一种依托于形式背景构建出的概念格来进行知识发现、知
识处理和规则提取的强有力的数据分析工具.该理论至今已

得到了充分的发展,被广泛应用于软件工程、机器学习、信息

检索、模式识别、计算机网络、社会网络分析、决策分析、数据

挖掘等领域[３Ｇ６].由对象集、属性集和它们之间的相互关系

(二元关系)构成的形式背景,以及由外延和内涵构成的形式

概念,是形式概念分析的两个基本概念.概念格是形式概念

之间一种有序的层次结构,它表明了概念之间的泛化和特化

关系.Hasse图实现了这种概念偏序关系的可视化.

加拿大学者 Yao[７]提出了三支决策的概念,并用一个统

一的框架来描述它.将形式概念分析与三支决策相结合形成



的三支概念理论[８Ｇ１１],实现了对经典概念模型的扩展.Qi
等[１２]讨 论 了 三 支 概 念 格 与 经 典 概 念 格 之 间 的 关 系,Mao
等[１３]给出了三支概念与经典概念之间的关系,Zhao等[１４]从

映射的角度讨论了不同的三支概念格之间的关系.有学者将

三支概念分析与模糊形式背景相结合定义了模糊三支概念

格[１５],并 探 究 了 模 糊 三 支 概 念 格 与 模 糊 概 念 格 之 间 的

关系[１６].

去除冗余的数据是从形式背景中获取信息首要考虑的问

题,约简则是能保证属性所携带的信息保持不变的极小属性

子集.众多学者对此进行了大量研究,其中基于可辨识属性

矩阵的约简方法被广泛应用[１７Ｇ１８].Wang等[１９]提出了一种基

于概念可辨识矩阵的概念约简[２０]方法.Ren等[２１]讨论了三

支概念格的４种属性约简方法,并将这几种方法进行了分析

比较.

通常,人们都是从正向研究特定目标集的性质,然而在实

际应用过程中会发现,从负向角度去研究目标集补集的性质

也是同等重要的,即考虑目标集的补集所具有的性质.Ma
等[２２]首先给出了对偶概念格的公理化描述;Jiang等[２３]由此

讨论了对偶概念格的属性约简;Guo等[２４]将区间集思想与对

偶概念格相结合,探究了对偶区间集概念格上区间集协调集

的判定方法;Zhi等[２５]给出了对偶三支概念格的公理化描述,

并讨论了其与经典对偶概念格的关系.

本文对对偶三支概念格进行了系统的分析.第１节介绍

了形式背景下的正、负对偶算子及由此生成的关于对偶三支

算子的基本内容;第２节将形式背景及其补背景下的对偶概

念加以复合,进而构造对偶三支概念格;第３节以对偶OE 概

念格为例,提出了基于可辨识矩阵进行属性约简的方法;第４
节提出了基于概念可辨识矩阵进行概念约简的方法;最后总

结全文.

１　相关理论基础

首先对形式背景的正、负对偶算子及其相关知识进行简

单回顾,接着介绍对偶三支算子的相关知识.

定义１[２,２５]　三元组 K＝(G,M,I)为一个形式背景,其
中G为非空有限对象集,M 为非空有限属性集,I为G 和M
之间的二元关系,I⊆G×M.∀g∈G,m∈M,若(g,m)∈I,

则表示对象g具有属性m;若(g,m)∉I,则表示对象g不具

有属性m.

二元关系I的补定义为:Ic＝(G×M)－I.基于此,将三

元组Kc＝(G,M,Ic)称为形式背景K 的补背景.

定义２[２２]　设(G,M,I)为形式背景,在对象幂集P(G)和

属性幂集P(M)上分别定义算子:∀X∈P(G),B∈P(M):

X＃ ＝{a∈M|∃x∈G,x∈Xc∧(x,a)∉I}

B＃ ＝{x∈G|∃a∈M,a∈Bc∧(x,a)∉I}

其中,Xc和Bc分别为集合X 和集合B 的补集.

定义３[２２Ｇ２３]　如果二元组(X,B)满足X＝B＃ 且B＝X＃ ,

则称(X,B)为对偶形式概念,简称对偶概念.其中,X 为对偶

概念的 外 延,B 为 对 偶 概 念 的 内 涵.显 然,(X＃＃ ,X＃ )和

(B＃ ,B＃＃ )都是对偶概念.

设(X１,B１)和(X２,B２)是形式背景(G,M,I)的两个对偶

概念,概念间的泛化－特化关系≤d定义为:

(X１,B１)≤d(X２,B２)⇔X１⊆X２⇔B２⊆B１

若不存在对偶概念(Y,C)使得

(X１,B１)＜d(Y,C)＜d(X２,B２)

则称(X１,B１)为(X２,B２)的子概念,称(X２,B２)为(X１,B１)的

父概念,记作(X１,B１)≺d(X２,B２).

形式背景(G,M,I)的全体对偶概念连同“≤d”构成一个

完备格,称为对偶概念格,记作DL(G,M,I);且有:

(X１,B１)∧d(X２,B２)＝((X１∩X２)＃＃ ,B１∪B２)

(X１,B１)∨d(X２,B２)＝(X１∪X２,(B１∩B２)＃＃ )

例１　形式背景K＝(G,M,I)如表１所列,其中G＝{１,

２,３,４},M＝ {a,b,c,d,e}.其 对 应 的 对 偶 概 念 格 如 图 １
所示.

表１　形式背景K＝(G,M,I)

Table１　FormalcontextK＝(G,M,I)

a b c d e
１ × × × ×
２ × × ×
３ × × × ×
４ ×

图１　形式背景K＝(G,M,I)生成的对偶概念格DL(G,M,I)

Fig．１　DualconceptlatticesDL(G,M,I)generatedbyformal

contextK＝(G,M,I)

性质１[２６]　设(G,M,I)为形式背景,∀X１,X２∈P(G),

B１,B２∈P(M),有以下结论成立:

(１)X１⊆X２⇒X＃
２ ⊆X＃

１ ,B１⊆B２⇒B＃
２ ⊆B＃

１ ;

(２)X⊇X＃＃ ,B⊇B＃＃ ;

(３)X＃ ＝X＃＃＃ ,B＃ ＝B＃＃＃ ;

(４)X⊇B＃ ⇔B⊇X＃ ;

(５)(X１∩X２)＃ ＝X＃
１ ∪X＃

２ ,(B１∩B２)＃ ＝B＃
１ ∪B＃

２ ;

(６)(X１∪X２)＃ ⊆X＃
１ ∩X＃

２ ,(B１∪B２)＃ ⊆B＃
１ ∩B＃

２ .

定义４[２６]　设(G,M,I)为形式背景,一对对偶负算子定

义如下:∀X∈P(G),B∈P(M):

X＃
－

＝{a∈M|∃x∈G,x∈Xc∧(x,a)∈I}

B＃
－

＝{x∈G|∃a∈M,a∈Bc∧(x,a)∈I}

将正、负对偶算子相结合,可得到两对对偶三支算子.

定义５[２５]　设(G,M,I)为形式背景,在P(G)和P(M)×

P(M)上定义一对对偶OE算子:∀X∈P(G),A,B∈P(M):

X▷ ＝(X＃ ,X＃
－

)

(A,B)◁ ＝{x∈G|x∈A＃ 或x∈B＃
－

}＝A＃ ∪B＃
－

若X▷ ＝(A,B)且(A,B)◁ ＝X,则称(X,(A,B))为对偶

OE概念,其中X 称为对偶OE 概念(X,(A,B))的外延,(A,

B)称为对偶OE概念(X,(A,B))的内涵.

定义６[２５]　设(G,M,I)为形式背景,在P(M)和P(G)×

３２１刘　津,等:基于概念复合的对偶三支概念格及其概念约简



P(G)上定义一对对偶AE算子:∀A∈P(M),X,Y∈P(G):

A▷ ＝(A＃ ,A＃
－

)

(X,Y)◁ ＝{a∈M|a∈X＃ 或a∈Y＃
－

}＝X＃ ∪Y＃
－

若(X,Y)◁ ＝A 且A▷ ＝(X,Y),则称((X,Y),A)为对偶

AE概念,其中A 称为对偶AE 概念((X,Y),A)的内涵,(X,

Y)称为对偶AE概念((X,Y),A)的外延.

２　基于对偶概念的复合构造对偶三支概念格

由构建三支概念格的新方法[９]可知,在对偶三支概念分

析中可以利用两种信息:１)由形式背景提供的集合的补可能

不拥有的信息;２)由形式背景的补背景提供的集合的补可能

拥有的信息.因此,可以利用形式背景及其补背景来构造对

偶三支概念格.

本节介绍对象诱导的对偶三支概念格的生成方法,类似

地可得到属性诱导的对偶三支概念格.

定义７　设DL(K)和DL(Kc)是形式背景K＝(G,M,I)

及其补背景Kc＝(G,M,Ic)的对偶概念格.定义面向对象的

组合算子＋d
OE :∀(X１,B１)∈DL(K),(X２,B２)∈DL(Kc),

(X１,B１)＋d
OE(X２,B２)＝(X１∪X２,(B１,B２))

将通过这种组合方式得到的三元组称为候选对偶OE 概

念,形式 背 景 的 所 有 候 选 对 偶 OE 概 念 构 成 的 集 合 记 为

CDOE(K).

下面给出某些候选对偶OE 概念是对偶OE 概念的一些

情况.

定理１　设DL(K)和DL(Kc)是形式背景K＝(G,M,I)

及其补背景Kc＝(G,M,Ic)的对偶概念格.∀(X１,B１)∈DL
(K),(X２,B２)∈DL(Kc),若X１＝X２,则(X１,B１)＋d

OE (X２,

B２)＝(X１,(B１,B２))是一个对偶OE概念.

证明:根据对偶OE概念的定义,需要证明的是:１)B１＝

X＃
１ ,B２＝X＃

－

１ ;２)X１＝B＃
１ ∪B＃

－

２ .

一方面,因为(X１,B１)∈DL(K),(X２,B２)∈DL(Kc),则

有B１＝X＃
１ ,B２＝X＃

－

２ .又由于X１＝X２,因此B２＝X＃
－

１ 成立,

１)得证.

另一方面,由(X１,B１)∈DL(K),(X２,B２)∈DL(Kc)可

得X１＝B＃
１ ,X２＝B＃

－

２ ,因为X１＝X２,所以X１＝B＃
－

２ 成立,因此

X１＝B＃
１ ∪B＃

－

２ ,２)得证.

通过上述定理,显然有以下推论成立.

推论１　设DL(K)和DL(Kc)是形式背景K＝(G,M,I)

及其补背景Kc＝(G,M,Ic)的对偶概念格.若(G,Ø)∈DL
(K),(G,Ø)∈DL(Kc),则(G,(Ø,Ø))为一个对偶OE概念.

推论２　设DL(K)和DL(Kc)是形式背景K＝(G,M,I)

及其补背景Kc ＝(G,M,Ic)的 对 偶 概 念 格.若 (Ø,M)∈

DL(K),(Ø,M)∈DL(Kc),则(Ø,(M,M))为一个对偶OE
概念.

下述定理给出候选对偶OE概念的一些性质.

定理２　设DL(K)和DL(Kc)是形式背景K＝(G,M,I)

及其补背景Kc＝(G,M,Ic)的对偶概念格,∀(X１,B１)∈DL
(K),(X２,B２)∈DL(Kc).对于候选对偶OE 概念(X１∪X２,

(B１,B２)),有如下结论成立:

(１)(X１∪X２)＃ ⊆B１,(X１∪X２)＃
－

⊆B２;

(２)X１∪X２＝B＃
１ ∪B＃

－

２ .

证明:因为

(X１∪X２)＃ ⊆(X＃
１ ∩X＃

２ )⊆X＃
１ ＝B１

(X１∪X２)＃
－

⊆(X＃
－

１ ∩X＃
－

２ )⊆X＃
－

２ ＝B２

所以(１)成立.

由于(X１,B１)∈DL(K),(X２,B２)∈DL(Kc),

因此X１＝B＃
１ ,X２＝B＃

－

２ ,故X１∪X２＝B＃
１ ∪B＃

－

２ ,(２)得证.

定理３　设DL(K)和DL(Kc)是形式背景K＝(G,M,I)

及其补背景Kc＝(G,M,Ic)的对偶概念格.∀(X１,B１)∈DL

(K),(X２,B２)∈DL(Kc),若(X１∪X２)＃ ＝B１且(X１∪X２)＃
－

＝

B２,则(X１,B１)＋d
OE(X２,B２)＝(X１∪X２,(B１,B２))是一个对

偶OE概念.将对偶OE概念的全体记为DOEL(K).

证明:已知(X１∪X２)＃ ＝B１且(X１∪X２)＃
－

＝B２.

对于(X１,B１)∈DL(K),(X２,B２)∈DL(Kc),有X１ ＝

B＃
１ ,X２＝B＃

－

２ ,即X１∪X２＝B＃
１ ∪B＃

－

２ .根据对偶OE概念的定

义,(X１,B１)＋d
OE(X２,B２)＝(X１∪X２,(B１,B２))为一个对偶

OE概念.

经验证可知,通过对偶概念复合得到的对偶OE 概念与

通过对偶OE 算子得到的对偶OE 概念相同.

由于存在一些候选对偶OE 概念不是对偶OE 概念,我

们给出如下定义.

定义８　设DL(K)和DL(Kc)是形式背景 K＝(G,M,I)

及其补背景Kc＝(G,M,Ic)的对偶概念格.若有(X１∪X２)＃ ⊂

B１或(X１∪X２)＃
－

⊂B２,则(X１,B１)＋d
OE (X２,B２)＝(X１∪X２,

(B１,B２))是冗余对偶OE概念.冗余对偶OE 概念的全体记

为RDOE(K).

定理４　(X１,B１)＋d
OE(X２,B２)＝(X１∪X２,(B１,B２))是

冗余对偶OE概念⇔(X１,B１)＋d
OE (X２,B２)＝(X１∪X２,(B１,

B２))不是对偶OE概念.

证明:(必要性)任取一个冗余对偶OE概念:

(X１,B１)＋d
OE(X２,B２)＝(X１∪X２,(B１,B２))

则(X１∪X２)＃ ⊂B１或(X１∪X２)＃
－

⊂B２成立.这显然不

能同时满足(X１∪X２)＃ ＝B１和(X１∪X２)＃
－

＝B２,因此冗余对

偶OE概念一定不是对偶OE 概念.
(充分性)对于候选对偶OE概念(X１∪X２,(B１,B２)),有

(X１∪X２)＃ ⊆B１,(X１∪X２)＃
－

⊆B２.若(X１∪X２,(B１,B２))

不是对偶OE概念,则(X１∪X２)＃ ＝B１且(X１∪X２)＃
－

＝B２不

成立,即(X１∪X２)＃ ⊂B１或(X１∪X２)＃
－

⊂B２成立,此时(X１∪

X２,(B１,B２))为冗余对偶OE概念.

由上述定义和定理可知,对偶OE概念集和冗余对偶OE
概念集相对于候选对偶OE 概念集是互补的,因此有下述定

理成立.

定理５　DOEL(K)＝CDOE(K)－RDOE(K).

证明:一方面,任取(X,(B１,B２))∈DOEL(K),则存在

(X１,B１)∈DL(K),(X２,B２)∈DL(Kc),满足X１∪X２＝X,从

而可以得出(X,(B１,B２))＝(X１ ∪X２,(B１,B２))∈CDOE
(K).又由于(X１∪X２,(B１,B２))∈DOEL(K),因此(X１∪

４２１ ComputerScience 计算机科学 Vol．５０,No．６,June２０２３



X２)＃ ＝B１且(X１∪X２)＃
－

＝B２成立,故(X,(B１,B２))＝(X１∪

X２,(B１,B２))∉RDOE(K).从而有(X,(B１,B２))∈CDOE
(K)－RDOE(K),即DOEL(K)⊆CDOE(K)－RDOE(K).

另一方 面,任 取 (X１ ∪X２,(B１,B２))∈CDOE(K)－

RDOE(K).因为(X１ ∪X２,(B１,B２))∈CDOE(K),则 有

(X１∪X２)＃ ⊆B１,(X１∪X２)＃
－

⊆B２.又 由 (X１ ∪X２,(B１,

B２))∉RDOE(K),可得(X１∪X２)＃ ⊂B１和(X１∪X２)＃
－

⊂B２

均不成立,即(X１∪X２)＃ ＝B１和(X１∪X２)＃
－

＝B２同时成立.

因此 (X１ ∪X２,(B１,B２))∈DOEL(K),即 DOEL(K)⊇

CDOE(K)－RDOE(K).

综上,DOEL(K)＝CDOE(K)－RDOE(K)得证.

对偶三支概念分析是经典形式概念分析的一种推广.对

于对象诱导对偶三支概念(X,(A,B)),其中A 表示Xc中至少

一个对象不拥有的属性集,B 表示Xc中至少一个对象拥有的

属性集,X 表示不具有Ac中至少一个属性或至少具有Bc中一

个属性的对象的集合.对偶三支概念模型的提出,对挖掘形

式背景所蕴含的潜在信息起到了至关重要的作用.

三支概念格的构造是三支概念分析的基础,上述构造对

偶三支概念格的方法是对现有对偶三支概念格构造方法的有

益补充.

例２(接例１)　对于形式背景 K＝(G,M,I),其补背景

Kc＝(G,M,Ic)如表２所列,其补背景所对应的概念格如图２
所示.形式背景 K＝(G,M,I)的对偶 OE 概念格如 图 ３
所示.

表２　形式背景K＝(G,M,I)的补背景Kc

Table２　ComplementarycontextKcofformalcontextK＝(G,M,I)

a b c d e
１ ×
２ × ×
３ ×
４ × × × ×

图２　补背景的概念格DL(Kc)

Fig．２　ConceptlatticeDL(Kc)ofcomplementarycontext

图３　形式背景K 的对偶OE 概念格DOEL(K)

Fig．３　DualOEconceptlatticeDOEL(K)offormalcontextK

３　对偶OE概念格的属性约简

首先给出形式背景K＝(G,M,I)中对象集是对偶OE 概

念外延的充要条件.记K 中所有对偶OE 概念的外延集为:

ExtDOEL(G,M,I)＝{X|(X,(A,B))∈DOEL(G,M,I)}.

定理６　设K＝(G,M,I)为形式背景,则ExtDOEL (G,M,

I)＝{X⊆G|X＃＃ ∪X＃
－

＃
－

＝X}.

证明:设(X,(A,B))是K＝(G,M,I)的一个对偶OE 概

念,则有X▷ ＝(A,B),即(X＃ ,X＃
－

)＝(A,B).且(A,B)◁ ＝
X,即有A＃ ∪B＃

－

＝X 成立.因此有X＃＃ ∪X＃
－

＃
－

＝X.反之,

若X＃＃ ∪X＃
－

＃
－

＝X,显 然 (X,(X＃ ,X＃
－

))是 一 个 对 偶 OE
概念.

定义９　设K＝(G,M,I)为形式背景,若对于属性子集

D⊆M,有:

ExtDOEL(G,M,I)＝ExtDOEL(G,D,ID)

则称D 为对偶OE 概念格的协调集.若∀d∈D,都有:

ExtDOEL(G,D－{d},ID－{d})≠ExtDOEL(G,M,I)

则称D 为对偶OE 概念格的约简.

受文献[２２]的启发,我们给出用辨识矩阵和辨识函数求

对偶OE概念格属性约简的方法.

定义１０　设 K＝(G,M,I)为形式背景,对任意(X,(A,

B)),(Y,(C,D))∈DOEL(G,M,I),将

DISDOEL((X,(A,B)),(Y,(C,D)))＝

　
(A－C,B－D), (X,(A,B))≺d(Y,(C,D))

Ø, 其他{
称为(X,(A,B))和(Y,(C,D))的对偶OE 概念可辨识属性

集.其中,“≺d”为对偶OE概念之间的父Ｇ子关系.

进一步,K＝(G,M,I)的对偶OE 概念可辨识属性矩阵

定义为:

ΛDOEL＝(DISDOEL((X,(A,B)),(Y,(C,D)))

下面给出属性子集保持对偶OE 概念外延不变的充要

条件.

定理７　设 K＝(G,M,I)为形式背景,B⊆M 且X∈
ExtDOEL(G,M,I),则X▷B◁B ＝X 的充要条件是B∩DISDOEL

((X,X▷M ),(Y,(C,D)))≠Ø.其 中,(Y,(C,D))为 (X,

X▷M )的所有父对偶OE概念集PC(X,X▷M )中的任一概念.

证明:对于A,B,C,D⊆M,有如下规定:(A,B)⊂(C,D)

表示A⊂C 且B⊆D 或A⊆C 且B⊂D,以及B∩(C,D)＝
(B∩C,B∩D).

(必要性)设X▷B◁B ＝X 且(Y,(C,D))∈PC(X,X▷M ).

一方面,若(Y,(C∩B,D∩B))∈DOEL(G,M,I),则由 X⊂Y
可得(C∩B,D∩B)⊂X▷B ＝(X＃M ∩B,X＃

－

M ∩B),这等价于

B∩((X＃M －C)∪(X＃
－

M －D))≠Ø.显然,B∩DISDOEL((X,

X▷M ),(Y,(C,D)))≠Ø.

另一方面,若(Y,(C∩B,D∩B))∉DOEL(G,M,I),则

X⊂Y⊂(C∩B,D∩B)◁B ,因此(C∩B,D∩B)⊆X▷B .另外,

若X▷B ＝(X＃M ∩B,X＃
－

M ∩B)＝(C∩B,D∩B),则有:

X ＝X▷B ◁B

＝((X＃M ∩B,X＃
－

M ∩B))◁B

＝(C∩B,D∩B)◁B
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与X⊂(C∩B,D∩B)◁B 矛盾.因此必定有(C∩B,D∩

B)⊂X◁B ,即(C∩B,D∩B)⊂(X＃M ∩B,X＃
－

M ∩B).显然,

B∩DISDOEL((X,X▷M ),(Y,(C,D)))≠Ø.

(充分性)假设 ∀(Y,(C,D))∈PC(X,X▷M ),有 B∩

DISDOEL((X,X▷M ),(Y,(C,D)))≠Ø 且X▷B◁B ≠X,此时有

X▷B◁B ＝X▷B◁M ⊂X.因为(X▷B◁M ,X▷B◁M ▷M )∈DOEL(G,M,

I),可得(X▷B◁M ,X▷B◁M ▷M )＜d(X,X▷M ).另外,显然(X▷B◁M ,

X▷B◁M ▷M )≺d(X,X▷M ).否则,若存在(Z,(E,F))∈DOEL(G,

M,I),使得(X▷B◁M ,X▷B◁M ▷M )≺d(Z,(E,F))＜d(X,X▷M ),

X▷M ⊂(E,F)⊂X▷B◁M ▷M ,故有(X＃M ∩B,X＃
－

M ∩B)⊆(E∩

B,F∩B)⊆(X▷B◁M ＃M ∩B,X▷B◁M ＃
－

M ∩B).

由假设可知,必有(X＃M ∩B,X＃
－

M ∩B)⊂(E∩B,F∩

B),且由于X▷B◁M ▷M ⊆X▷B ,则有X▷B ＝(X＃M ∩B,X＃
－

M ∩

B)⊂(E∩B,F∩B)⊆X▷B .这 显 然 不 成 立.因 此,必 有

(X▷B◁M ,X▷B◁M ▷M )≺d(X,X▷M ).

由假设条件可得B∩DISDOEL ((X▷B◁M ,X▷B◁M ▷M ),(X,

X▷M ))≠ Ø,即 (X＃M ∩B,X＃
－

M ∩B)⊂ (X▷B◁M ＃M ∩B,

X▷B◁M ＃
－

M ∩B),由此可得X▷B ⊂X▷B◁M ▷M ∩(B,B)⊆X▷B ∩(B,

B)＝X▷B ,显然不成立.故假设不成立.因此有X▷B◁B ＝X.

为了表述简洁,若DISDOEL((X,(A,B)),(Y,(C,D)))＝
(E,F),则也用 E∪F 代表DISDOEL ((X,(A,B)),(Y,(C,

D))).

基于上述定义和定理,下面给出形式背景基于对偶OE
概念格的对偶OE 辨识函数.

定义１１　设K＝(G,M,I)为形式背景,则对偶OE 辨识

函数定义为:

f(ΛDOEL)＝ ∧
H∈ΛDOEL

(∨
h∈H

h)

利用吸收律和分配律,可将对偶OE 辨识函数转化为极

小析取范式,利用其各析取项可以得到形式背景 K 的所有对

偶OE 属性约简.

例３(接例２)　对于上述形式背景K＝(G,M,I),已知其

对偶OE概念共１１个((G,(Ø,Ø)),(１２３,(abce,d)),(２３４,

(e,abcd)),(１３４,(de,abc)),(１２４,(d,abce)),(２３,(abce,

abcd)),(３４,(de,abcd)),(１４,(de,abce)),(３,(M,abcd)),

(４,(de,M)),(Ø,(M,M))),并将这１１个概念分别标记为C１,

C２,􀆺,C１１,则对偶OE概念的对偶OE辨识矩阵如表３所列.

表３　对偶OE概念格的辨识矩阵

Table３　DiscernibilitymatrixofdualOEconceptlattice

C１ C２ C３ C４ C５ C６ C７ C８ C９ C１０ C１１

C１

C２ (abce,d)
C３ (e,abcd)
C４ (de,abc)
C５ (d,abce)
C６ (Ø,abc) (abc,Ø)
C７ (d,Ø) (Ø,d)
C８ (Ø,e) (e,Ø)
C９ (d,Ø) (abc,Ø)
C１０ (Ø,e) (Ø,d)
C１１ (Ø,e) (abc,Ø)

　　对于表３,若Ci是Cj的子概念,则Ci和Cj之间的对偶OE
可辨识属性集(即DISDOEL(Ci,Cj))为表３中第i行第j列上

的元素.由此可以得出此概念格的辨识函数为:

f(ΛDOEL)＝ ∧
H∈ΛDOEL

(∨
h∈H

h)

＝(a∨b∨c∨d∨e)∧(a∨b∨c)∧d∧e
＝(a∧d∧e)∨(b∧d∧e)∨(c∧d∧e)

这样,形式背景K 的所有对偶OE 概念属性约简为:{a,

d,e},{b,d,e},{c,d,e}.

４　基于概念可辨识矩阵的对偶OE概念约简

从概念角度出发,在保留原有三元关系的前提下删除部

分概念,可以得到一个新的概念偏序集.概念约简是在保证

约简后对象和属性之间的三元关系与原形式背景下的三元关

系相同的一个极小概念子集.

首先给出保持三元关系不变的对偶OE 概念协调集的

定义.

定义１２　设K＝(G,M,I)为形式背景,DOEL(G,M,I)为
其对偶OE 概念格,F⊆DOEL(G,M,I).若 ∪

(Xi,(Ai,Bi))∈F
Xi×

(Ai×Bi)＝ ∪
(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)

Xi×(Ai×Bi),则称 F为保持

三元关系不变的概念协调集(简称概念协调集).

若 ∀C ∈ F,则 有 ∪
(Xi,(Ai,Bi))∈F\{C}

Xi × (Ai × Bi )≠

∪
(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)

Xi×(Ai×Bi),则称 F为保持三元关系不

变的概念约简(简称概念约简).

由上述可知,对任意F⊆DOEL(G,M,I),都有 ∪
(Xi,(Ai,Bi))∈F

Xi×(Ai×Bi)⊆ ∪
(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)

Xi×(Ai×Bi).

我们有如下结论:

推论３　设K＝(G,M,I)为形式背景,DOEL(G,M,I)为

其对 偶 OE 概 念 格.对 于 任 意 F⊆DOEL(G,M,I),若

∪
(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)

Xi×(Ai×Bi)⊆ ∪
(Xi,(Ai,Bi))∈F

Xi×(Ai×Bi),

则F为概念协调集.

定义１３　设K＝(G,M,I)为形式背景,J＝{Fi|i∈τ,τ为

指标集}为对偶OE概念格DOEL(G,M,I)概念约简全体构

成的集合,则DOEL(G,M,I)中的概念可以分为３类:

(１)核心概念集C＝∩
i∈τ

Fi;

(２)相对必要概念集 K＝∪
i∈τ

Fi－∩
i∈τ

Fi;

(３)不必要概念集 U＝DOEL(G,M,I)－∪
i∈τ

Fi.

定理８　对于任何形式背景而言,对偶OE概念格的概念
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约简一定存在.

证明:一 方 面,若 ∀C ∈ DOEL (G,M,I),都 有

∪
(Xi,(Ai,Bi))∈∈DOEL(G,M,I)\{C}

Xi×(Ai×Bi)≠ ∪
(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)

Xi×

(Ai×Bi),则DOEL(G,M,I)本身就是一个概念约简.

另 一 方 面,若 存 在 C１ ∈ DOEL (G,M,I),满 足

∪
(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)\{C１}

Xi×(Ai×Bi)＝ ∪
(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)

Xi×

(Ai×Bi),则研究F１＝DOEL(G,M,I)\{C１}.若对任意C２∈

F１,都有 ∪
(Xi,(Ai,Bi)∈F１\{C２

}
Xi×(Ai×Bi)≠ ∪

(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)
Xi×

(Ai×Bi),则F１是概念约简.否则继续研究F２＝F１\{C２}.

重复上述步骤,由于概念格DOEL(G,M,I)是有限集合,因此

总可以找到符合条件的概念约简集T.

综上,概念约简一定存在.

但一般来说,基于对偶OE 概念格的概念约简不一定是

唯一的,并且概念约简所得到的概念偏序集既不一定是原概

念格的子格,也不一定是格.

推论４　
(１)核心概念集是概念约简⇔概念约简唯一;

(２)C是不必要概念⇔DOEL(G,M,I)\{C}是概念协

调集;

(３)C是核心概念⇔DOEL(G,M,I)\{C}不是概念协

调集.

定义１４　设K＝(G,M,I)为形式背景,DOEL(G,M,I)

为其对偶OE概念格.对于任意两个对偶OE 概念Ci＝(Xi,

(Ai,Bi)),Cj＝(Xj,(Aj,Bj)),定义D(Ci,Cj)＝{(g,(m,n))|
(g,(m,n))∈Xi×(Ai×Bi)\Xj×(Aj×Bj)},称 D(Ci,Cj)

为Ci和Cj的对偶OE 概念辨识集.称 D＝(D(Ci,Cj)|Ci,

Cj∈DOEL(G,M,I))为形式背景 K 的对偶OE 概念可辨识

矩阵.

引理１　设K＝(G,M,I)为形式背景,DOEL(G,M,I)为

其对偶OE 概念格.∀F⊆DOEL(G,M,I),∀C＝(X,(A,

B))∈DOEL(G,M,I),有 ∩
Ci＝(Xi,(Ai,Bi))∈F\C}

D(C,Ci)＝Ø的充要

条件为X×(A×B)⊆ ∪
Ci＝(Xi,(Ai,Bi))∈F\C}

Xi×(Ai×Bi).

证明:由于

∩
Ci＝(Xi,(Ai,Bi))∈F\{C}

D(C,Ci)

　＝ ∩
Ci∈F\{C}

(X×(A×B)\Xi×(Ai×Bi))

　＝ ∩
Ci∈F\{C}

(X×(A×B)∩Xi×(Ai×Bi))

　＝X×(A×B)∩( ∩
Ci∈F\{C}

Xi×(Ai×Bi))

　＝X×(A×B)∩ ∪
Ci∈F\{C}

(Xi×(Ai×Bi))

其中,Xi×(Ai×Bi)＝G×(M×M)\Xi×(Ai×Bi).所以

∩
Ci∈F\{C}

D(C,Ci)＝Ø⇔∀(g,(m,n))∈X×(A×B),(g,(m,

n))∉ ∪
Ci∈F\{C}

(Xi×(Ai×Bi))⇔∀(g,(m,n))∈X×(A×B),

(g,(m,n))∈ ∪
Ci∈F\{C}

Xi×(Ai×Bi)⇔X×(A×B)⊆ ∪
Ci∈F\{C}

Xi×

(Ai×Bi).

推论５　设K＝(G,M,I)为形式背景,DOEL(G,M,I)为

其对偶OE 概念格.∀F⊆DOEL(G,M,I),∀C＝(X,(A,

B))∈DOEL(G,M,I), ∩
Ci＝(Xi,(Ai,Bi))∈F\C}

D(C,Ci)≠Ø 的充要

条件为∃(g,(m,n))∈X× (A×B),使 得 (g,(m,n))∉

∪
Ci∈F\{C}

Xi×(Ai×Bi).

定理９　设K＝(G,M,I)为形式背景,DOEL(G,M,I)为

其对偶OE概念格,F⊆DOEL(G,M,I).则F为概念协调集

当且 仅 当 ∀Ci,Cj ∈DOEL(G,M,I),有 D(Ci,Cj)⊆

∪
Ck＝(Xk,(Ak,Bk))∈F

Xk×(Ak×Bk).

证明:(充分性)有两种情况,首先如果∀(g,(m,n))∈

∪
(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)

Xi×(Ai×Bi),∀(X,(A,B))∈F,都有(g,

(m,n))∈X×(A×B),则显然有(g,(m,n))∈ ∪
Ck∈F

Xk×(Ak×

Bk).因此 ∪
(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)

Xi×(Ai×Bi)⊆ ∪
Ck∈F

Xk×(Ak×

Bk).

其次,若∀(g,(m,n))∈ ∪
(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)

Xi×(Ai×Bi),

∃Ci,Cj∈DOEL(G,M,I),使得(g,(m,n))∈D(Ci,Cj),又因

为∀Ci,Cj∈DOEL(G,M,I),有D(Ci,Cj)⊆ ∪
Ck∈F

Xk×(Ak×Bk)

成立,所 以 得 出 (g,(m,n))∈ ∪
Ck∈F

Xk × (Ak ×Bk),因 此

∪
(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)

Xi×(Ai×Bi)⊆ ∪
Ck∈F

Xk×(Ak×Bk).

综 上 可 知, ∪
(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)

Xi × (Ai × Bi )＝

∪
Ck＝(Xk,(Ak,Bk))∈F

Xk×(Ak×Bk)成立,因此F为概念协调集.

必要性显然成立.

定理１０　设K＝(G,M,I)为形式背景,DOEL(G,M,I)

为其对偶OE概念格,C为核心概念集,F⊆DOEL(G,M,I).

则 F∪C 为 概 念 协 调 集 ⇔ ∪
Ci∈DOEL(G,M,I)\C

　 ∩
Cj∈C

D(Ci,Cj)⊆

∪
Ck＝(Xk,(Ak,Bk))∈F

Xk×(Ak×Bk).

证明:(充分性)∀(g,(m,n))∈ ∪
(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)

Xi×

(Ai×Bi),一定∃C＝(X,(A,B))∈DOEL(G,M,I),使得

(g,(m,n))∈X×(A×B).

一方面,若(g,(m,n))∈X×(A×B)⊆ ∪
Cj＝(Xj,(Aj,Bj))∈C

Xj×

(Aj×Bj),则显然有(g,(m,n))∈ ∪
Cj∈F\∪C

Xj×(Aj×Bj),因此

∪
(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)

Xi×(Ai×Bi)⊆ ∪
Cj∈F∪C

Xj×(Aj×Bj).

另一方面,若(g,(m,n))∉ ∪
Cj＝(Xj,(Aj,Bj))∈C

Xj×(Aj×Bj),

显然 C∉C,因 此 (g,(m,n))∈ ∩
Cj∈C

D (C,Cj);又 由 于

∪
Ci∈DOEL(G,M,I)\C

　 ∩
Cj∈C

D(Ci,Cj)⊆ ∪
Ck∈F

Xk ×(Ak ×Bk),则(g,(m,

n))∈ ∪
Ck∈F

Xk×(Ak×Bk)⊆ ∪
Ck∈F∪C

Xk×(Ak×Bk).由此可得,

∪
(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)

Xi×(Ai×Bi)⊆ ∪
Cj∈F∪C

Xj×(Aj×Bj).

综上, ∪
(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)

Xi × (Ai ×Bi)＝ ∪
Cj∈F∪C

Xj ×

(Aj×Bj)成立,F∪C为概念协调集.

必要性显然成立.

例４(接例３)　已知形式背景K＝(G,M,I),G＝{１,２,３,

４},M＝{a,b,c,d,e}.其对偶OE 概念分别为:(G,(Ø,Ø)),

(１２３,(abce,d)),(２３４,(e,abcd)),(１３４,(de,abc)),(１２４,(d,

abce)),(２３,(abce,abcd)),(３４,(de,abcd)),(１４,(de,abce)),

(３,(M,abcd)),(４,(de,M)),(Ø,(M,M)),将这１１个概念分

别标记为C１,C２,􀆺,C１１.
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对偶OE概念的概念可辨识矩阵如表４所列.由于 D
(C１,Ci)＝Ø,D(Ci,C１)＝Xi×(Ai×Bi),D(C１１,Cj)＝Ø,

D(Cj,C１１)＝Xi×(Ai×Bi)(其中i＝２,３,􀆺,１１,j＝１,２,􀆺,

１０),因此表４中去掉了与C１和C１１相关的行和列.

表４　形式背景K＝(G,M,I)的对偶OE概念可辨识矩阵

Table４　DualOEconceptdiscernibilitymatrixofformalccontextK＝(G,M,I)

C２ C３ C４ C５ C６ C７ C８ C９ C１０

C２ Ø
(２３,(abc,d)),
(１,(abce,d))

(１２３,(abce,d)) (１２３,(abce,d)) (１,(abce,d))
(１２,(abce,d)),
(３,(abc,d))

(１２３,(abce,d)) (１２,(abce,d)) (１２３,(abce,d))

C３
(２３,(e,abc)),
(４,(e,abcd)) Ø

(３４,(e,d)),
(２,(e,abcd))

(２３４,(e,abcd)) (４,(e,abcd)) (２,(e,abcd))
(４,(e,d)),

(２３,(e,abcd))
(２４,(e,abcd)) (２３,(e,abcd))

C４ (１３４,(de,abc))
(３４,(d,abc)),
(１,(de,abc)) Ø

(３,(de,abc)),
(１４,(e,abc))

(３,(d,abc)),
(１４,(de,abc))

(１,(de,abc)) (３,(de,abc)) (１４,(de,abc)) (１３,(de,abc))

C５ (１２４,(d,abce)) (１２４,(d,abce))
(１４,(d,e)),
(２,(d,abce)) Ø (１２４,(d,abce))

(４,(d,e)),
(１２,(d,abce))

(２,(d,abce)) (１２４,(d,abce)) (１２,(d,abce))

C６ (２３,(abce,abc)) (２３,(abc,abcd))
(２,(abce,abcd)),

(３,(e,d)),
(３,(abc,abcd))

(２３,(abce,abcd)) Ø
(２,(abce,abcd),
(３,(abc,abcd))

(２３,(abce,abcd)))(２,(abce,abcd))(２３,(abce,abcd))

C７

(４,(de,abcd)),
(３,(d,abcd)),
(３,(e,abc))

(３４,(d,abcd)) (３４,(de,d))
(３,(de,abcd)),
(４,(d,d)),
(４,(e,abcd))

(３,(d,abcd)),
(４,(de,abcd)) Ø

(４,(de,d)),
(３,(de,abcd))

(４,(de,abcd)) (３,(de,abcd))

C８ (１４,(de,abce))
(４,(d,abce)),
(４,(e,e)),

(１,(de,abce))
(１４,(de,e)) (１４,(e,abce)) (１４,(de,abce))

(１,(de,abce)),
(４,(de,e)) Ø (１４,(de,abce)) (１,(de,abce))

C９
(３,(abce,abc)),
(３,(d,abcd))

(３,(abcd,abcd))
(３,(de,d)),

(３,(abc,abcd))
(３,(M,abcd)) (３,(d,abcd)) (３,(abc,abcd)) (３,(M,abcd)) Ø (３,(M,abcd))

C１０ (４,(de,M))
(４,(d,M)),
(４,(e,e))

(４,(de,de))
(４,(e,M)),
(４,(d,d))

(４,(de,M)) (４,(de,e)) (４,(de,d)) (４,(de,M)) Ø

４．１　核心概念的判定方法

定理１１　设K＝(G,M,I)为形式背景,DOEL(G,M,I)

为其对偶OE概念格,C＝(X,(A,B))∈DOEL(G,M,I).C
为核心概念⇔ ∩

Ci∈DOEL(G,M,I)\{C}
D(C,Ci)≠Ø.

证明:若C为核心概念,则对于任意对偶OE 概念约简

F,必定有C∈F.因此,C 为核心概念⇔ ∪
(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)\{C}

Xi×(Ai×Bi)≠ ∪
(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)

Xi×(Ai×Bi),⇔∃(g,

(m,n))∈ ∪
(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)

Xi×(Ai×Bi),但(g,(m,n))∉

∪
(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)\{C}

Xi×(Ai×Bi).

由推论５可知,C为核心概念⇔ ∩
Ci∈DOEL(G,M,I)\{C}

D(C,Ci)≠

Ø.

由上述定理可知,核心概念集可表示为:

C＝{C∈DOEL(G,M,I)| ∩
Ci∈DOEL(G,M,I)\{C}

D(C,Ci)≠Ø}.

例５(接例４)　由表４的对偶OE概念可辨识矩阵可得:

∩
１１

i＝２
D(C１,Ci)＝Ø;

D(C２,C１)∩(∩
１１

i＝３
D(C１,Ci))＝(１,(abce,d))≠Ø;

(∩
２

i＝１
D(C３,Ci))∩(∩

１１

i＝４
D(C３,Ci))＝Ø;

(∩
３

i＝１
D(C４,Ci))∩(∩

１１

i＝５
D(C４,Ci))＝Ø;

(∩
４

i＝１
D(C５,Ci))∩(∩

１１

i＝６
D(C５,Ci))＝(２,(d,abce))≠Ø;

(∩
５

i＝１
D(C６,Ci))∩(∩

１１

i＝７
D(C６,Ci))＝(２,(abc,abcd))≠Ø;

(∩
６

i＝１
D(C７,Ci))∩(∩

１１

i＝８
D(C７,Ci))＝Ø;

(∩
７

i＝１
D(C８,Ci))∩(∩

１１

i＝９
D(C８,Ci))＝(１,(de,e))≠Ø;

(∩
８

i＝１
D(C９,Ci))∩(∩

１１

i＝１０
D(C９,Ci))＝Ø;

(∩
９

i＝１
D(C１０,Ci))∩D(C１０,C１１)＝Ø;

∩
１０

i＝１
D(C１１,Ci)＝Ø;

综上,核心概念集为:C＝{C２,C５,C６,C８}.

推论６　设K＝(G,M,I)为形式背景,DOEL(G,M,I)为
其对偶OE概念格,C＝(X,(A,B))∈DOEL(G,M,I).则C
为核心概念⇔∃(g,(m,n))∈ ∪

(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)
Xi×(Ai×

Bi)使得C为唯一满足(g,(m,n))∈X×(A×B)的对偶OE
概念.

４．２　相对必要概念的求解方法

设K＝(G,M,I)为形式背景,DOEL(G,M,I)为其对偶

OE概念格,C为核心概念集.令η(g,(m,n))＝{C∈DOEL(G,

M,I)\C|(g,(m,n))∈ ∩
Ci∈C

D(C,Ci)},任 取(g,(m,n))∈

∪
Ci＝(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)

Xi×(Ai×Bi),若η(g,(m,n))≠Ø,对任意概

念约简F,显然有F∩η(g,(m,n))≠Ø.

引理２　设K＝(G,M,I)为形式背景,DOEL(G,M,I)为

其对偶OE概念格,C为核心概念集.若存在(g′,(m′,n′))∈
∪

Ci＝(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)
Xi×(Ai×Bi),使得|η(g′,(m′,n′))|＝２,则

η(g′,(m′,n′))⊆K.

证明:若|η(g′,(m′,n′))|＝２,设η(g′,(m′,n′))＝{Cx,Cy},其中

Cx＝(Xx,(Ax,Bx)),Cy＝(Xy,(Ay,By)),则存在(g′,(m′,

n′))∈ ∪
Ci∈DOEL(G,M,I)

Xi×(Ai×Bi)使得(g′,(m′,n′))∈(∩
Ci∈C

D

(Cx,Ci))∩(∩
Ci∈C

D(Cy,Ci)).显然(g′,(m′,n′))∈Xx ×(Ax ×

Bx)∩Xy×(Ay×By),且∀Cl＝(Xl,(Al,Bl))∈DOEL(G,

M,I)\{Cx,Cy},都有(g′,(m′,n′))∉Xl×(Al×Bl).

因此,对任意概念约简F,Cx和Cy至少有一个属于F.

又因为Cx,Cy∈DOEL(G,(M,I))\C,所以存在约简集

F′,使得Cx∈F′和Cy∈F′有且仅有一个成立.
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因此Cx,Cy∈K,即η(g′,(m′,n′))⊆K.

引理３　设K＝(G,M,I)为形式背景,DOEL(G,M,I)为
其对偶OE概念格,C为核心概念集.如果∃(g′,(m′,n′))∈

∪
Ci＝(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)

Xi×(Ai×Bi)使得|η(g′,(m′,n′))|≥３,且

∀η⊂η(g′,(m′,n′)),任取(g,(m,n))∈ ∪
Ci∈DOEL(G,M,I)

Xi×(Ai×Bi),

有η≠η(g,(m,n)),则η(g′,(m′,n′))⊆K.

证明:若∃(g′,(m′,n′))∈ ∪
Ci∈DOEL(G,M,I)

Xi×(Ai×Bi),使

得|η(g′,(m′,n′))|≥３,由η(g,(m,n))＝{C∈DOEL(G,M,I)\C|(g,
(m,n))∈ ∩

Ci∈C
D(C,Ci)}可 知,η(g′,(m′,n′))∩C＝Ø,即 对 于

η(g′,(m′,n′))中的任一概念C,必定存在不包含C的概念约简,且
对于任意概念约简 F,都有 F∩η(g′,(m′,n′))≠Ø,即η(g′,(m′,n′))∩

K≠Ø.

又因为∀η⊂η(g′,(m′,n′)),对任意(g,(m,n))∈ ∪
Ci∈DOEL(G,M,I)

Xi×(Ai×Bi),都有η≠η(g,(m,n)),因此∀C∈η(g′,(m′,n′)),必定

存在包含C的概念约简.

综上 所 述,对 于 任 意 C∈η(g′,(m′,n′)) 都 有 C∈ K,即

η(g′,(m′,n′))⊆K.

定理１２　设K＝(G,M,I)为形式背景,DOEL(G,M,I)

为其对偶OE概念格,C为核心概念集,任取C∈DOEL(G,

M,I).则C∈K⇔存在(g′,(m′,n′))∈ ∩
Ci∈C

D(C,Ci)使得C∈

η(g′,(m′,n′))满足:|η(g′,(m′,n′))|＝２,或|η(g′,(m′,n′))|≥３且对于任意

η⊂η(g′,(m′,n′))\{C},任取(g,(m,n))∈ ∪
Ci＝(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)

Xi×

(Ai×Bi),有η≠η(g,(m,n)).

证明:(必要性)(１)若C∈K,则必定存在概念约简F１,F２,

满足C∈F１,但C∉F２,因此∃(g′,(m′,n′))∈ ∩
Ci∈C

D(C,Ci),

满足(g′,(m′,n′))∈ ∪
Cj∈F２

　 ∩
Ci∈C

D(Cj,Ci),即∃C′∈F２,使得

(g′,(m′,n′))∈ ∩
Ci∈C

D(C′,Ci).由此可知C,C′∈η(g′,(m′,n′)),

则|η(g′,(m′,n′))|≥２,即有|η(g′,(m′,n′))|＝２或|η(g′,(m′,n′))|≥３.
(２)若∀(gj,(mj,nj))∈ ∩

Ci∈C
D(C,Ci),当|η(gj,(mj,nj))|≥３

时,∃η０⊂η(gj,(mj,nj)){C},使得η０＝η(g０,(m０,n０)),其中(g０,(m０,

n０))∈ ∪
Ci＝(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)

Xi×(Ai×Bi),则F１∩η０≠Ø.因

此(g′,(m′,n′))∈ ∪
Cj∈F１\{C}

∩
Ci∈C

D(Cj,Ci),即F１\{C}也为概念协

调集,矛盾.

综上,若∃(g′,(m′,n′))∈ ∩
Ci∈C

D(C,Ci)使得|η(g′,(m′,n′))|≥３

且∀η⊂η(g′,(m′,n′)){C},∀(g,(m,n))∈ ∪
Ci＝(Xi,(Ai,Bi))∈DOEL(G,M,I)

Xi×

(Ai×Bi),有η≠η(g,(m,n)).
(充分性)见引理２和引理３的证明.

例６(接例５)　由表４可知:

D(C１,C２)∩D(C１,C５)∩D(C１,C６)∩D(C１,C８)＝Ø;

D(C３,C２)∩D(C３,C５)∩D(C３,C６)∩D(C３,C８)＝(４,
(e,d))≠Ø;

D(C４,C２)∩D(C４,C５)∩D(C４,C６)∩D(C４,C８)＝(３,
(d,abc))≠Ø;

D(C７,C２)∩D(C７,C５)∩D(C７,C６)∩D(C７,C８)＝(３,
(d,abcd))∪(４,(de,d))≠Ø;

D(C９,C２)∩D(C９,C５)∩D(C９,C６)∩D(C９,C８)＝(３,

(d,abcd))≠Ø;

D(C１０,C２)∩D(C１０,C５)∩D(C１０,C６)∩D(C１０,C８)＝(４,

(de,d))≠Ø;

D(C１１,C２)∩D(C１１,C５)∩D(C１１,C６)∩D(C１１,C８)＝Ø;

显然,η(４,(d,d))＝{C７,C１０},η(３,(d,d))＝{C７,C９},由定理１２
可知,C７,C９,C１０ 为相对必要概念.由于η(４,(e,d))＝{C３,C７,

C１０},且η(４,(d,d))⊂η(４,(e,d)),因此C３不是相对必要概念.又由

于η(３,(d,a))＝η(３,(d,b))＝η(３,(d,c))＝{C４,C７,C９},且η(３,(d,d))⊂

η(３,(d,a))＝η(３,(d,b))＝η(３,(d,c)),因此C４不是相对必要概念.综

上,相对必要概念K＝{C７,C９,C１０}.

４．３　不必要概念的求解方法

引理４　设K＝(G,M,I)为形式背景,DOEL(G,M,I)为

其对偶OE 概念格,C为核心概念集,∀C＝(X,(A,B))∈

DOEL(G,M,I)\C.若 ∩
Ci＝(Xi,(Ai,Bi))∈C

D(C,Ci)＝Ø,则C 为不

必要概念.

证明:若 ∩
Ci＝(Xi,(Ai,Bi))∈C

D(C,Ci)＝Ø,则 X×(A×B)⊆

∪
Ci＝(Xi,(Ai,Bi))∈C

Xi×(Ai×Bi).对任意概念协调集 F,有 X×

(A×B)⊆ ∪
Ci∈C

Xi×(Ai×Bi)⊆ ∪
Cj＝(Xj,(Aj,Bj))∈F\{C}

Xj ×(Aj ×

Bj).由 C 的 任 意 性, ∪
Cj＝(Xj,(Aj,Bj))∈F\{C}

Xj × (Aj ×Bj)＝

∪
Cj＝(Xj,(Aj,Bj))∈F

Xj×(Aj×Bj),因此F\{C}也是概念协调集.

综上,C为不必要概念.

由上述引理可知:

U′＝{C∈DOEL(G,M,I)|∩
Ci∈C

D(C,Ci)＝Ø},则U′⊂U.

例７(接例６)　由表４的对偶OE 概念可辨识矩阵以及

例６的计算可知:

D(C１,C２)∩D(C１,C５)∩D(C１,C６)∩D(C１,C８)＝Ø;

D(C１１,C２)∩D(C１１,C５)∩D(C１１,C６)∩D(C１１,C８)＝Ø;

即U′＝{C１,C１１}.

推论７　设K＝(G,M,I)为形式背景,DOEL(G,M,I)为

其对偶OE概念格.∀C＝(X,(A,B))∈DOEL(G,M,I),若

X＝Ø,A＝Ø,B＝Ø 三者中至少有一个成立,则对偶OE 概

念C 为不必要概念.

定理１３　设K＝(G,M,I)为形式背景,DOEL(G,M,I)

为其对偶OE概念格,C为核心概念集,∀C＝(X,(A,B))∈

DOEL(G,M,I)\C,则C∈U⇔ ∩
Ci＝(Xi,(Ai,Bi))∈C

D(C,Ci)＝Ø,或

者∀(g,(m,n))∈D(C,Ci)有|η(g,(m,n))|≥３ 且 ∃η０ ⊂

η(g,(m,n)),使得∃(g′,(m′,n′))∈ ∪
(X,(A,B))∈DOEL(G,M,I)

X×(A×

B),满足η０＝η(g′,(m′,n′)).

例８　根据上述定理以及例６计算可得,C３和C４均为不

必要概念.

结合例７可得:U＝{C１,C３,C４,C１１}.

综上,该形式背景的概念约简分别为:

F１＝{C２,C５,C６,C７,C８}

F２＝{C２,C５,C６,C８,C９,C１０}

结束语　通过对偶三支算子可以定义对偶三支概念格.

本文将对偶概念复合,同样也可以得到所有的对偶三支概念.

进一步研究了对偶OE概念格基于可辨识属性矩阵的属性约

简方法和基于概念可辨识矩阵的概念约简方法,这些内容的

解决都为接下来基于对偶OE算子进行有效的蕴涵提取以及

９２１刘　津,等:基于概念复合的对偶三支概念格及其概念约简



决策蕴含规范基的求解奠定了基础.另外,在不完备的形式

背景下进行对偶三支概念分析,也将是我们进一步要考虑的

问题.
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