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摘 要 定理证明是一种形式化方法，在高可靠性系统验证中起着越来越重要的作用。分数阶微积分是高可靠性系 

统分析的基础，实数二项式系数是分数阶微积分定义的重要组成部分。在高阶逻辑定理库 中还没有实数二项式系数 

的形式化。提出实数二项式系数高阶逻辑形式化方法。首先研究阶乘幂在 H0L4中的形式化，然后利用阶乘幂的高 

阶逻辑形式分析实数二项式系数，最后将实数二项式系数应用于分数阶微积分的形式化。分数阶微积分的形式化分 

析表明了实数二项式系数及其运算性质形式化的正确性和有效性。 
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Abstract The theorem proving is a formal method and plays an important role in the verification of safety-critical sys— 

tern．The fractions1 calculus iS the basis of the complex system’S analysis．The rea1 binomia1 coefficient iS an important 

part of the fractional calculus GL definition．Currently，there is not the form alization of real binomial coefficient in high— 

er-order-logic theorem library．This paper presented the formalization of the teal binomial coefficients．The factorial 

power was firstly formalized in HOL4．And the tea1 binomial coefficient was form alized using the Iormalization of facto— 

rial power．The paper also presented the formal verification of the fractional calculus．At the same time it illustrateed the 

practica1 effectiveness and utilization of our approach． 
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1 引言 

近些年，软硬件的设计错误造成的人身财产损失对社会 

的影响越来越大，尤其是高铁、航空、医疗等高安全领域，因此 

系统的可靠性受到人们的高度重视。形式化验证作为验证软 

硬件的正确性和可靠性的有效方法成为一个研究热点l_1]。 

形式化的数学系统由符号以及使用这些符号的规则共同 

组成。形式化方法是将概念或方法经过高度抽象后使用一定 

的数学模型进行表示，通过推演计算来研究数学模型，进而证 

明系统的正确性和可靠性，主要包括等价性验证、模型检测和 

定理证明 3种技术_2]。H0I 是一个常用的交互式定理证明 

器，它利用定理证明的方法验证系统的正确性，并且已有很多 

成功的应用[9]。HOL4基于定理库中已有 的推理规则、公理 

和定理对要验证的系统进行高阶逻辑建模和推理。定理证明 

系统拥有越丰富的定理库，建模推理能力就越强l_1 。 

分数阶微积分是解决许多高可靠系统的数学工具，如图 

像处理[”]、控制_11]、流体力学_l3]等领域都有着非常广泛的应 

用。实数二项式系数是二项式系数在实数域的推广_3]，它是 

分数阶微积分GL定义中的重要组成部分[4]。分数阶微积分 

和分数阶系统的形式化分析是以实数二项式系数形式化为基 

础的。目前在HOL4定理库中没有实数二项式系数的高阶 

逻辑形式化。只有拥有实数二项式系数的高阶逻辑表达式才 

能建立分数阶微积分的高阶逻辑模型。本文主要研究实数二 

项式系数在 H0L4定理证明器中的形式化方法。 

本文第 2节提出基于实数二项式系数形式化分析框架结 

构；第 3节介绍实数二项式系数及在高阶逻辑定理证明器 

H014中的形式化；第 4节用第 2节提出的方法验证分数阶微 

积分，证明该形式化方法的正确性和有效性；最后总结全文。 
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2 形式化框架结构图 

基于实数二项式系数对分数阶微积分的高阶逻辑形式化 

的框架图如图 1所示。图中灰色部分是本文 的主要研究 内 

容。它们是在定理证明器中构建分数阶微积分形式化分析框 

架的基础。该框架的输入是分数阶微积分的数学模型以及需 

要验证的性质，也就是图 1中曲底矩形部分。 

高阶逻辑 

、 ； i 趟二顼式li 

超越 』l Jl 甬糟 
＼ 糨 堍碡| 一 

L 

l HoL4定理证明器 l 

( 系统属性形式化验证结果 ： 

图 1 基于实数二项式系数的形式化框架 

分数阶微积分形式化分析的第一步是用高阶逻辑构造形 

式化模型。完成第一步需要有高阶逻辑形式的实数二项式系 

数。实数二项式系数的形式化需要阶乘幂和实数的相关数学 

理论。Harrison已经完成实数的形式化[5]。本文在 Harrison 

的工作基础上对阶乘幂和实数二项式系数进行形式化，并将 

其用于构造分数阶微积分的高阶逻辑形式。第二步利用第一 

步构造的高阶逻辑模型去形式化分析分数阶微积分，即将分 

数阶微积分的性质表达为高阶逻辑函数。第三步用定理证明 

器对以上的高阶逻辑函数进行形式化验证。分数阶微积分性 

质的验证过程需要用到实数二项式系数的相关性质。为了验 

证分数阶微积分性质，本文验证了实数二项式系数和阶乘幂 

的一些重要性质。最后，框架的输出是经过证明的高阶逻辑 

定理。定理的正确证明为分数阶系统应用奠定了基础，同时 

也验证了实数二项式系数及其性质的形式化是正确的。 

3 形式化 

这部分主要是在实数库的基础上，提出阶乘幂和实数二 

项式系数的高阶逻辑形式化以及相关性质的验证。 

3．1 阶乘幂的形式化 

在普通代数学中代数多项式使用普通幂的积和式，即变 

量．72的 次普通幂就是z自乘n次后的积。专门研究数与形 

的连续状态的渐变规律性的微积分比较适宜于处理普通幂。 

但是 自然界还有许多离散状态阶梯式变化的量，需要考虑阶 

乘幂以及阶乘幂多项式1] 。下面给出两类阶乘幂的定义。 

上升阶乘幂 ： 

( )[ ]一 ( +1)( +2)⋯( + 一1) (1) 

下降阶乘幂： 

(-z) 一z(z一1)(z一2)⋯( 一 +1) (2) 

并且约定： 

( )l o_一( )o一1 (3) 

上升阶乘幂和下降阶乘幂的 次幂和 +1次幂之间拥 

有紧密的联系，使用递归的方法定义它们，可以令定义的描述 

简洁而且易于理解。其中，上升阶乘幂的递归调用函数是： 

( )[ + ]_-(z+ )*( )In] 

下降阶乘幂的递归调用函数是： 
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(z) +1==(z一 )*(z) 

它们的终止条件是零次幂时等于 1，如式(3)所示。在 

HOL4中是通过合取的方式将终止条件和递归调用函数两个 

条件放在一起，即阶乘幂中这两个条件必须同时成立。对阶 

乘幂的形式化如下： 

定义 1 上升阶乘幂 

l一(!X．X fact—pow—asc 0_-1) ^ !x rL X fact—pow—asc 

SUC n一(x-t- Ln)* X{act_pow_asc n 

定义2 下降阶乘幂 

l一(!x X fact—pow—des 0—1)^ !X rL X fact—pow—des 

SUC n一(x一 n)* x facl
_

pow_des n 

下面对阶乘幂的一些重要性质进行验证，主要结果如表 

1所列，其中z为实数，m、y／为整数。 

表 1 阶乘幂的相关性质 

表中第 1条和第 2条性质分别验证了下降阶乘幂和上升 

阶乘幂与阶乘的关系。它们是阶乘幂的重要性质，阶乘幂的 

其它性质和实数二项式系数的一些性质是基于这两条性质进 

行验证的。它们的验证难点在于数学归纳法的正确使用，与 

手工验证不同，它们的变换必须符合 HOL4的逻辑规则，逻 

辑拥有完备性，这也同时保证了证明的百分百正确。第 3条 

性质验证了当 取整数时(表 1中用 m表示)上升阶乘幂与 

下降阶乘幂的特殊关系。第4条和第5条分别是下降阶乘幂 

和上升阶乘幂的特殊情况，它们的验证为后面很多性质的验 

证提供了方便。第6条和第 7条是阶乘幂之间两种转化，它 

们的证明主要也用到数学归纳法，这两条定理虽然相似，但是 

把它们分为不同形式定理为以后证明过程中的定理调用提供 

了方便。 

阶乘幂定义中递归方法的引入和阶乘幂性质证明时数学 

归纳法在高阶逻辑中的高效应用是阶乘幂形式化的关键。阶 

乘幂在很多领域都有应用，如差分计算n 和我们下面将要形 

式化的实数二项式系数。 

3．2 实数二项式系数的形式化 

整数二项式系数在数学上是二项式定理中的系数族。它 

的结果是一个正整数，且能以两个非负整数作为参数，这两个 



参数通常以 和忌代表，可将二项式系数写作( ) 。把二 
项式系数 扩展为任意的数进行推广啪 ，可得 ： 

设 k是非负整数， 是任意实数，令 

( )一 一 ㈤ 

称( )为实数二项式系数。 

在整数二项式系数中，当忌> 时( )一o，可以理解为从 
个东西中取k个。在 k>n情况下，表 明所取个数已超过总 

数，无法取到，即从 中取k的情况为零。实数二项式系数 

( k) ER，忌∈N)和整数二项式系数有些不同。在．z<忌条 
件下，当．27等于自然数时，x(x--1)⋯( 一(k--1))会出现 0 

项，如(i)一 一o；当 不是自然数时，z( 一 

1)⋯(z一( 一1))不会出现。项，如(2 )一 
里 星 ≠o

。 在 >尼条件下I，如果 等于 』● ⋯  ⋯  ⋯ - 7⋯ ⋯  ’J 

自然数，实数二项式系数和整数二项式系数具有相同结果。 

可见整数二项式系数是实数二项式系数的一种特殊情况。 

实数二项式系数是通过下降阶乘幂 fact—pow_des和阶 

乘 FACT定义的。在 HOIA中根据式(4)的中间形式对实数 

二项式系数直接定义难度比较大，利用阶乘幂定义实数二项 

式系数可以降低定义难度。实数二项式系数在 HOL4中的 

形式化如下： 

定义 3 实数二项式系数 

!X k rbino_coe X k=x fact_pow_des k／~FACT k 

下面对实数二项式系数的一些重要性质进行形式化，主 

要结果如表 2所列，其中 z为实数， 、k为整数 。我们从分析 

实数二项式系数性质开始，对其进行形式化验证。 

表 2 实数二项式系数的相关性质 

表 2中第 1条即是对实数二项式系数的特例整数二项式 

系数的性质在k>n情况下的形式化。第 2条和第 3条是实 

数二项式系数的两种特殊情况。第 2条是当k等于0时，对 

于任意32实数二项式系数等于 1；第 3条是当 等于k时，实 

数二项式系数等于 1，这两条性质的证明主要是对实数二项 

式系数、下降阶乘幂和阶乘 3个定义的重写以及相关的数学 

推理。它们是实数二项式系数的经典性质，后面许多定理的 

证明需要用到这两条定理，尤其是在实际应用中。第 4条表 

示了实数二项式系数与阶乘的关系。这里使用 而不是z是 

因为 代表自然数符合阶乘的要求。其中前提条件k小于等 

于 保证了 一 阶乘的成立。第 5条验证了实数二项式系 

数中z取反时所得结果，它的证明主要是用定义 3对实数二 

项式进行展开，然后用到实数乘法的交换律、乘与除的关系等 
一 些实数的推理。主要变换如下： 

，一z、 (一z)(一z一1)(一z一2)⋯(一z一(是一1)) ＼
k 一———————— 广—————一  

， 1、 z(z+1)( +2)⋯(z+忌一1) 
一  

— ————— r———一  

， 1 、 (z+忌一1)(1z+忌一2)(z+是一3)⋯z 
一  一  

k! 

一 c--1 (x+忌k ) 
第 6条呈现 了实数二项式系数 的 Pascal三角形法则。 

Pascal法则是一个重要的递归等式。它是二项式系数向下化 

简的有力工具。在很多应用中，需要实数二项式系数的递归 

化简，并一直化简到表2中第2条定理的形式，然后再利用第 

2条定理得出结果。这些性质的证明不仅为下面的分数阶微 

积分的形式化提供了基础，同时还是对 HOL4库的补充。 

4 应用与验证 

4．1 分数阶微积分 GL定义的形式化 

分数阶微积分理论研究几乎与整数阶微积分理论研究具 

有同样长的历史，但由于分数阶微积分的实际应用没有被发 

现而发展缓慢。直到1983年 Mandelbort[1 ]首次指出自然界 

及许多科学技术领域中存在大量的分数维事实，分数阶微积 

分才重新获得了新的发展而成为当前国际上的一个热点研究 

领域。近些年分数阶微 积分被广泛地应用于 PPD 控制 

器 ]、信号处理m]、地震分析m 等领域并取得了更好的效 

果。例如，分数阶加热炉模型要比整数阶的模型更加准确ll8]。 

分数阶微积分是扩展传统微积分学的一种直接方式，即允许 

微分方程中对函数的导数阶次选择分数，而不仅是现有的整 

数。下面将利用高阶逻辑形式的实数二项式系数对分数阶微 

积分定义进行形式化，并且利用分数阶微积分的高阶逻辑定 

义对分数阶微积分的零阶性质进行验证 。 

分数阶微积分 GL定义如下： 

。D ，(￡) 一 (一1) ，(t--jh)=limb (5) 。D ，(￡) ～ ∑ (一1) ( )，( (5) 
J=0 ＼J， 

分数阶微积分GL定义通过操作算子。D 把积分和微分 

统一在一起。其中(：l是 为实数、 为自然数的实数二项式 ＼
J／ 

系数。基于实数二项式系数的高阶逻辑定义对式(5)的形式 

化如下 ： 

定义 4 分数阶微积分 GL定义 

卜 !f v a b)(．frae_cal f v a b x=lim(＼n．2 rpow( n* 

v)*(sum(0，SUC (flr((b—a)* (2 pow n))))(＼(m： 

num)．((～1)pow m * (rhino—coe v m)*f(x一( m／(2 

· 】7 · 



pow n)))))))、； 

其中，-厂是一个 real-real类型的函数， 为分数阶微积分阶数。 

a，b分别为分数阶微积分下限和上限，式(5)中的上限是积分 

变量 ￡，相当于变上限积分，本文分数阶微积分的高阶逻辑定 

义中积分上限是 b，这样的定义是一个定积分，能更好地适用 

于现实的应用。lim是求 趋于无穷时表达式的极限，rpow 

是上标为实数的指数函数，rbino_coe是第三部分定义的实数 

二项式系数。suln是求和函数，其 中 0和 fir((6一Ⅱ)* (2 

pow ))3Y别是求和函数的下限和上限。f1r为对实数进行下 

取整 ，它将返回小于等于这个实数的最大整数 ，这个函数满足 

了求和函数sum的上下界是整数的要求。 

当分数阶微积分的阶次为零，即没有对函数进行微分也 

没有进行积分时，返回函数本身，数学模型如式(6)所示： 

o -厂(￡)一-厂( ) (6) 

用分数阶微积分的高阶逻辑定义对上式进行高阶逻辑建 

模 ，可得： 

定理 1 分数阶微积分零阶性 

l—frac
_

cal f 0 a b x—f X 

根据H0L4的推理规则，利用定义4重写定理 1后，可以 

将定理 1转换为式(7)： 

lim(＼n．2 rpow 0*sum (O，SUC(fir((b—a)*2 pow 

n)))(＼m．一1 pow ITI* rbino_coe 0 m *f(x一&m／2 pow 

n)))一f X (7) 

上式的证明需要用到实数二项式系数的性质 RBIN0一 

C0E_1和 RBlN0_C0E—O(见表 2)以及求和函数 sum两个引 

理。对实数二项式系数形式化定理的应用表明了实数二项式 

系数性质的有用性以及本文对实数二项式系数形式化的正确 

性。对上式的求和函数sum和求极限函数lim的处理是本定 

理证明的一个难点。在人们的习惯性思维及通常纸质上的推 

导过程中会先化简 sum再处理 lim。但在 H0L4中，如果从 

sum先人手 ，系统会对 出现不同的识别 ，sum中的 n为任意 

自然数 ，而 lim的变量 是一个趋于无穷的数，它们的意义不 

一 样，证明很难完成。本文的方法是先化简 lim，然后对 SUlTI 

化简，这样就可以确保计算机对 ，z的识别是一致的。定理 1 

的证明结果如图2所示。这条定理表明了零阶分数阶微积分 

返回原函数。 

图2 分数阶微积分 GL定义零阶性的验证结果 

图2中目标得证(Goal proved)表明等式(6)已经证明完 

毕，计算机可以根据HOL4的规则推出初始目标得证(Initial 

goal proved)，这是开始证明过程的反向推导。最后一行表明 

得证的等式以定理的形式存储到 HOL4中，定理名称为frae_ 

caLO。 

分数阶微积分的形式化分析是对实数二项式系数的实际 

应用。由于形式化模型的特性继承了高阶逻辑定理证明的健 

· ]8 · 

壮性，因此可以保证分数阶微积分验证的高可靠性。 

结束语 实数二项式系数的高阶逻辑形式化验证是实数 

二项式系数的一种新颖的分析方法。本文基于高阶逻辑定理 

证明器 HOL4，实现了实数二项式系数以及相关性质的形式 

化，这些形式化的性质被称作定理。它们可以用于证明分数 

阶微积分，分数阶微积分的形式化分析表明了实数二项式系 

数相关定理的有效性和实用性。 

分数阶系统作为复杂系统，它的可靠性越来越受到人们 

的重视。实数二项式系数是分数阶微积分定义的重要组成部 

分。实数二项式系数和阶乘幂的形式化充实了 HOL4的定 

理库，为分数阶系统的形式化分析提供了理论基础。本文研 

究的是实数二项式系数的形式化，也可以根据复数库研究复 

数域二项式系数的高阶逻辑形式化，提高验证复杂系统的能 

力。 
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