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基于 MC法改进的实验模型在圆周率估算中的应用 

张 兵L 赵跃龙。 

(成都东软学院数字艺术系 成都611844) (中南大学信息科学与工程学院 长沙410083) 

(华南理工大学信息与科学工程学院 广州510640)。 

摘 要 蒙特卡罗法采用统计抽样理论近似求解工程问题，但其存在着模型精确度和时间复杂度相互矛盾的问题。 

通过估算圆周率，构建Monte-Carlo法实验模型，对模型的精确度和时间复杂度进行了理论分析，提出了两种基于实 

验模型的改进方案，并采用移位和预处理的思想，将大数除法转化为乘法来降低计算复杂度，从而提高梅森算法效率。 

仿真结果表明，在保持相同精确度的情况下，改进型的实验模型和算法能够大幅度降低仿真时间，提高仿真速度，具有 
一 定 的工程 应用价值 。 
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Abstract Monte Carlo method uses statistical sampling theory approximation for solving engineering problems．There 

are the conflicting issues of model accuracy and time complexity，so experimental model of the Monte-Carlo method was 

established to estimate pi and theoretically analyze the model accuracy and time complexity．This paper put forward the 

idea of two improvement program  based on the experimental model，and through shift and pretreatment，converted the 

Tarsus division to reduce the computational complexity of multiplication Mason algorithm to improve efficiency．The 

simulation results show that in the case of maintaining the salne accuracy，the improved experimental model and algo— 

rithms can significantly reduce the simulation tim e，improve the simulation speed，and thus possess a certain value in an— 

gineering． 

Keywords Monte Carlo-method(M_C)，Mason rotation algorithm，Algorithm complexity 

1 引言 

Monte-Carlo方法是一种以概率和统计理论方法为基础 

的计算方法，将所求解的问题同一定的概率模型相联系，用电 

子计算机实现统计模拟或抽样，以获得问题的近似解__】]。随 

着计算机技术的发展，Monte-Carlo方法在近 1O年得到快速 

的普及与发展。现代的Monte-Carlo方法借助计算机的高速 

运转能力，使得原本费时费力的实验过程变得快速和轻而易 

举，不但用于解决许多复杂的科学方面的问题_2。]，而且经常 

被项目管理人员使用__4]。由于 Monte-Carlo仿真方法是基于 

统计的实验方法[5 ]，其理论缺陷导致精确度和时间复杂度相 

互矛盾。 

本文以估算圆周率为手段，采用 Monte-Carlo法构建实 

验模型，并对模型进行了误差分析和算法复杂度分析。在实 

验模型时间复杂度分析的基础上，提出了两种改进实验模型 

和一种梅森旋转法的改进方案，它们都有效地降低了实验的 

时间复杂度，具有一定的工程应用价值。 

2 Monte-Carlo法关键问题分析 

2．1 误差分析 

Monte-Carlo法作为一种统计分析方法，其样本空间是极 

大的_8]。由于其理论的缺陷，误差的存在是必然的。Monte- 

Carlo法是以随机变量 x的简单子样X ，X2，⋯，xw的算术 

平均值(见式(1))作为所求解的近似值。 

XN= 1∑N X 
』 ；1 

由大数定律可知，设 xl，X2，⋯，Xw独立同分布且具有 

有限期望值，即E(X)<oo，当其算术平均值_~在N充分大 
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时，以概率 1收敛于它的期望值 E(X)。针对 Monte-Carlo方 

法的近似值与真值的误差问题，根据中心极限定理可知，如果 

随机变量序列 X1，Xz，⋯，XN独立同分布，且具有有限非零 

的方差 (见式(2)，式中 ，(z)为 X的分布密度函数)， 

一 I(z—E(x))。f(x)dx<。。 (2) 

则有 ： 

恕P( 一E(X)l< )一去 e ／2 (3) 
当 N充分大时，有如下近似式： 

P(IXN--Ec X)l< ≈去』 。e 出一 一 
(4) 

式中， 称为置信度，1--a称为置信水平。这表明，不等式(6) 

近似地以概率 1-a成立，且误差收敛速度的阶为O(N ／ )。 

[XNm )l< (5) 

通常情况下，Monte-Carlo方法的误差 e定义为： 

￡一 一= =Za／2 (6) 
,／N 

式(6)中乙／z与置信度 是一一对应的，根据问题的要求 

确定出置信水平后，查标准正态分布表就可以确定出 

误差 e中的均方差 是未知的，必须使用其估计值 来代替， 

如式(7)所示。在计算所求量的同时，可计算出口。 

^
一  

／ 1 N N 

2．2 算法复杂度分析 

(7) 

实验模型的算法复杂度包括时间复杂度和空间复杂度， 

时间复杂度是指算法执行过程中每条语句的执行时间与执行 

次数的乘积，空间复杂度是指算法运行所需要的内存空间以 

及产生的数据存储所需要的空间总和。本文研究 Monte- 

Carlo法估算圆周率是在计算机具有足够的内存空间的条件 

下进行的，即对算法进行时间复杂度分析。通过分析Monte- 

Carlo法建模仿真的整个过程以及算法中所涉及的所有运算， 

其计算过程最为复杂、耗时最多的是随机点坐标的生成函数 

rand，大约占用一次循环时间的 8O ～9O 。Matlab软件中 

rand函数有 3种工作状态_43，分别为seed、state和twister。 

由不同工作模式下的随机数生成周期可知，twister工作 

模式下的rand函数具有最好的工作性能，在此工作模式下随 

机数的生成算法为梅森旋转算法[9]，该算法为目前已知生成 

周期最长、随机数质量最好的算法。梅森旋转算法由Makoto 

和Takuji于1998年提出，其递推公式如下： 

+ 一X + o(Xu Ixl+1)A，(忌一O，1，⋯) (8) 

该递推公式是模 2类发生器的一种，即产生二进制的随 

机数位，从而构成随机数。梅森旋转算法产生随机数序列 

{X}，其中X一(X一 ，五，一z，⋯，X!，o)是二进制上的W位 

的字向量。将{X}除以2 一1，即得到区间(O，1)上的均匀随 

机序列{rl}。 

对于式(8)要做的解释是：整数 为递推式的阶数；整数 

r取值范围为o≤ 训一1，隐藏于O(n og2。)的定义中；整数m 
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取值范围为1≤优≤ ；A为Fz域上 wXW阶常数矩阵。砖 

代表取x 的前W—r位，Xl+ 表示取 + 的后 r位。( l 

Xl+ )代表将 的前叫一r位与Xl__ 的后 r位连接，从而组 

成一个新的W位的字向量。 

，m，w，A都是该序列的周期参数。为了得到更长的周 

期，也为了提高计算速度，一般取A为： 

●

● 

● 

1 

‘‘‘ ao 

(9) 

因此XA相当于一个位移运算，即： 

XA一?shift· ĝ ‘x ， if Xo一0 (1o) 
l ft．right(X)O “， if Xo一1 

其中，X一(X 一1，X一2，⋯，Xo)，D一(n一1， 一，口0)。梅 

森旋转算法的特征多项式展开式约有 100多项，且其本原性 

易被证明，因此拥有很好的随机性。 

通过分析可知，算法中使用的主要运算为二进制整数的 

移位、模 2加、大数除法，因此算法整个复杂度即为大数除法 

复杂度 T( 一O( )，W为整数的二进制长度。 

3 仿真结果分析及改进 

采用一个单位面积的正方形包围一个扇形区域，即单位 

圆的第一象限。采用 Matlab中‘twister’状态下的 rand函 

数，均匀地在(O，1)区间内产生 N组随机数[z， ]。如果有 

N1组随机数落人扇形区域，则落人扇形区域的比例为 P— 

M／N；如果 N趋于无穷，那么P趋于Ⅱ／4。 

3。1 仿真结果 

值仿真估算结果如图3所示，随着N的阶数增加，实验 

模型下的 值越来越接近真值，其误差处于置信度 OL=0．05 

的误差区间之内。 

翥 
3J7 

&l 

M一(：仿真实聩计算圆周率 

I_；： 
I_ 未 

～  一  ～ ⋯
． 

— —  

1I ⋯ 

随机实验次数 × 

图1 仿真结果图 

对于 值仿真估算，最为关心的就是仿真结果的有效小 

数位。分析实验结果可知，随着仿真实验次数的阶数增加，仿 

真的 值小数位与理论推导一致。具体如图2所示。 

． 

：  一 _J
， 

， 

／≤ 一 ．。 _§ 端 翻 

图2 有效小数位 

仿真时间的统计是衡量算法复杂度的重要标志之一。如 

表 1所列，随着实验次数 N的阶数增加，仿真时间基本呈现 

一 

乜 

一 

一 

一 

A 



1O倍递增的趋势，有效小数位随着仿真时间的增加而基本按 

照理论推导的方式增加，即O(N- )。 

表 1 仿真时间统计 

N(阶) 2 3 4 5 6 7 

有效小数位 0 1 1 2 2 2 

仿真时间(s) 0．00006 0．00030 0．00310 0．03254 0．22207 1．44971 

N(阶) 8 9 10 11 12 

有效小数位 3 3 4 4 5 一 

仿真时间(s) 15．7117 157．258 2104．34 16203．2 150812 — 

3．2 实验模型改进 

从理论分析可以看出，Monte-Carlo法估算 值仿真模 

型，关键在于每次循环中随机数的计算。而‘twister’状态下 

的rand函数，序列周期为 2 ∞ 一1，此函数的调用在每次循 

环中大约耗费了80 ～9O 的时间。因此，如果要使仿真时 

间尽可能地低，而得到尽可能高的有效小数位，降低 rand函 

数的调用次数是最为直接的方法之一。以下提出两种实验模 

型的改进方案，用以降低仿真时间。 

(1)零驱动模式估计圆周率 

与前文提出的在一次循环中调用两次rand函数的算法 

不同，此处提出的零驱动模式是指X、Y坐标全都由均匀分布 

产生，使实验数组完全均匀分布在单位正方形中，具体实验模 

型如图 3所示。 

图3 零驱动模式估计圆周率 

(2)单驱动模式估计圆周率 

与之前两种实验模型相对应，单驱动模式是将y坐标由 

rand()函数产生， 坐标则为均匀分布产生，具体实验模型如 

图4所示。 
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图 4 单驱动模式估计圆周率 

3种实验模型仿真结果对比如下，仿真时间如表 2所列， 

圆周率实验值的有效小数位如表 3所列。 

表 2 3种实验模型仿真时间(s)对比 

N(阶) 2 3 4 5 6 7 

零驱动模式 0．00005 0．00012 0．00049 0．00264 0．03738 0．09723 

单驱动模式 0．00006 0．00022 0．00192 0．02031 0．17326 0．84479 

双驱动模式 0．00006 0．00030 0．00310 0．03254 0．22207 1．44971 

N(阶) 8 9 10 11 12 一 

零驱动模式 1．71441 18．449 164．44 1945．48 16784．7 一 

单驱动模式 10．7782 90．347 1346．22 10170．8 91482．9 一 

双驱动模式 15．7117 157．258 2104．34 16203．2 150812 一 

表 3 3种实验模型仿真结果有效小数位对比 

从表 3数据可知，零驱动模式、单驱动模式和双驱动模式 

在相同实验次数下，仿真时间比大致为0．2：0．6：1，与理论 

推导一致。对于圆周率实验值的有效小数位，在实验次数较 

低的情况下，双驱动模式优于零驱动模式和单驱动模式，而单 

驱动模式优于零驱动模式，但是在高阶N的情况下，有效小 

数位基本相同。因此，两种改进实验模型能够较好地降低仿 

真时间。 

3．3 梅森算法改进 

由梅森算法的复杂度分析可知，影响算法速度的主要因 

素为每次随机点坐标生成时算法中的大数除法运算，因此提 

高大整数的除法运算效率将会提高整个算法的运算速度。本 

文提出采用移位和预处理的思想，将大数除法转化为乘法以 

降低计算复杂度，从而提高算法效率。 

由梅森旋转算法中的除法还,--异 Ai可知，每次计算仅 

有分子X 是随机的可变的，因此可将该除法运算转化为： 

一 荟． (11) 2 
一 1 2 2 一 1 ⋯  

其中，等式右边分为两部分 X布Ⅱ高zo
，丢仅需移位即可实 

现，因式 在每次不同的除法运算中是不变的，可以在算 

法开始前作为一个常量提前参与计算，整个大数除法运算转 

化为移位运算和两数的乘法运算。对于改进后的乘法运算， 

设z—I I，3，一I I，定义运算 1．I将小数点忽略，即为 

去小数点运算， ，Y作为二进制长度为叫的2个整数参与乘 

法运算。设 x=AX2 +B、y=C·2 +D，其中A，B，C，D 

均为长度为百W的整数。则： 

xy=AC·2w+[(A—B)(D--C)+AC+BD]·2 +BD 

(12) 

将计算后得到的结果进行小数化，得到最终正确结果 。 

改进后算法仅需做3次百w位整数的乘法(AC，BD)和(A--C) 

(B—D)，6次加、减法和2次移位，其复杂度为O( 曙2。)，如 

图 5所示。 

数据位数n 

图 5 两种算法时间复杂度对比 

实验模型中使用的‘twister’状态下的 rand()函数，其数 
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据位为 19937位，那么改进后的梅森算法将使时间复杂度下 

降61倍。因此，本文所提出的改进型梅森算法能大幅度减少 

同等实验次数下的仿真时间。 

结束语 Monte-Carlo方法是用随机试验的方法计算数 

值积分，这为解决实际问题提供了一种新的思路。在圆周率 

仿真计算中，Monte-Carlo法的误差收敛速度为 0( l／ )，一 

般不容易得到精确度较高的近似结果，但其实验设计简单，且 

对计算机的资源要求不高，在较低的实验次数下就能得到较 

高的运算精度。使用单驱动法估算圆周率，在不失精度的前 

提下缩短了运算时间，更好地解决了问题。文中提出的改进 

型梅森算法能够大幅度减少仿真时间，具有一定的应用价值。 
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= (1一A(z)VA( )̂  )V(A(zA )V )≥z，即A(xA )V 

≥z或A( )VA( )̂  ≤1一￡，同理可证A(xV )V ≥￡或 

A(z)̂ A( )h# ≤l一￡。 

“ ”V ，yEL，有 A(xA )V ≥￡或 A( )VA( )̂ 12 

≤1一f，则 RKD(A( )VA( )A12，A(x A )V A)一(1一A(z) 

VA( )A V(A( A )V A)≥t，同理可证 RKD(A( )V A 

( )̂ 12，A(xV )V )一(1一A( )VA( )A12)V(A(zV ) 

V )≥ ，故 A为L上的R ～广义模糊子格的理想。 

(7)“ ”V 2717，yEL，当 A(x A )V ≥A( )V A(z)A 

时，Ro(A(z)VA( )̂  ，A(xA )V )一1≥f，当A(xA )V 

A<：A(z)VA( )A 时，R。(A( )VA( )̂  ，A(x  ̂)V ) 

一 (1一A(z)VA( )A12)V(A(zA．)，)V )≥f，有 A(x  ̂)V 

≥￡或A( )VA( )̂  1一f，故有 A(x  ̂)V A≥A(z)V 

A(z)A 或A(xA 3，)V ≥￡或A(z)VA( )̂  ≤1一￡，同理 

可证 A(zV )V ≥A( )AA(z)A 或A(zV )V ≥￡或A 

( )̂ A( )̂ Z~--1--t。 
“

·#”Vz，yEL，当A(x  ̂)V A≥A( )V A( )A 时， 

尺()(A )VA( )A ，A(xA )V )一1≥ ，当 A(xA )V ≥ 

t或A( )VA( )A ≤ 1一f时，R()(A( )VA( )A ，A(xA 

)V )一(1一A( )AA( )A12)V(A( A )V )≥ ，同理可 

证 R。(A( )̂ A( )A ，A(xV )V )一(1一A( )AA( )̂  

)V(A( V )V )≥t，故 A为L上的Ro_广义模糊子格的 

理想。 

(8)“ ”Vx，yEL，当 1一A( )AA( )A12>~t时，有A 

(z)VA(3，)A ≤ 1一￡，当A(z)VA(3，)̂  AA(xA )V|=【≥￡ 

时，可得 A(x)VA(y)A12>jr或A(  ̂)V ≥z。同理可证 

1一A(z)̂ AA ≥￡或A( )̂ A( )A12>~t或A(zV )V．=【≥ 

t。 

“《=”Vx，yEL，当A( )VA( )A ≤1一t或A(z)VA 

( )Az>jt或A(xV )V aft时，贝0有 R (A( )VA(y)A ， 

A(xA )V )一(1一A(z)VA( )A12)̂ (A(z)VA( )A A 

A(xA )V )≥ ，同理可证R (A( )̂ A( )A ，A(xV )V 

)≥z。 

结束语 本文将一般的R_广义模糊子格与( ， )一fuzzy 

理想相结合，给出了R_广义模糊子格的理想的定义，并讨论 

了它的一系列代数性质。最后给出了8个常见蕴涵算子下 
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R_广义模糊子格的理想的等价条件 这加深了对R_蕴涵算 

子与模糊代数相结合的代数结构的认识，为多值逻辑在控制 

领域的应用提供了新的理论基础。 
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