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摘　要　图神经网络是当前阶段图机器学习的主流工具,发展势头强劲.通过构建抽象图结构,运用图神经网络模型能够高效

地处理多种应用场景下的问题,包括节点预测、链接预测和图分类等方向.与之相对应,一直以来,在大规模图上的应用是图神

经网络训练中的关键点和难点,如何有效、快速地在大规模图数据上进行图神经网络的训练和部署是阻碍图神经网络进一步工

业化应用的一大难题.图神经网络因为能够利用图的网络结构的拓扑信息,所以在如节点预测的赛道上能够取得比一般其他

神经网络如多层感知机等更好的效果,但是图的网络结构的节点个数和边的条数的规模增长制约了图神经网络的训练,真实数

据集的节点数量规模达到千万级别甚至亿级别,或者是部分稠密的网络结构中边的数量规模亦达到了千万级别,使得传统的图

神经网络训练方法均难以直接取得成效.针对以上问题,改进并提出了基于图粗化算法的新型图神经网络训练框架,并在此基

础上提出了两种具体的训练算法,同时配合提出了两种简单的启发式图粗化算法.在精度损失可以接受和内存空间消耗大大

降低的前提下,所提算法能够进一步显著地降低图神经网络的计算量,缩短训练时间,实验结果表明其在常见数据集上均能取

得令人满意的成绩.
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FrameworkandAlgorithmsforAcceleratingTrainingofSemiＧsupervisedGraphNeuralNetwork
BasedonHeuristicCoarseningAlgorithms
CHENYufengandHUANGZengfeng
SchoolofDataScience,FudanUniversity,Shanghai２００４３３,China

　

Abstract　Graphneuralnetworkisthemainstreamtoolofgraphmachinelearningatthecurrentstage,andithasbroaddevelopＧ
mentprospects．Byconstructinganabstractgraphstructure,thegraphneuralnetworkmodelcanbeusedtoefficientlydealwith

problemsinvariousapplicationscenarios,includingnodeprediction,linkprediction,andgraphclassification．Buttheapplication
onlargeＧscalegraphshasalwaysbeenthekeypointanddifficultyingraphneuralnetworktraining．Andhowtoeffectivelyand

quicklytrainanddeploygraphneuralnetworksonlargeＧscalegraphdataisamajorproblemhinderingthefurtherindustrialappliＧ
cationofgraphneuralnetworks．Graphneuralnetworkcanusethetopologicalinformationofthenetworkstructureofthegraph,

soastoachievebetterresultsthanothergeneralneuralnetworkssuchasmultiＧlayerperceptrononthenodepredictionproblem．
Buttherapidgrowthofthenumberofnodesandedgesofthegraph’snetworkstructurerestrictsthetrainingofthegraphneural
network,andthenumberofnodesintherealdatasetistensofmillionsorevenbillions,orthenumberofedgesinsomedensenetＧ
workstructureshasreachedtensofmillions．Thismakesitdifficultfortraditionalgraphneuralnetworktrainingmethodsto
achievedirectresults．Thispaperimprovesandproposesanewframeworkforgraphneuralnetworktrainingbasedonheuristic

graphcoarseningalgorithms,andproposestwospecifictrainingalgorithmsonthisbasis．Thenthispaperproposestwosimple
heuristicgraphcoarseningalgorithms．UndertheguaranteethatthelossofaccuracyisacceptableandthememoryspaceconＧ
sumptionisgreatlyreduced,theproposedalgorithmcanfurthersignificantlyreducebothcalculationtimeandtrainingtimeof

graphneuralnetworks．Experimentshowsthatsatisfactoryresultscanbeachievedoncommondatasets．
Keywords　Graphneuralnetwork,Graphcoarsening,Trainingacceleration,Heuristic,Randomwalk,Unbiased

　

　　近年来,图神经网络(GraphNeuralNetworks,GNN)已

经成为图机器学习的主流工具,它在具有显式图结构或者隐

式图结构的场景中有许多的应用,例如社交网络、推荐系统、

生物蛋白质相互作用网络和知识图谱等方面,在实际应用中

许多复杂的结构都可以用图进行结构的建模.

图神经网络的下游任务一般有３种,分别为节点分类

(NodeClassification),链接预测(LinkPrediction)和图分类

(GraphClassification);输入一般包括图结构信息,即节点和



节点之间的连边关 系 (Connect)、每 个 节 点 所 对 应 的 特 征

(Feature)和其他信息如节点标签(Label)等.节点预测旨在

通过给定的图结构信息和部分节点特征以及类别标签,预测

部分未给出的节点的所属类别;链接预测旨在通过给定的图

结构信息和部分节点特征,预测目标节点之间是否存在相连

接的边;图分类旨在通过给定的图结构信息和图特征以及标

签,预测目标图的所属类别.

本文主要讨论的是节点分类这一最重要的赛道中的问

题,且为半监督(SemiＧsupervised)学习.半监督学习的节点

分类旨在利用部分给出的已标注节点的信息,学习节点的网

络语义表示,对未标注的节点的类别进行预测.如在引文网

络中,每一个节点表示一篇文章,每一条边表示其端点对应的

文章之间的引用关系,节点特征一般由文章内容和标题通过

语义分析处理后给出.特别地,因为在无向图(Undirected
Graphs)中边不具备方向性,所以不对引用关系的主动和被动

加以区分.

在传统的机器学习框架中,模型的损失函数(LossFuncＧ
tion)可以分解为单个样本的损失之和,因此可以使用小批次

训练(MiniＧbatch)和随机优化(StochasticOptimal)来处理比

GPU内存大得多的训练集.

然而,在图神经网络的训练中,节点的表示从其邻居的表

示递归计算得出,k层图神经网络中的每个样本的损失取决

于其k阶(khop)邻居,其所诱导的子图的大小随k呈指数级

增长,使得上述的一般策略失效.因此,在早期的图神经网络

的训练中,通常采用全批次(FullＧbatch)的梯度下降,这就是

处理大规模图数据时所面临的问题.

本文改进并提出了一种新的基于图粗化(GraphCoarseＧ
ning)算法的图神经网络训练框架,并在此基础上提出了两种

具体的算法,同时配合提出了两种图粗化算法.在３个常用

的公开数据集上,对本文算法和常见的图卷积神经网络节点

分类算法进行了对比实验,实验结果在第５章进行说明.分

析结果表明:在精度损失不大的前提下,相比非粗化算法,本

文算法能够大大降低内存的开销;相比粗化算法,本文算法进

一步显著地缩短了图神经网络的计算时间和训练时间.

本文的贡献主要包括两个方面:

１)提出了一个新的图神经网络框架,包括两个具体的图

神经网络结构,相比原始的模型结构有更加严谨的理论推导,

且实验效果得到了提升.

２)提出了两种更简单的粗化算法,相比原始的粗化算法,

计算时间更短但实验效果相差不显著.

１　相关工作

为了方便叙述,表１列出了本文中常用的符号,并解释了

符号的含义.

当前解决图神经网络训练加速的主流思路是基于邻居采

样(NeighborSampling,NS)技巧和子图采样(SubgraphSamＧ

pling,GS)技巧,存在一些经典的解决方案.但除此之外,亦
有一些独特的技巧用来加速训练.本章将对已有的相关方向

的工作做一个简要的介绍.

记A
~
＝A＋I为添加自循环的邻接矩阵,D

~
为A

~
的度矩阵,

A
∧

＝D
~ －１

２A
~
D
~ －１

２ 为正则化后的添加自循环的邻接矩阵.

Kipf等在 文 献 [１]中 提 出 了 基 础 的 图 卷 积 神 经 网 络

(GraphConvolutionalNeuralNetworks,GCN)模型,更新公

式为:

H(k＋１)＝ReLU(D
~ －１

２A
~
D
~ －１

２H(k)ω(k))＝△ (A
∧

H(k))

这是一种直推式(Transductive)的学习,意味着我们需要

在计算时将整个邻接矩阵A 输入模型(随着相关理论的完

善,消息传播神经网络模型最终解决了这一难题),进行“全

局”的矩阵乘法计算,从而更新每一层隐变量的值,当节点个

数增加时,矩阵乘法的计算复杂度呈幂次级增长,这样的开销

是巨大的.

此前已有大量的工作研究了如何加速图神经网络的训

练,尤其是在大规模图上的图神经网络训练,并提出了各种技

术来提高图神经网络训练的可扩展性,下面是不同方向的解

决方案.

表１　符号含义

Table１　Symbolexplanation

符号 含义

G 有权(weighted)无向图,原图

G′ 原图粗化后得到的新图

V 顶点集(nodeset)

E 边集(edgeset)

A 图的邻接(adjacency)矩阵

L 图的拉普拉斯(Laplacian)矩阵

D 图的度(degree)矩阵

d(i) 节点i的出度(outdegree)

W 边的权重矩阵,大小与A相同

H(k) 第k层神经网络的隐变量矩阵

h(k)
u 节点u在第k 层神经网络中的隐变量

N(u) 节点u的邻域(neighbourhood)

φ 原图与新图节点之间的粗化映射

P 粗化映射诱导的粗化矩阵

φ－１(u) 节点u在粗化映射下的原像集

M(i,j) 矩阵 M 的第i行第j列元素

M(i,:) 矩阵 M 的第i行所表示的向量

M(:,j) 矩阵 M 的第j列所表示的向量

v(k) 在第k层神经网络语境下的向量v
vu 对于节点u而言的向量

１．１　邻居采样

经典的方向是解耦节点之间的相互依赖关系,从而缩小

邻居消息聚合的感受域,将更新公式的计算范围从全部样本

缩小到单个样本,以适应小批次训练的要求.

Hamilton等[２]首次采用了邻居采样技巧,提出了 GraphＧ

SAGE(GraphSampleandAggregate)模型,这是一种与直推

式学习相对的归纳(Inductive)学习方法,更新公式为:

h(k)
N(u)＝Aggregate(h(k)

v |∀v∈Nu)

h(k＋１)
u ＝Linear(concat(h(k)

u ,h(k)
N(u))){

其中,aggregate表示聚合函数,concat表示拼接函数.

此时更新公式和 GCN 有所区别,GraphSAGE不再采用

图卷积神经网络的框架,而是改用消息传播神经网络(MesＧ

sagePassingNeuralNetwork,MPNN)的框架,其物理意义是

从邻居节点进行消息传递的聚合(这与 GCN 是一致的),且

目前已经被证明是一种非常有效的策略.但是,注意 GraphＧ

SAGE使用叠加k层神经网络的方法来增大感受野,最后仍

９４陈裕丰,等:基于启发式粗化算法的半监督图神经网络的训练加速框架及算法



等价于在k跳邻居诱导的子图上做消息聚合.当k足够大时

所诱导出的子图和原图将相同,也就是说其算法的时间复杂

度并没有实质性的改进,仅做到了常数级别的优化.

为了弥补这个缺陷,Chen等[３]提出了FastGCN模型,与

GraphSAGE不同,它直接限制了节点的邻居采样范围,使用

分层采 样 (LayerＧwiseSampling)的 技 巧,通 过 重 要 性 采 样

(ImportanceSampling)的方式,从所有节点中采样部分节点

以构成固定的邻居采样域.

对于任意的节点u∈V,其以q(u)∝A
∧
(:,u)２的概率分布

采样出一共t个节点,得到邻居采样域N＝u１,u２,,ut,更新

公式为:

h(k)
N,u＝∑

t

j＝１

A
∧
(u,uj)
q(uj)h(k)

uj

h(k＋１)
u ＝Linear(concat(h(k)

u ,h(k)
N,u)){

在一个小批次内 GraphSAGE的每个样本节点的邻居集

合是独立的,而FastGCN 的所有样本节点共享同一个邻居

集合,因此能够把计算复杂度直接控制到线性级别.但需要

注意,FastGCN 有一个大的缺陷,当待处理的图是大而稀疏

的(实际上真实数据都是如此),由该方法采样得到的相邻层

的样本可能根本没有关联,导致无法学习.

Chen等[４]则基于无偏(Unbiased)近似的思想,提出了SＧ

GCN的模型.在SＧGCN 方法中,保存每个节点在每一层上

的历史值h(k－１)
v ,将其作为其真实值h(k)

v 的一个合理近似,更新

公式为:

A
∧

(k)
uv ＝ N(u)

N(k)(u)A
∧

uv１v∈N(k)(u)

H(k＋１)＝Linear(A
∧

(k)(H(k)－H(kＧ１))＋A
∧

H(k－１){
此时A

∧
(k)为基于邻居采样对A

∧
的无偏近似,Chen等通过理

论分析得到,上述更新公式是 GraphSAGE更新公式的无偏近

似,且方差比 GraphSAGE中所采用的邻居采样方法更小.

１．２　子图采样

与邻居采样的方法不同,子图采样技巧是从原图上采样

子图,然后在这个子图上做局部的、全批次的 GCN训练.

这样做不仅解决了邻居采样的指数化问题,而且可以对

子图直接进行并行处理,大大提高了效率;但是采样出的子图

和原图存在偏差(Bias),直接进行模型的迁移是不合理的,而

且在实践中,每次从一个大图执行随机采样需要对内存进行

多次随机访问,这对 GPU来说依旧是高负荷的.

Chang等[５]提出了ClusterGCN方法.该方法使用聚类

的思想,把原图划分为若干个小块进行训练,以实现子图采

样.具体思路为使用图聚类算法把原图节点分成V＝{V１,

V２,,Vc},然后不放回地随机从V 中抽取共q 个类别构成

顶点集V’＝{Vt１
,Vt２

,,Vtc
},从而诱导生成子图G′.

图聚类算法让相似的节点分在一起,使得类内的节点分

布和原图的节点分布有偏差.为了解决子图采样带来的问

题,ClusterGCN在训练时同时抽取多个类别作为一个批次

参与训练,对节点分布进行平衡.特别地,在训练 GCN 时

ClusterGCN还配合使用了对角增强的标准化策略,以搭建

更深层的网络,具体更新公式为:

H(k＋１)＝Linear((A
∧

＋λdiag(A
∧
))H(k))

其中,λ为对角增强系数.

Zeng等[６]提出了 GraphSAINT(GraphSamplingBased

InductiveLearningMethod)模型,其思路与 SＧGCN 类似,它

显式地考虑了子图采样对 GCN 计算带来的偏差,以保证采

样后节点的聚合过程是无偏的,并且使采样带来的方差尽量

小,具体更新公式为:

h(k＋１)
u ＝∑

v∈V

pu

puv
１{v|u}( )A

∧

uv(ω(k))Th(k)
v

其中,pu表示节点u的被采样的概率,puv表示边eij的被采样的

概率,１{v|u}表示在节点u被采样后节点v是否被采样的指示向

量.通过定义不同的pu和puv即可诱导出不同的采样方法,这

也是其与Chang等提出的ClusterGCN的显著差别之一.

１．３　图简化(GraphReduction,GR)

与子图采样的想法类似,图简化指在对原图进行简化后

得到的新图上进行训练.这种方法是可行的,但需要选择合

适的简化方法,满足在缩小图的规模的同时能够保留特定的

关键属性,以便进行后续的处理和分析.

图简化的思路分为两种:１)边简化,即删除原图的边,在

边上进行简化;２)点简化,即删除原图的点,在点上进行简化.

后者亦被称为图粗化(GraphCoarsening,GC),这是一个合适

的加速 GNN训练的框架.Huang等[７]提出了 CoarsenGCN
的训练框架.

经理论分析,Huang等发现在谱聚类(SpectralClusteＧ

ring)粗化后的新图上做的 APPNP(ApproximatePersonalＧ

izedPropagationofNeuralPredictions)训练,等价于在原图上

做部分受限的 APPNP[８]训练.因此,在粗化后的图G′上训

练,能够大大减少图神经网络训练所需的参数,缩短训练消耗

时间和减少运行内存开销.具体将在第２．３节中进行介绍.

但是和子图采样方法一样,图粗化需要对数据进行预处

理,时间开销和实验效果与粗化算法的选择有较大的关系.

本文在此基础上,基于无偏估计的思路,提出了一种新的图粗

化方法以及基于图粗化算法的新的图神经网络训练框架,旨

在在精度损失最小的情况下得到最快的可迁移的训练方式.

２　研究背景

本章将详细介绍图粗化的算法背景,以及基于图粗化的

图神经网络训练框架.

２．１　图简化理论

Loukas[９]提出了图简化的框架.考虑一般的情形,对于

原图G＝(V,E,W),有 N＝|V|个节点和 M＝|E|条边.假

设图G满足对称性和连通性,记L是一个能表征G 的结构的

稀疏半正定矩阵,即满足当且仅当eij≠０时有L(i,j)≠０.

令L０＝L和x０＝x,其中x是任意的N 维向量.定义如

下的递归方式:

Ll＝P∓
lLl－１P＋

l

xl＝Plxl－１
{

其中,Pl∈ RNl×Nl－１ 是 一 个 列 数 比 行 数 多 的 窄 矩 阵,l＝１,

２,,c是简化的层级,符号＋和∓表示矩阵的伪逆和伪逆的
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转置;Nl表示第l层级的简化维度,满足N０＝N 以及Nc＝n≪

N.向量xc在原空间 RN 上的提升(Lifted)由递归式x~l－１ ＝

P＋
lx~l定义,其中x~c＝xc.

图简化试图找到一系列简化矩阵Pl,使得表征图G 结构

的矩阵L 在简化过程中保持性质不变,称作不变性.

除此不变性以外,一个好的(WellＧdefined)图简化还需要

对于任意的向量x均满足|x~c－x|＜ε.其物理含义为经过c
次简化后得到的向量,在原空间的提升与原向量是足够接近

的.图简化的目的即是寻找满足要求的一系列简化矩阵Pl.

２．２　图粗化理论

粗化是简化的一种,旨在找到一系列满射映射φl:Vl－１→

Vl,由此映射φl诱导的变换矩阵Pl即是上述简化框架中的矩

阵Pl,称作粗化矩阵.

考虑L是原图G 的拉普拉斯矩阵,则 Loukas在文献[８]

中指出,当且仅当P＋ 的所有非零元素相等时,有Lc＝P∓LP＋

是新图Gc的拉普拉斯矩阵.特别地,此时的图粗化被称为保

持拉普拉斯不变性的粗化(LaplacianConsistentCoarsening,

LCC).

定义由粗化映射φl:Vl－１→Vl诱导的粗化矩阵Pl满足:

Pl(r,i)＝
１

|V(r)
l－１|

, 当vi∈V(r)
l－１

０, 当vi∉V(r)
l－１

{
其中,V(r)

l－１＝{v∈Vl－１|φl(v)＝vr,vr∈Vl}表示Vl－１中所有映

射到Vl中节点vr的原像集.

此时可以得到:

P＋
l (r,i)＝

１, 当vi∈V(r)
l－１

０, 当vi∉V(r)
l－１

{
在此框架下得到的权重矩阵更新公式为:

Wl(r,t)＝ ∑
vi∈V

(r)
l－１

　 ∑
vj∈V

(t)
l－１

Wl－１(i,j)

２．３　图粗化框架下神经网络的训练

给定一个原图G,图粗化算法可以返回一个节点个数更

少的新图G′.注意到图神经网络的权重矩阵大小与节点规

模无关,仅与特征维度和隐变量维度相关,因此 Huang等[７]

给出了基于图粗化的图神经网络训练框架,具体如算法１
所示.

算法１　基于图粗化算法的图神经网络训练

输入:图 G＝(V,E),特征矩阵X,标签 Y,图神经网络 GNNG(W),损

失函数L

输出:网络的最优参数W∗

１．使用图粗化算法(例如谱聚类粗化)把原图 G粗化成图 G′,归一化

粗化矩阵为P
∧
;

２．计算粗化后对应的特征矩阵X′＝P
∧

TX和标签Y′＝argmax(X
∧

TY);

３．计算损失函数L(GNNG′(W)(X′),Y′),得到最优参数W∗ ;

４．返回W∗ 作为图神经网络 GNNG(W)的最优训练参数.

３　关于传播系数的理论分析

由前述论证可以发现,原始的基于图粗化算法的训练框

架存在两个问题:１)图粗化算法的选择是从已有的方法中

挑选,具体来说,Huang等所选择的是 Loukas在文献[９Ｇ１０]

中提出的算法,这些算法和下游的图神经网络训练是解耦的,

存在优化目标不一致的问题;２)并未对消息传播框架做更进

一步的分析,只是简单地套用了消息传播神经网络模型,缺乏

对应性.本章基于第二点,详细论述了基于图粗化算法的无

偏的图神经网络聚合方式.

３．１　前提条件

１)采用消息传播神经网络模型进行相应的特征计算:

h(k＋１)
u ＝ ∑

v∈N(u)
αuvh(k)

v ;

２)原图G和新图G′上的节点特征由粗化映射φ 所联系:

hp＝ １
φ－１(p) ∑

r∈φ－１(p)
hr;

３)权重w依公式wpq＝ ∑
r∈φ－１(p)

　 ∑
s∈φ－１(q)

wrs进行转移.

我们希望在特征计算的层面,原图和新图上的消息传递

公式是等价的,也就是说,在新图G′上做消息传递、计算特

征、梯度回传等操作,等价于在原图上做.注意,此处为了简

便,与 Wu等在文献[１１]中提出的假设一致,并不考虑包括激

活函数在内的非线性变换部分.

考虑新图G′上的两层节点特征,分别是节点p在第k＋１
层的隐变量值h(k＋１)

p 和节点q 在第k 层的隐变量值h(k)
q ,它们

的节点特征均由粗化映射计算得出.

h(k＋１)
p ＝ １

φ－１(p) ∑
r∈φ－１(p)

h(k＋１)
r

h(k)
q ＝ １

φ－１(q) ∑
s∈φ－１(q)

h(k)
s

ì

î

í

ï
ï

ïï

希望对于原图G上的消息聚合,能够形式上对应于新图

G′上的消息聚合,即:

h(k＋１)
p ＝ ∑

q∈N(p)
αpqh(k)

q

h(k＋１)
r ＝ ∑

s∈N(r)
αrsh(k)

s
{

应同时成立.

如图１所示,直观上分析,本文的研究目标是f(φ(G))和

φ(f(G))是否相等,即粗化算法和图神经网络是否具备可交

换性.我们将上述表示如下论断,记为原命题 A.

图１　无偏的粗化训练示意图

Fig．１　IllustrationofunbiasedＧcoarseningtraining
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命题A　试求粗化映射φ和对原图G 上任意两个节点p
和节点q 均有定义的消息传播系数αpq以及对新图G′上任意

两个节点r和节点s均有定义的消息传播系数αrs,使得下列

约束方程组成立(分别记为约束方程 A．１和约束方程 A．２):

h(k＋１)
p ＝ ∑

q∈N(p)
αpqh(k)

q (A．１)

h(k＋１)
r ＝ ∑

s∈N(r)
αrsh(k)

s (A．２){
３．２　代数推导

接下来我们给出一个新命题２.

命题B　若有下列３个条件成立,则原命题１成立.

１)对于原图G和新图G′满足,若节点v不在节点u 的邻

域中,则αuv＝０;

２)对于给定的节点p,q∈G′和任意的节点s∈φ－１(q),均
满足 ∑

r∈φ－１(p)
αrs≡Cpq,其中Cpq表示只与p 和q有关的常数;

３)对于任意的节点p和节点q,满足:

αpq＝φ－１(q)

φ－１(p) ∑
r∈φ－１(p)

αrs

下面给出原命题 A在约束条件B．１下的充要性推导.

h(k＋１)
p ＝ ∑

q∈N(p)
αpqh(k)

q

＝ ∑
q∈G′

αpqh(k)
q ⇔ １

φ－１(p) ∑
r∈φ－１(p)

h(k＋１)
r

＝ ∑
q∈G′

αpq
１

φ－１(q) ∑
s∈φ－１(p)

h(k)
s

⇔ １
φ－１(p) ∑

r∈φ－１(p)
　∑

s∈G
αrsh(k)

s

＝ ∑
q∈G′

αpq
１

φ－１(q) ∑
s∈φ－１(p)

h(k)
s

⇔ ∑
r∈φ－１(p)

　∑
s∈G

αrsh(k)
s

＝ ∑
q∈G′

　 ∑
s∈φ－１(p)

φ－１(p)

φ－１(q)αpqh(k)
s

⇔∑
s∈G
　 ∑

r∈φ－１(p)
αrsh(k)

s

＝∑
s∈G
　 ∑

q＝φ(s)

φ－１(p)

φ－１(q)αpqh(k)
s

＝∑
s∈G
　 φ－１(p)

φ－１(φ(s))αpφ(s)h(k)
s

⇔∑
s∈G

φ－１(p)

φ－１(φ(s))αpφ(s)－ ∑
r∈φ－１(p)

αrs
æ

è
ç

ö

ø
÷h(k)

s ＝０

为了使得上述公式成立,只需求和号中每一项的系数均

为零,即可得到约束方程(记φ(s)＝q).

φ－１(p)

φ－１(φ(s))αpφ(s)－ ∑
r∈φ－１(p)

αrs＝０

　⇔αpφ(s)＝φ－１(φ(s))

φ－１(p) ∑
r∈φ－１(p)

αrs

　⇔αpq＝φ－１(q)

φ－１(p) ∑
r∈φ－１(p)

αrs

其中,最后一步变换用到了约束条件B．２,得到的约束公式即

为约束条件B．３,即命题B是命题 A 的充分条件.从上述可

知,由于充分性,我们将命题B．３视作命题 A的松弛化,并在

后续过程中加以分析.

命题B．３　试求粗化映射φ和对原图G 上任意两个节点

p和节点q均有定义的消息传播系数αpq以及对新图G′上任

意两个节点r和节点s均有定义的消息传播系数αrs,使得下

列约束方程成立.

αpq＝φ－１(q)

φ－１(p) ∑
r∈φ－１(p)

αrs

事实上,若不考虑计算复杂性,对于任意合理的粗化映射

φ和传播系数αpq和αrs,已经可以定义出完整的算法框架,如

算法２所示.

算法２　基于图粗化算法的无偏的图神经网络训练

输入:图 G＝(V,E),特征矩阵X,标签 Y,消息聚合模型 GNNG(W),

损失函数L
输出:网络的最优参数W∗

１．通过粗化映射φ把原图 G粗化成图 G′,由φ诱导的粗化矩阵为P;

２．计算粗化后对应的特征矩阵X′＝P
∧

TX和标签Y′＝argmax(P
∧

TY);

３．在图 G′上做消息聚合h(k＋１)
p ＝ ∑

q∈N(p)

φ－１(q)

φ－１(p) ∑
r∈φ－１(p)

αrs( )h(k)
q ,用于

更新节点特征;

４．计算损失函数L(GNNG′(W)(X′),Y′),得到最优参数W∗ ;

５．返回W∗ 作为图神经网络 GNNG(W)的最优训练参数.

３．３　基于随机游走的权重转移

本文通过直接定义传播系数αrs来达成约束条件 B．３,对

算法的计算进行简化.考虑基于随机游走的消息聚合,传播

系数为αrs＝
wrs

∑
u∈G

wus

,带入公式计算得到:

αpq＝ １
φ－１(p) ∑

r∈φ－１(p)
　 ∑

s∈φ－１(p)
αrs

＝φ－１(q)

φ－１(p) ∑
r∈φ－１(p)

wrs

∑
u∈G

wus
＝φ－１(q)

φ－１(p)

∑
r∈φ－１(p)

wrs

∑
u∈G

wus

＝φ－１(q)

φ－１(p)
wpq

∑
v∈G′

wvq

可以发现,这与随机游走的消息聚合系数的定义在形式

上高度近似!

此时,我们可以得到第一个结论:在新图G′上做基于随

机游走的消息聚合等价于在原图G 上做基于随机游走的

消息聚合.但是,此时公式的消息聚合系数需要进行一步缩

放,多乘了一个常数因子.

而此时限制条件B．３的物理意义为:每一个节点s到节

点p 对应的原像集内所有节点的权重之和,与到所有节点的

权重之和(在权重初始化为１时,其值为节点s的出度)的比

值是一个只与节点p相关的常数.

得到的算法如算法３所示.

算法３　基于随机游走的消息聚合的粗化训练

输入:图 G＝(V,E),特征矩阵X,标签 Y,消息聚合模型 GNNG(W),

损失函数L
输出:网络的最优参数W∗

１．通过粗化映射φ把原图 G粗化成图 G′,由φ诱导的粗化矩阵为P;

２．计算粗化后对应的特征矩阵X′＝P
∧

TX和标签Y′＝argmax(P
∧

TY);

３．在图 G′上做基于缩放随机游走系数的消息聚合h(k＋１)
p ＝ ∑

q∈N(p)

φ－１(q)

φ－１(p)
wpq

∑
v∈G′

wvq( )h(k)
q ,用于更新节点特征;

４．计算损失函数L(GNNG′(W)(X′),Y′),得到最优参数W∗ ;
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５．返回W∗ 作为图神经网络 GNNG(W)的最优训练参数.

３．４　基于对称传播的权重转移

注意到约束条件B．３不具有对称性约束,３．３节中提出

的基于随机游走的消息聚合系数同样是非对称的.

下面考虑引入对称性的推导,即αpq＝αqp.

αpq＝φ－１(q)

φ－１(p) ∑
r∈φ－１(p)

αrs

αqp＝φ－１(p)

φ－１(q) ∑
s∈φ－１(p)

αrs

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

两边同时对r和s求和,得到|φ－１(p)|＝|φ－１(q)|,这是

一个极强的约束条件,记为约束条件C,其物理含义为每一个

新图中的节点所对应的原像集是等大的.在此基础上,我们

可以得到一个新的消息聚合系数的计算式:

αpq＝ １
φ－１(p)φ－１(q)

∑
r∈φ－１(p)

　 ∑
s∈φ－１(p)

αrs

此时注意由拉格朗日恒等式可以近似得到:

wpq ≈ １
φ－１(p)||φ－１(q)

∑
r∈φ－１(p)

　 ∑
s∈φ－１(p)

　 wrs

我们只需要令αpq＝ wpq 和αrs＝ wrs ,上述两个公式

就在近似意义上达成了一致,所得到的近似算法如算法４
所示.

算法４　对称传播的消息聚合的粗化训练

输入:图 G＝(V,E),特征矩阵X,标签 Y,消息聚合模型 GNNG(W),

损失函数L
输出:网络的最优参数W∗

１．通过粗化映射φ把原图 G粗化成图 G′,由φ诱导的粗化矩阵为P;

２．计算粗化后对应的特征矩阵X′＝P
∧

TX和标签Y′＝argmax(P
∧

TY);

３．在图 G′上做对称传播的消息聚合h(k＋１)
p ＝ ∑

q∈N(p)
wpqh

(k)
q ,用于更

新节点特征;

４．计算损失函数L(GNNG′(W)(X′),Y′),得到最优参数W∗ ;

５．返回W∗ 作为图神经网络 GNNG(W)的最优训练参数.

４　启发式的图粗化算法

本章将介绍两种启发式的图粗化算法,时间复杂度为

O(|V|＋|E|)(其中,|V|表示图的节点个数,|E|表示图中边

的条数),远远地快于 Loukas在文献[９Ｇ１０]中提出的需要计

算矩阵求逆的算法.

我们考虑将原图上本就相邻的节点聚合到一起,具体的

实现方法有边聚合和点聚合两种.这是因为粗化的物理意义

在直观上就是将原图中的若干个节点聚合在一起,用一个新

节点代替.

需要指出的是,本文并未针对粗化算法的理论保证做约

束,仅仅从计算速度出发设计了两种算法,其中代表边或点的

重要性程度的评估函数均经过对比实验得出,是经验上的选

择.不同的粗化函数或者粗化方式会得到不同的新图G′,显

然这会影响后续的神经网络参数的迁移学习的效果.在规模

化应用时,一种解决思路是根据不同的数据集的特点,针对性

地设计不用的粗化方法,当然这失去了普适性.

故下面介绍两种简单的普适的粗化算法,在５．３节中,通

过分析实验结果表明其适用性广且效果良好.

４．１　边聚合

边聚合算法对图G 中所有的边euv 均计算一个启发式分

数w＝ １
d(u)２＋d(v)２,代表边的重要性程度,然后将重要性

程度低的边的两个端点聚合到一起.具体的流程如算法５
所示.

算法５　基于边聚合的粗化算法

输入:图 G＝(V,E),特征矩阵X,标签Y,粗化系数α
输出:图G′＝(V′,E′),特征矩阵X′,标签Y′

１．对于边euv计算权重w＝ １
d(u)２＋d(v)２;

２．计算所有边的权重的α分位数q,将权重高于q的边的端点映射到

同一个新的图节点,从而得到粗化映射φ;

３．通过粗化映射φ把原图 G粗化成图G′,由φ诱导的粗化矩阵为P,

计算粗化后对应的特征矩阵X′＝P
∧

TX和标签Y′＝argmax(P
∧

TY).

４．２　点聚合

点聚合算法将图G中节点i的出度d(i)视为其重要性程

度,然后将重要性程度低的点随机与其一个邻居节点聚合到

一起.具体的流程如算法６所示.注意到此时的聚合具有随

机性,且当图的节点个数较多时,在实现中会花费较多的

时间.

算法６　基于点聚合的粗化算法

输入:图 G＝(V,E),特征矩阵X,标签Y,粗化系数α
输出:图G′＝(V′,E′),特征矩阵X′,标签Y′

１．计算所有节点的出度d(i)的１－α分位数q,将所有权重低于q的节

点与它的一个邻居随机映射到同一个新的图节点,从而得到粗化映

射φ;

２．通过粗化映射φ把原图 G粗化成图 G′,由φ诱导的粗化矩阵为P,

计算粗化后对应的特征矩阵X′＝P
∧

TX和标签Y′＝argmax(P
∧

TY).

５　实验及效果评估

５．１　实验数据和指标

为了评估前述算法的有效性,本文使用文献[１２]中提出

的３个节点分类数据集 Cora,Citeseer和 Pubmed进行实验.

数据集的具体说明如表２所列.

表２　实验所使用数据集

Table２　Statisticsofnodeclassificationdatasets

名称 节点数 边数 类别数

Cora ２７０８ １０５５６ ７

Citeseer ３３２７ ９２２８ ６

Pubmed １９７１７ ８８６５１ ３

本文采用标准分割(StandardSplit),按默认比例将每个

数据集划分为训练集、验证集和测试集３部分,其中训练集用

于训练模型,验证集用于验证模型训练效果,测试集仅用于评

估模型性能.

本文采用精度(accuracy)(单位为％)、算法计算消耗内存

(单位为 Mb)以及粗化算法总耗时(单位为s)作为评价指标,

用于评估模型节点分类的综合性能和粗化算法的运行速度以

及计算开销.

５．２　对比模型和方法

为了验证本文算法的有效性,实验设计共选取３个同质
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图神经网 络 模 型 作 为 对 照 组:GCN[１],Random Walk[１３]和

CoarsenGCN[７].对于本文算法,一共选取４组实验组,由聚

合算法１(记为 RW)、聚合算法２(记为SQRT)与粗化算法３
(记为Edge)、粗化算法４(记为 Node)两两搭配而成.

本文的实验主语言为 Python,通过 PyTorch和 DGL[１４]

实现图神经网络模型的开发,利用交叉熵损失函数 CrossEnＧ

tropy[１５]计算训练误差和 Adam[１６]优化器优化模型参数.

为了进行公平的比较,实验设计统一采取深度为２的图

神经网络结构,且隐变量的维度保持一致,这是由于粗化算法

的主要优化正在于图规模和特征维度上的缩小,若不一致则

会导致无法对内存占用空间进行比较.对于使用图粗化算法

框架的几种算法,采用统一的粗化系数α＝０．５.

由于模型参数的随机初始化和训练时的提前终止(Early
Stop)策略会对最终结果造成影响,实验设计采用每个模型在

每个数据集上运行２０次取计算结果的平均值的方法.

５．３　实验结果和分析

表３列出了不同的图神经网络模型在数据集 Cora、CiteＧ

seer和Pubmed上的精度、粗化算法总耗时和算法计算消耗

内存的情况,其中最佳的数据用粗体标出,可以得出如下

结论:

１)在Cora数据集上,本文算法的最佳精度相比 GCN 仅

有０．５％的损失,表现略优于 CoarsenGCN,且此时的计算内

存消耗降低了４４．９８％;粗化算法总耗时平均有高达９１．０４％
的降幅,运算速度提升显著.

２)在Citeseer数据集上,本文算法的最佳精度相比 GCN
有１．２％的提高,表现优于CoarsenGCN,且此时的计算内存

消耗降低了３９．８６％;粗化算法总耗时平均降幅为８９．９８％,

提升显著.

３)在Pubmed数据集上,本文算法的最佳精度相比 GCN
有０．４％的损失,表现略优于 CoarsenGCN,且此时的计算内

存消耗降低了 ４８．２３％;粗化算法总耗时平均降幅仍高达

８９．９６％,同样提升显著.

４)本文提出的两种消息聚合方法在同一数据集上的表现

差距并不大,基本在１％以内,但是不同的粗化算法在同一数

据集上的表现存在差异;而且在Pubmed数据集上,基于边聚

合的粗化算法所搭配的两种算法模型均精度损失严重.

５)基于点聚合粗化算法所花费时间更长,消耗的时间的

增幅平均达到６２．８４％;内存开销主要由计算涉及的矩阵的

大小所决定,因此在粗化算法框架下内存开销均有所降低,其

平均值４３．９７％与粗化系数α＝０．５相差不大,符合预期.

表３　不同模型在数据集上的实验结果对比

Table３　Comparisonofexperimentresultsofdifferentmethodsondatasets

模型
Cora

精度 内存 时间

Citeseer
精度 内存 时间

Pubmed
精度 内存 时间

GCN[１] ０．８２３ ２７．４８ － ０．７１１ ５２．７４ － ０．７９９ １３５．８４ －

Random Walk[１６] ０．８１４ ２８．４２ － ０．７１５ ６３．６９ － ０．７９２ １３５．８４ －

CoarsenGCN[７] ０．８１７ １４．３１ ４．４５１ ０．６９６ ３１．５７ ６．２７０ ０．７９１ ６７．９２ ２６．１７５

Ours(RW,Edge) ０．７８９ １４．４０ ０．１７４ ０．７２１ ３１．７２ ０．４５９ ０．７１３ ７１．８９ １．２９１

Ours(SQRT,Edge) ０．７９１ １４．４０ ０．１８４ ０．７２３ ３１．７２ ０．３８６ ０．７２２ ７１．８９ １．２５０

Ours(RW,Node) ０．８０９ １５．０９ ０．６８９ ０．６８５ ３１．５３ ０．８４９ ０．７９５ ７０．３２ ４．０２１

Ours(SQRT,Node) ０．８１８ １５．１２ ０．５４８ ０．６９６ ３１．６４ ０．８２０ ０．７８１ ７１．１９ ３．９４５

　　总体来说,实验结果表明,精度损失在１％以内,本文算

法在粗化速度上得到了高达９０％左右的巨幅提升,在计算内

存消耗上亦有明显增加,与粗化系数保持大致相同.

通过分析Pubmed数据集上的表现可以发现,基于边聚

合的粗化算法是模型表现不佳的原因.这是因为Pubmed数

据集的发散程度较高,有超过４０％的节点的度为１,当采用边

聚合的粗化算法时容易在局部出现把所有邻居全部聚合到一

起的不合理情况.实验结果也表明,针对不同的数据集应该

采用对应的合理的粗化算法.

另一方面可以发现,基于点聚合的粗化算法花费的时间

更长,经分析发现,主要的时间开销集中在算法４的步骤１,

其中涉及的随机抽取一个邻居节点是非常耗时的.这是因为

DGL中并未有内置的函数调用以优化操作,以及这一步的理

论时间花费为|N(u)|,即遍历它的邻域,当邻域太大时耗时

较长.相比基于边聚合的粗化算法浪费了更多的时间.这说

明两种粗化算法在精度和时间上存在区别,与原始数据集的

结构特征有关.

此外,大量 的 工 作 证 实,Random Walk模 型 在 一 般 情

况下确实不如 GCN 模型表现好,对称性在网络语义表示

中起到了关键作用.这可以作为本文提出的 RW 算法模

型不如 CoarsenGCN模型 的 部 分 解 释.当 然 表 ４所 列 的

实验结果表明精度损失不明显,精度互有高低,并不构成

本质上的差距及模型间的优劣.

５．４　模型特点分析

目前已有诸多优秀的模型结构,如在第１章中已经介绍

过各种各样的方法.为了进行统一的对比,表４详细列出了

各类方法之间的结构性特点,主要体现在３个方面:在大规模

图上的可扩展性、算法是否需要进行预处理以及在消息聚合

框架下的算法主体的计算复杂度.

自然,与CoarsenGCN 类似,本文算法的框架是在大图

上可扩展的,粗化方法可以和诸如邻居采样、子图采样之类

方法混用,以达到在特定数据集上调优的目的.

从本质上来说,在k阶邻居诱导的子图上进行消息的

聚合本身就是指数级的运算,在不丢失信息的情况下,难

以将基于采 样 思 想 的 算 法 的 时 间 复 杂 度 控 制 在 线 性 级.

而通过预处理,将原图降采样是一个不错的解决思路,这

是因为如果 能 够 将 整 个 图 都 放 入 内 存 进 行 全 批 次 计 算,

GCN的时间复 杂 度 是 线 性 级.但 是 此 时 预 处 理 的 时 间
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成本成为了时间开销的主体,是不能被忽略的.

表４　部分常见模型结构的特性对比

Table４　Comparisonofcharacteristicsofsomecommonmodel

structures

模型 可扩展性 预处理 计算复杂度

GraphSAGE[２] √ － 指数级

FastGCN[３] － － 一阶线性

SＧGCN[４] √ － 指数级

PPRGo[１７] － √ 高阶线性

ClusterGCN[５] √ √ 一阶线性

GraphSAINT[６] √ － 一阶线性

SGC[１１] － － 一阶线性

CoarsenGCN[７] √ √ 高阶线性

Ours √ － 一阶线性

对于图神经网络的训练而言,加速就是在信息损失和预

处理时间花费上做权衡(TradeＧoff),邻居采样和子图采用的

理论基础都是如此,粗化亦然.在第３章中提及了两个强约

束,即约束条件B．２和约束条件C,在实际实现中是难以满足

的.也就是说粗化在通常情况下必然是有损压缩,粗化算法

所探求的即为在损失尽可能小的情况下,计算速度提升尽可

能大.这也是本文算法的核心动机之一.同时,现在的图神

经网络训练大多依赖于 GPU,粗化虽然只是常数级别的缩

减,但足以应对大多数导致OOM(OutofMemory)的情况,对

于一些在小显存 GPU上的训练有明显的帮助.

实际应用的场景下,应该根据不同的情况采取不同的方

法,图粗化提出了一种新的解决问题的视角和思路.

结束语　本文提出了一种新的基于图粗化算法的图神经

网络训练框架,和现有的其他图神经网络训练方法相比,本文

方法是基于图粗化算法的,有本质动机上的区别,并且能够在

精度损失不明显的情况下,将模型的训练速度提高９０％左

右.该方法改进了已有图粗化算法计算时间开销大的问题,

通过提出两种启发式的图粗化算法,并结合新的无偏的消息

聚合系数计算公式,得到了简单快速的训练框架,这是基于已

有结构的二次创新.

未来的工作包括进一步研究更精妙的图粗化算法,以期

能够实现图粗化算法和图神经网络训练上下游相结合的端到

端的图神经网络结构,以及对前述提到的两个约束条件进行

更细致的分析,给出更严格的理论约束,用于指导算法设计.
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