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摘 要 中心时间序列表明了一个时间序列集合中的公共特征，是时间序列聚类的重要手段。提出了一个利用动态 

规划求解两条时间序列DTW 中心的方法，即以最小化中心序列到两条样本序列的 DTW 距 离平方和为目标，递归求 

解最优解。在此基础上，给出了基于中心与样本匹配度的剪枝方法，降低 了时间复杂度。并在理论上证明了该方法可 

以获得最优解。实验结果显示，相比于DBA算法，该算法能够获得更小的DTW距离平方和，并且有更好的鲁棒性。 
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Abstract The central time series plays an important role in time series clustering，which indicates the common features 

of time series．W e proposed dynamic planning approach called DPSSD to calculate central time series of two time series． 

The approach is recursive based on the minimizing sum of squares of DTW (SSD)distance from central series to two 

sample series．Degree-pruning was also introduced to decrease the algorithm time complexity．The proposed algorithm 

was proved theoretically．It can achieve the optimal solution．In the experiments，the results illustrate that our approa— 

ches have much better performance and robustness than DBA，which is measured by SSD． 
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1 引言 

作为一种重要的数据形式，时间序列被广泛地应用于多 

个领域，如生物、金融、多媒体以及图像分析等_】]，由于其重要 

性和普遍性，被世界范围内的学者广泛研究。时间序列聚类 

是其中最为典型的一种，其 目标是通过将未标注的时间序列 

集合中的序列划分到不同的组别中，确保组内的序列相似程 

度最大、组间序列差异程度最大，从而识别时间序列集合的结 

构L2]，这个问题常常转化为如何衡量时间序列的距离并计算 

序列的中心-3]。就时间序列的相似程度而言，有多种衡量方 

法，如欧 氏距离、Mikowski距离、Pearsons相关系数距离、 

KullbackCLiebler距离和动态时间规整(DTW)距离，其中，欧 

氏距离和 DTW 距离是使用最为广泛的两种。前者非常简单 

且容易应用 ，大多数关于时间序列聚类的研究都是简单地计 

算每一条时间序列在相同位置处的欧氏距离的平均值，以此 

作为中心时间序列l_4]，当时间序列变化的同步性较好时，这种 

基于欧氏距离的中心时间序列非常有效。但在实际应用中， 

大多数的时间序列都会有一定程度的伸缩和偏移，这种情况 

下欧氏距离的计算方法会损失序列的形状特征。相反，DTW 

距离允许在时间上伸缩和偏移，从而发现不同相位上相似的 

形状 ，但同时带来的问题是很难计算这种情况下的中心时 

间序列。本文提出了一种动态规划方法 ，通过最小化中心序 

列到两条样本序列的动态时间规整(Dynamic Time Warping， 

DTW)的距离平方和(Sum of Squares of DTW，SSD)来求解 

两条时间序列的中心序列，称为 DPSSD(Dynamic Planning 

based on ssD)算法，并使用基于度的剪枝方法来降低其时间 

复杂度。 

本文第 2节讨论了早期研究的相关工作 以及对应 的方 

法；第 3节指出了相关概念并给出了相关理论和证明；第 4节 

阐述了DPSSD方法；第 5节详细给出了实验的结果和讨论 ； 

最后总结了本文工作并提出了未来的进一步工作计划。 

2 相关工作 

对于时间序列聚类问题 ，国内的研究者多从降维的角度 

出发，通过使用关键点抽取[6]、独立成分分析[7]等特征提取手 

段 ，降低原始序列维度，提高聚类效率，而鲜有关于求取时间 

序列中心的研究。 

由于很难给出时间序列的中心，一些国外的研究者尝试 

找到自己的解决方法。Gupta等人 8 介绍了一种非线性校准 

和平均滤波方法来寻找两个时间序列的平均值。但是该方法 
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无法确保中心时间序列和两个原始时间序列的距离相等，这 

与 Salvador的说法相矛盾，他认为中心时间序列与两个原始 

时间序列的距离应该是相等的 。NiennattrakulE 介绍了一 

种三次样条插值的方法，使平均时间序列到原始时间序列的 

距离相等，然后通过迭代，不断调整平均时间序列，从而平衡 

其到原始序列的距离。但是该方法有一个缺点：中心时间序 

列仅仅通过简单计算每一条时间序列在相同位置上的欧氏距 

离的平均值得到，这损失了时间序列的形状特征，所以平均时 

间序列到所有时间序列的距离之和不是最小的l_9 。动态时 

间规整(DTW)是 Bemdt和 liffordE5]提出的，用于衡量时间序 

列的相似程度 ，它使用非线性的对齐方式，通过在时间轴上的 

伸缩和偏移来校准时间序列。 

Petitjean等人[1 提出了 DTW 重心平均 (DTW Barycen— 

ter Averaging，DBA)的方法，通过平均一个时间序列集合来 

获得中心时间序列。初始的时间序列是随机选择的，然后计 

算每一个独立的时间序列和临时的中心时间序列的距离，利 

用计算的结果优化并生成新的临时中心时间序列，重复迭代 

这个过程，直到得到的新的中心时间序列稳定，其采用组 内 

DTW 距离平方和(Within-Group Sum of Squares，WGSS)来 

衡量算法效果。DBA是一个近似迭代算法 ，也是目前最流行 

的方法，但是其获得的中心时间序列是次优解。 

本文提出了一种新的方法，通过其能够得到与两条时间 

序列 DTW距离平方和(即 SSD)最小的中心时间序列的理论 

上的最优解，其中 SSD在组 内仅有两条序列时，其值与 

WGSS相同。 

3 DTW 距离和匹配度理论 

为了规范化我们的问题，本节定义了一些相关概念 ，并对 

一 些定理做了证明。 

3．1 DTW距离和约束 

时间序列是欧氏空间中的一个 维 向量 ，zz，⋯， 

]，五或者 ( )是其第 i个元素，且 x(i1：i2)一Iẍ z“+1， 

⋯
， ]( -≤ z)是 的子序列。 

在计算给定的两个时间序列的距离时，两者的匹配关系 

常常不是一对一的，而是为了匹配形状特征进行了规整。给 

定长度为m的时间序列x[x ，zz，⋯，X ]和长度为n的时间 

序列yEy1， 2，⋯， ]，用2×L的矩阵WEEw 2] ，[W21， 

W2z] ，⋯，WL1，WL2 W]来表示 和Y的匹配关系，这里的L 

是匹配路径的长度，满足 ∈{1，2，⋯，m}，Wk2∈{1，2，⋯， 

}，k∈{1，2，⋯，L}，即 和 ，匹配。若交换矩阵w 的两 

行，则用Ⅵ广 表示新得到的矩阵。如此，若[ ，Wkz] 是w 

的第 愚列，则旷  的第 k列为[ 2，Wk1] 。 

对于给定的长度为 m的时间序列 x和长度为 的时间 

序列Y，以及它们的匹配路径w，用 表示w的第i行、第J 

列的元素。式(1)定义了操作符 ( ，Y，W， )，表示在路径 w 

上与 ( )匹配的所有Y上的元素的集合。式(2)定义了操作 

符 统(w， )，表示在路径 w上与 ( )匹配的 y(ja：jb)的元组 

(ja，jb)。 

dt(x，Y，W， )一{ ( )lWk2一i， 一 l}， 一1，⋯， (1) 

(w， )一(min{w／1 Jwj2一i)，max{w／1 l训 2一i})， 一1， 

(2) 

p(W， ，j，)一圣(xwk1一 2)。 (3) 

fo， if i=o andj=O 

1∞。 else if i=0 or J—O 

1 fDTW(i叫 1) 

【 lDTw( ， 一1) 

X 

C 

y 

图 1 一个 时l司序列 中心 的例子 

给定两个时间序列x[x-，X2，⋯， ]和y[ya，y2，⋯， ]， 

设时间序列c[z]是 和Y长度为 1的中心序列，则式(6)定义 

了最小距离和。 

err(x，y)一rain(善(五-x) +墨(∞-x)。) (6) 
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为了找到满足使 (五一 )z+ ( 一-z)z取得最小值 
f一 1 J一 1 

的 ，令： 
m  

(∑( --x)。4-E(Yj--x) ) 
— — 生三1_—————————j三 ——————一  

dx 

求解可得对应的x，用 avg(x，y)表示，其定义为式(8)。 
m ” 

∑ 4- ∑ 
avg(x，v)一 L— 三L  (8) 

n —r rt 

根据式(6)、式(8)以及 DTW路径匹配关系，我们得出定 

理 2。 

定理 2 给定两个时间序列 X和 Y，令 C为二者 长度的 

DTW 中心，用 和Wcy分别表示从C到 和从C到Y的匹配 

路径。那么对于 f一1，2，⋯，k，有 c( )=avg(Jffx，Y，Wx， )U 

，Y，w ， ))。 

根据 DTW 以及 DTW 中心的定义，派生出定理 3的剪枝 

策略。 

定理 3 对于给定的两个时间序列 和 y，存在二者的 

DTW 中心 C及其相应的DTW 匹配路径 和 ，满足 ：若 

[ ， ] ∈ 、[ ，q] ∈ ，则有 Degree( ，￡)一Degree 

( ，q)：1或 Degree(Wcy，￡)=Degree(Wj, ， )一1。 

证明：设 c~Wex和 Wcy是式(5)的任意解 ，证明的思路是用 

递归的方法构造另一个解 C 、 和 ，同时满足式(5)和定 

理 3。假设[￡， 是 的第 n列，Et，q] 是 的第 b列。 

根据定义 1，有 Degree( ，￡)一1或 Degree(W~ ，户)一1，以 

及 Degree(W~y，￡)一1或 Degree(W~ ，g)一1。故不失一般 

性，我们考虑下面两种情况。 

若 Degree(W~ ，户)>1且 Degree(W~ ，q)>1，从 e中删 

掉第t个元素得到 c ，从 w 和 w 中分别删去第a列和第 b 

列得到 w 和w 。 

若 1<Dgg g( ，￡)≤Degree( ， )，用子序列 z一 ， 

， ⋯ ， ]替代C的第t个元素，得到e 。这里的 —c(￡)，z的长 

度是 Degree(W~，f)，然后用从子序列 z到 c，X， ，￡)一一 

对应替换掉[￡， ] ，得到w 。相似地，用从子序列 z到 。 

(c， ，Wc，，￡)一一对应替换掉[￡，q] ，得到w0。 

注意到以上两种情况下得到的 C 、w2和w ，相应的距 

离和都没有增加 ，但是“合法的”的匹配都已经被删除或者替 

换 ，递归地使用上面的方法，即可满足该定理的条件。 

证毕。 

4 最小SSD距离算法 

本节提 出了利用最小 SSD距离计算两条 时间序列 的 

DTW 中心的算法 DPSSD。对于给定的长度为 m的时间序列 

x和长度为，z的时间序列Y，引入了动态规划的方法来计算二 

者的 DTW 中心以及相应的距离和，算法的主要步骤描述如 

下 。 

对于 一1，⋯，m和 一1，⋯， ，递归计算 (1： )和 (1： 

)的DTW 中心以及相应的 DTw 距离和。对于每一个 i和 

，其 DTW距离和的计算是以下两部分相加的和。 

a)第一部分 ，考虑从 C的最后一项到X(1： )和 (1： )的 

所有可能的匹配，由定理 2可知， (1： )和 (1： )的平均值正 

是式(6)的解。注意到，对于 DTW 中心 ，由定理 3可知，其匹 
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配关系在搜索空间中被剪枝了。 

b)第二部分，除去第一部分中的匹配关系，我们得到了一 

个由更小的 i和 组成的递归子问题。 

Disto一 

0， 1t i一 0 and J一 0 

。。． else if =0 or J=0 

f min DistH 1 4-gn啤 ? 
I q∈{1，⋯，J) 

I min Dis l+e (9) 
mi { ·⋯，J) ， otherwise 

I p∈ra{ ，i⋯n Dis6-l,j 1 4-errg} 
I min Dist 一1，J+Pr哆‘ 
pE{1，-”，i} 

Centl 』 ， i —o。 一0 (1o)j= I 
Cen ① ， 。therwise 

对于给定的长度为 m的时间序列x和长度为 的时间 

序列Y，对于 i=1，⋯，m和 一1，⋯， ，用 Cent~j表示 x(1： ) 

和y(1： )的DTW 中心，Dist 表示DTW(Cento，x[1：i])和 

DTW(Cent y[1： ])的和。式(9)和式(1O)分别给出了 Dis— 

t 和 Cent 的递归关系。 

这里 er瓒譬一err(x(ia： )，y(ja，jb))，口 ：砻一avg( 

(ia：ib)，y(ja，jb))；P、q满足 Dist加 4-er4；{=Disto( ∈{1， 

⋯

，i}，q∈{1，⋯，． )；符号“o”是用于连接时间序列和一个 

数的操作符。举个例子，[1，2，3，4]0 5一[1，2，3，4，53。图2 

演示了这种递归关系。 

— -x ⋯ ：■一面； 一面 —一：■—— ⋯ 一 

C 

一 一  一  ⋯ 一 一  一 一  =l- ⋯ ⋯ ⋯  
Distp—l，，一1+avg(x ：司，y ：J】) 

(a) 

—一 ；f‘ ： ；： ‘ ；。。 ： ’—； ⋯  

一 一  ⋯ 一 一  ⋯ 一 一  ⋯ ⋯ ⋯  

Di时P—i，J+m憎(x ：司，y ： 1) 

(b) 

Y yl 
， 

c ●cl 

X l 

Dist~一1 一：t+avff(xti：il，y沁：J1) 

(c) 

一  一  ⋯  

．

一  一  一  

．

一  ⋯ 一  

(d) 

图 2 递归匹配关系示例 

．  

C  



 

算法 1 DPSSD算法 

Input：m-length time series x and n-length Y 

Ensure：Cent and Dist． 

1．1et M be a(m+1)×(n+1) 

matrix of tuples(ip，JP，ia，ie，error，length) 

2．fori一0tom，j=0to n do 

3． M(i，j)一(O，0，0，0，。o，O) 

4．endfor 

5．M (O，O)=(0，0，0，0，0，O) 

6．fori一1 tOm，j=1 tO n do 

7． for p—i downto1 do 

8． update Matrix(i，j，p--1，j一1，P，j) 

9． update Matrix(i，j，p--1，j，P，j) 

lO． endfor 

11． for q=j downto 1 do 

12． update Matrix(i，j，i一1，q--1，j一1，i，q) 

13． update Matrix(i，j，i，q--1，i，q) 

14． endfor 

15．endfor 

16．Dist=M (m ，n)，error 

17．Let(i，j)一(m，n) 

18．while p> 0 and q> 0 do 

19． Let(i ，j ，ia，ja，error，k)=M(i，j) 

20． Let Cent[k]=avg(x(ia：i)，y(ja：j)) 

21． Let(i，j)=(i ，j ) 

22．end while 

23．reture Cent，Dist 

24．function update Matrix(i，j，ip，jp，ia，ja) 

25．error=M(ip。jP)．error+err(x(ia：i)，y(ja：j)) 

26． if error<M(i，j)．errror 

27． M(i，j)=(ip，Jp，ia，ja，error，M(ip，jP)．1enght+1) 

28． endif 

29．end function 

DPSSD算法过程如算法 1所示。算法的第一行定义 了 

匹配误差矩阵 M，M( ：歹)一(ip，JP，ia， 口，P肿 r，length)， 

length表示x(1： )和 y(1： )中心的长度，且有递归关系M(i： 

)．error=M(ip：jP)．error+avg(x(ia： )，y(ja： ))。如图 2 

所示，(ip，Jp，ia，ja)的值由4个可能的分支( 一1，J一1，P， 

)、(p一1，J，P， )、( 一1，q一1，i，q)以及 ( ，q一1，i，q)得到 ， 

分别对应着算法 1中的第 8、9、12和 13行。这个动态规划的 

过程是为了得到最小的误差 ，且误差 M(i：J)即是从中心到 

x(1： )和 y(1： )的距离之和。 

从算法 1中的第 6、7和 11行可以得出，算法的时间复杂 

度是 0( 。)。 

5 实验 

实验使用的数据集来 自UCR的聚类／分类数据集“data— 

set1”中的训练集合 ]，共 2O个。每一个数据集中的时间序 

列都有着相同的长度且属于不同的内部分类，这些时间序列 

的长度从6O到637不等，数据集的大小从 14到 1000不等。 

实验内容是计算不同的算法在求解给定的两个时间序列的 

DTW 中心的效果 ，实验中的每一个时间序列 xEx ”，而]都 

被归一化为Y[Y ”， ]，对于 =1，⋯， ，满足 生 ， 

这里的 是 的平均数 ， 是标准差，实验的效果采用 SSD来 

衡量。 

表 I DBA和 DPSSD算法的结果比较 

表 1展示了分别采用 DPSSD算法和 DBA算法得到的 

DTW 中心的结果。第一列是数据集的名字，第二列是数据集 

中时间序列的长度，第三列是数据集的大小 ，第 四列是 DBA 

算法的结果，第五列是DPSSD算法的结果，第六列是第五列 

和第四列的比值。DBA算法对初始化数据敏感，实验中使用 

了不同的初始化 数据，表 中记 录的是较小 的结果。由于 

DPSSD算法可以在理论上证明能得到最优解 ，因此对于不同 

维度和大小的数据集，其效果明显好于 DBA。 

图3展示了一个使用 DPSSD算法和DBA计算两条样本 

时间序列 DTW 中心的例子。图 3(a)给出了“Trace”数据集 

中的第二条和第三条时间序列 ，图3(b)则说明了两种算法的 

结果，该实验使用了第三条时间序列作为DBA算法递归步骤 

的初始化数据。本文算法的结果是理论上全局最小的结果， 

其长度短于原始序列。 

吣州 T  
| 

～-● 

0 50 100 150 2fi0 250 300 

(a)时间序列数据 

(b)DBA与 DPSSD结果对比 

图 3 DBA与DPSSD算法得到的DTW 中心序列 
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总体上，对于给定的时间序列，DPSSD算法可以获得理 

论上的全局最优解，而 DBA算法则常常落入局部最优解 。 

结束语 本文提出了基于最小化中心序列到样本序列的 

DTW 距离平方和来求解两条序列的中心序列的动态规划算 

法 DPSSD。本文通过引入匹配度理论 ，在理论上证明了该算 

法能够得到两条时间序列的 DTW 中心的最优解，同时还基 

于该理论，提出了相应的剪枝策略，从而降低了算法的时间复 

杂度。实验结果显示，应用该算法求得的中心序列与两条样 

本序列的DTW 距离和小于 DBA的解，序列长度也小于 DBA 

的解，同时保留了时间序列的形状特征，算法在鲁棒性上也优 

于 DBA。 

在下一步的研究中，我们将进一步讨论如何求解多条时 

间序列的DTW 中心，并将我们的研究用于生物、金融和图像 

分析等领域。提出的算法也可以被用来对大脑认知时间序列 

进行动态时变分析。 
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