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摘 要 协同过滤是目前推荐系统最常用的技术之一，相比于传统的推荐技术具有一定优势，但其缺点是受用户对商 

品评价的稀疏性制约，现阶段一般利用矩阵填充技术来解决这一问题。主要研究了基于低秩的矩阵填充模型，针对原 

有模型解对所有奇异值用同一值收缩的问题，提 出了一种加权核范数最小化模型以提 高核范数灵活度，给出了该模型 

用收缩算子可得到全局最优解的相关定理及证明，同时对模型的另一种形式在求解过程中的迭代收敛性进行 了证明。 

用凸优化主流算法在两种真实数据集上进行的实验表明，改进后的模型一定程度上提 高了计算速度与准确性。 
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Abstract Collaborative filtering is one of the popular techniques used in recommendation system．It has some advanta- 

ges over traditional recommendation technologies．But the limitation is that it is constrained by the data sparsity．Matrix 

completion technology can be used to solve this problem．This paper proposed an weighted nuclear norm minimization 

(W NNM )model for matrix completion to improve the flexibility of nuclear norm,Under certain condition，it can be 

proved to get global optimal solution~M eanwhile，convergence for another form of the proposed model was confirm ed． 

With two real data sets，convex optimization algorithm of nuclear nOITfl minimization was achieved to verify the proposed 

mode1．The result proves that to some extent it improves the computational speed and accuracy． 

Keywords Collaborative filtering，Matrix completion，Low rank，Convex optimization algorithm 

1 绪论 

Internet的快速发展将人类带入了信息社会和网络经济 

时代，在如今电子商务的虚拟环境下，商家所提供的商品种类 

和数量非常多，消费者很难快速有效地挑选出需要 的商品。 

在这种背景下，推荐系统(Recommender Systems)应运而生， 

它根据用户的特征，推荐满足用户要求的对象。协同过滤方 

法_1]是目前推荐系统中比较常用的技术，它通过分析用户兴 

趣 ，在用户群中找到与指定用户相似(有共同兴趣)的用户，综 

合这些相似用户对某一信息的评价，形成系统对该指定用户 

关于此信息的喜好程度预测。协同过滤方法通常分为基于用 

户的和基于项目的两种，与传统文本过滤相比，协同过滤有下 

列优点：能够过滤难以进行机器 自动基于内容分析的信息，如 

艺术品、音乐；能够基于一些复杂的、难以表达的概念(比如品 

位)进行过滤；推荐具有新颖性。但该方法也有一定 的局限 

性： 

1)用户对商品的评价非常稀疏，基于用户评价得到的用 

户间的相似性可能不准确(即稀疏性问题)； 

2)随着用户和商品的增多，系统的性能会越来越低； 

3)~ll果从来没有用户对某一商品加以评价，则这个商品 

就不可能被推荐(冷启动问题)。 

为了解决上述用户评分的稀疏问题，我们尝试用一些方 

法猜测用户对商品的评价。用户一商 品的关系一般用矩阵表 

示，矩阵内的元素即某用户对某商品的评分，这样来说，预测 

评分其实就是一种矩阵填充[2](Matrix Completion)。矩阵填 

充考虑：对于某个矩阵，只能采样得到一部分元素，其它一部 
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分或大部分元素由于各种原因丢失了或无法得到，如何将这 

些空缺的元素合理准确地填充。比如我们熟知的 Netflix问 

题 ，就是典型的矩阵填充问题 。 

矩阵填充问题其实是压缩传感的推广，但它利用的是矩 

阵奇异值的稀疏性，即矩阵的低秩性。根据不同的情境，低秩 

矩阵填充问题也可以被称为低秩矩阵分解、鲁棒主成分分析 

(RPCA)、低秩稀疏非相干分解 (Rank-sparsity incoherence) 

等。 

机器学习是人工智能的重要分支之一，是一种用于创建 

数据集分析程序的方法，已经广泛用于生物特征识别、医学诊 

断、搜索引擎、语音和手写识别及计算机视觉等方面，其现有 

的一些关键技术包括人工神经网络、决策树、线性判别分析、 

支持向量机等也发挥了重要的作用。而近两年 ，基于凸优化 

的矩阵分析技术作为一种有效的数据分析工具受到了更多的 

关注。 

本文将通过研究矩阵填充问题与凸优化方法，比较现 阶 

段较为有效的几种矩阵填充算法，得出求解核范数最小化的 

一 般性方法 ；并针对原核范数最小化模型的不足之处做进一 

步的改进，使得在矩阵中只有很少部分元素明确的情况下 ，更 

快速、精确地填充剩余的部分，以期在协同过滤技术的应用中 

能得到更好的推荐效果。 

本文第 2节介绍传统的矩阵填充方法；第 3节给出一般 

性矩阵填充模型、矩阵填充需满足的条件及解决此类问题的 

主流凸优化算法；第 4节介绍针对矩阵填充的加权核范数最 

小化模型，给出了该模型能得到全局最优解的相关理论，证明 

了模型的另一种形式在求解过程中的迭代收敛性 ；第 5节给 

出实验结果与分析 ；最后总结本文工作。 

2 传统矩阵填充方法 

最简单的矩阵填充办法就是将用户对未评分项 目的评分 

设为一个固定的缺省值，或者设为其他用户对该项 目的平均 

评分。然而用户对未评分项 目的评分不可能都相同，这种办 

法不能从根本上解决稀疏性问题。能够产生理想推荐效果的 

矩阵填充技术主要有以下几类。 

1)BP神经网络 J 

BP神经网络对复杂的输入输出关系有比较强大的学习 

和建模能力 ，能够有效地处理非完整信息。BP神经网络是一 

个 3层网络 ，分别为输入层、隐含层和输出层。BP神经网络 

把用户对各个项 目的评分看作训练样本，分别输人到输入层 

的各个单元 中；这些单元经过加权 ，输 出到隐含层的各个单 

元 ；隐含层的加权输出再经过一次加权作为输出层的单元输 

入；最后由输出层产生给定样本的预测值。这种矩阵填充技 

术对噪声数据有较强的承受能力，可以有效降低用户一项 目矩 

阵的稀疏性，达到提高推荐精度的目的。然而，BP算法的缺 

点是随着训练时间的增加，收敛速度有变慢的趋势，以致会延 

长最近邻的查找时间。 

2)Naive Bayes分类方法 

Naive Bayes分类方法l_4]基于概率模型进行分类 ，可以使 

用该方法估算一个实例属于某一类的概率 ，在得到某一个项 

目所属的分类之后 ，可以利用此分类中其他项 目的评分情况 

来预测未评分项 目的评分，从而可以填充用户一项 目矩阵，降 

低稀疏性。 

3)基于内容的预测 

基于内容的预测又称基于属性的预测或基于语义的预 

测，该方法根据项目的属性联系以及项 目所处的地位、相互关 

系和项 目元信息等内容计算项 目之间的内容相似性，而不依 

赖于用户对项 目的评分。得到项 目之间的内容相似性后 ，选 

择与目标项 目相似性最大的若干个项 目进行评分预测，用预 

测评分填充用户一项目矩阵中的空项，降低其稀疏性。由于不 

同类别的项 目在属性描述上有较大差别，因此基于语义的方 

法无法计算跨类别的项目之间的相似性，也就无法进行跨类 

别的评分预测。另外，基于语义的相似性计算需要提取项 目 

的属性特征，涉及到领域知识，应用面较窄。 

3 矩阵填充问题研究 

本节给出了矩阵填充的一般模型及实现矩阵填充的必须 

条件，同时介绍了几种求解矩阵填充模型的主流算法。 

3．1 矩阵填充模型及条件 

为解决矩阵填充问题，通常假设矩阵是有信息冗余的，比 

如低秩 ，于是可以通过如下优化问题来实现： 

min rank(X) 
(]) 

s．t．X ---M,j，(i， )∈Q 

其中，Q是已知元素下标的集合，x是填充所得矩阵，这个模 

型的意义是将空缺的元素填充之后使得矩阵的秩尽可能低。 

其已经被证明是一个 NP-Hard的问题，在理论和实践中，均 

只存在指数复杂度(相对于矩阵维数 )的算法。所以现阶段 

方法大多用矩阵的奇异值的和，即核范数 ，来近似地替代矩阵 

的秩 ，将问题转化为如下形式 ： 

min llX (2) 

S．t．X = ，(i， )∈Q 

对于满足一定条件的矩阵，通过求解问题(2)可以实现空 

缺值的填充。文献E5]给出了实现矩阵填充需要满足的条件， 

首先，如果一个秩为 r的矩阵的奇异值分解为： 

M一 ∑ M女 (3) 

第一，假定 k个左奇异 向量和忌个右奇异向量都是均匀 

分布在所有由k个正交归一化向量的集合中，对于这样的矩 

阵，有很大的概率可以正确填充； 

第二，一般都假定矩阵的采样方式也是均匀采样； 

第三，采样的矩阵元素数 目必须大于一定范围。在上述 

两个假定条件下，设 为矩阵维数，r为矩阵的秩，则存在常 

数 C和C，使得采样数目m满足 

m≥Cn rlogn (4) 

时，式(2)的最优解正好为 M 的概率满足： 

≥ 1--Cn (5) 

3．2 奇异值收缩算子 
一 个秩为 r的矩阵X，其奇异值分解为： 

X=U∑ ，∑一diag({o'i}，l≤ ≤r) (6) 

对于 V r>0，软阈值算子可以表示为 ： 

S (∑)~diag({ ～r}+) (7) 

其中 

{ 一r}+~max(ai——r，O) (8) 

文献[9]中定义了奇异值收缩算子 ： 

D (X)=U5 (∑)vr 

从上式可以看出， 是对 X进行了软阈值收缩。奇异 
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值收缩算子和核范数的求解有着很重要的关系，下面的章节 

中将会对其说明。 

3．3 矩阵填充算法 

3．3．1 APG算法 

APG(Accelerated Proximal Gradient)算法是一种利用 

Nesterov方法的一阶算法，收敛速度相 比于 SVT、FPC更有 

竞争力。文献[6]中将矩阵填充问题转化为一个与原问题近 

似的无约束优化问题： 

min F(x)=专II Pn(x一 『l；+ ll x (1o) 

APG算法每次最小化上述函数在某个点 y处的一个二 

阶近似： 

Q(x，y)一÷ ll Pn(x一 If；+(Pn(y)，X--Y>+ 

Il X--Y +．“lI x (11) 

其中， 为 ，的 Lipschitz常数 ，并且： 

arg n Q(X，y)=arg嚼n II x—y+ P。(y) + 
Il x (12) 

于是得到更新规则： 

Step1 =Xk+ (Xk一墨一1) 

Step2 墨 +l= ／L，( 一 Pn( )) 

Step3 + ： l-q-v／~+l 

为了加速 APG方法，文献[6]使用了线性搜索和截断等 

技术，文 中后 续部 分将 改进 后 的算 法称 为 APGL算法 。 

APGL算法中L，被变量r 代替，每次迭代过程中减小 并 

用线性搜索的方法确定其值。同时，将对角阵中的奇异值分 

为两类，当两类比值大于一定阈值时舍去后一类，主要是考虑 

到奇异值较大的一类能更好地估计出低秩优化结果矩阵的 

秩，而另外一类则更多源于噪声。 

3．3．2 ALM 算法 

min lI A 
(13) 

S．t．A+E=D，兀n(E)一 O 

A为所求矩阵，D为已知矩阵，丌n算子保持 Q中的元素 

不变，而 Q外的元素为 0。E是D中未知元素的补偿，在这里 

初始设为 0，矩阵恢复问题的增广拉格朗日函数可以表示为： 

L(A，E，Y， )一ll A ll + II E ll 1+(Y，D—A—E>+ 

告 【l D--A--E (14) 

每一步最小化时可以利用交替更新的方式，即先固定 E 

和y，求一个使 L最小化的A，然后固定 A和 y，求一个使 L 

最小的E，从而迭代数次就可以收敛到这个子问题的最优解。 

更新 A、E： 

arg m in lI A fI 十号ll D—A—E+／z y ll； 

=D 一1(D—A— E+ y) (15) 

arg喇n号Il D--A--E+,a Y 

一Pa(D—A—E+ y) (16) 

交替更新直到对子问题的求解收敛，称此算法为矩阵恢 
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复的精确增广拉格朗日乘子法(EALM)[ 。实际上，只需要 

更新 A与 E各一次，得到子问题的一个近似解，已足以使算 

法最终收敛到原问题的最优解，于是得到一个更简洁且收敛 

更快的算法，称之为非精确增广拉格朗日乘子法(IALM)[ ， 

也称为交替方向法(ADM)[8’9j。更新规则为： 

Stepl (U，S， )： svd(D—E + ) 

Step2 Ak+l=US 

Step3 +1一 (D—E + ) 

Step4 +1= + (D—A +̂l— +1) 

为了解决子问题没有闭合解的问题，文献[io，II]还提出 

了线性化的 ALM和 ADM 方法。 

4 一种加权的核范数最小化模型 

在本节中，提出了一种加权的核范数最小化模型。首先， 

4．1节给出了该模型的具体形式 ，然后在 4．2节中给出了该 

模型有可行解的证明。 

4．1 WNNM 模型 

基于核范数最小化的矩阵填充问题可以很容易地用软阈 

值的方法解决，具体证明参见文献[12]，模型如式(17)： 
 ̂

X=arg mjn ll Y--X ll；+ If X Il (17) 

y是已知矩阵 ，x是要得到的近似 y的低秩矩阵，A是正常 
 ̂

数，问题(17)的解X可以由下式求得： 
 ̂

X=US (∑) 

其中， 

(18) 

( ) max( --A，O) (19) 

为了保证凸性，软阈值算子对所有奇异值都用 进行收 

缩 ，这样就忽略了先验知识。通常较大的奇异值会起一定的 

作用，对不同重要性的奇异值做同样的收缩必然不合理。最 

好用小值收缩大的奇异值，而用大值收缩小的奇异值 ，以保护 

数据中的主要部分，忽略不重要的或是产生噪声的部分。所 

以为了提高核范数的灵活度，本文提出了用于矩阵填充的加 

权核范数模型-1 ： 

ra
． ．

in II Y--X +圳 x li⋯ (2o) 

加权核范数作为X的正则化项，定义为： 

Il X cl⋯ 一∑1wio" (X)f1 (21) 

其中，硼=[ ，Wn，⋯，wN]。wNNM问题是核范数最小化问 

题的扩展 ，但由于其非凸性，次梯度的条件不再满足，不能用 

传统的方法解决，于是求解变得困难。 

4．2 最优解相关证明 

由于 是y的奇异值 ，且在 ∑中是降序排列的，为了保 

证越大的奇异值用越小值收缩 ，W需要满足 w ≥⋯≥毗 ≥ 

ZO1≥0。 

文献[13]中提出，当叫满足W ≥⋯≥ ≥W，≥0时，即 
 ̂

为升序排列时，可得到全局最优解X： 
 ̂

X一 (∑)V叮 

其中 

(22) 

(∑) max( 一叫 ，O) (23) 

引理 1 VA∈ 和非负对角矩阵 WER ，其中对角 

元素是升序排列的，令 A=XDyT是 A的 SVD分解，则有 

∑ (A)ai(w)一 max tr[WUVA (14) 
i uTu 一 ，

． v一 ， 



其中，J是单位阵， CA)、 (w)是 A和 w 的奇异值。当U= 

x、V=Y时，tr[w A 达到最大值。 

定理 1 问题(20)的解 X 可以表示为 X =UDVr，则 

D中对角元是如下优化问题的解： 

min ∑( 一 ) +wid 
1’ 2 ’， n (25) 

S．t．d】≥d2≥ ⋯≥ ≥O 

定理 2 当 O≤训1≤ ≤⋯≤ 时，问题(2O)的全局极 

优解为 D一(diag( 。，一d2，⋯， ))，其中 max( 一百Wi，o)。 

具体证明参见文献[13，14]。综上所述，当∞满足条件 

时，WNNM模型是凸的，用软阈值收缩的方法依旧可以得到 

问题的最优解。 

求解 WNNM模型的算法描述如下。 

算法 1 APGL算法求解 WNNM模型 

输入：矩阵 Y 

输出：填充后矩阵X 

s1：初始化 0，Xo—X一1，to—t一1—1，a0一k 

Sz：／／更新 Y 

Yk—xk一 } (xk—Xk—1) 
k 

s3：用 line search技术确定 

s4： ：一 k／rk 

s5：／／计算权值 w 
1 

(u，乏，V)一svd(Yk一÷Pa(Yk)k) 
k 

wi=X2iT 

S6：／／更新 x 

Xk+1一U (∑)v-r 

s7．tk+1： 

S8：更新 k 

4．3 收敛性证明 

，(x)一喇n专IIAx—bII。+ ll X_l ， (26) 

此模型是模型(20)的另外一种形式，A是从R ”到 Rp 

的线性映射，在矩阵填充问题中 AX=X。，xn为 X在 n中的 

元素组成的向量。 

定理 3 模型(26)可通过以下方法迭代求解 ： 

yk=X 一A (AX --b) (27) 

arg mjn ll x—y ll}+ Il x Il ． (28) 

证明：定义辅助函数 

Q(X，z)一百1 l】AZ--b Il +÷((1--A A)(Z--X)， 

Z—x)+ ll z II⋯ (29) 

假设 II A Il z≤1，则 卜一A A为半正定矩阵。所以有 

Q(X，Z)≥Q(X，X)一厂(X) (3O) 

对于给定的 ，将其代入式(29)，消去常数项得 

Q(xk，z)一-去_ll z一(I--A A) 一A b ll；+ 

ll z 1l ． +c (31) 

也可以写为 

Q(Xk，z)一÷ lI z一[ 一A (A --b)]ll；+ 

A l J z ll ， +c (32) 

C是与X有关的常数。式(32)中， 一A (AXk一6)其实就 

是迭代过程 的更新，其实质就是梯度下降。 

根据上节所述定理，可知式(31)存在最优解 Z ： 

： arg m．i
，

n Q( ，Z) 

令 一Z ，那么有 

Q(Xk， +-)≤Q( ， )一厂( ) 

对于给定的 Z一 ，将其代人式(29)得 
1 

Q(X， )一÷( 州--X) (I--A A)( 一x)(33) 
厶  

令 X 为式(33)的最优解。考虑该式的非负性，则 

X 一arg rain Q(X， 1。 )一 

那么有 

f(Xk+ )：Q( + ，Xk+ )≤Q(X ，Xk+ ) 

可得迭代过程满足 

，( )≤，( ) 

证毕 。 

5 实验 

为了验证本文算法的效率和正确性，进行相关实验。实 

验测试了两种主流算法在随机数据及真实数据集上的性能表 

现 ，以验证算法效率。同时，测试了新模型在相同数据上的性 

能。所有的实验都采用 Matlab(2013a)编程 ，实验环境为 PC 

机，3．3GHz的 8核处理器，16G内存，Windows 7操作系统。 

实验采用了两种真实数据集 ：Movielens-lOOk数据集和 1M 

数据集，包含 1000名用户对 1700部电影的 100000个评分 ， 

评分区间为 1～5分。 

Jester数据集包含 2万余名用户对 100个笑话的评分， 

分数分布在一1O到+1O区间。Jester-1、Jester-2数据集中每 

名用户评价了 36个 以上的项 目，jester-3数据集中每名用户 

评价了 15—36个项 目，评分相对稀疏。 

算法参数设置上，将 定义为 的函数，满足叫升序性 

质，令： 

Wi-~Ral (34) 

采用 APGL算法在 Jester和 Movielens上进行的实验结 

果分别如表 1、表 2所列，m／n表示矩阵行列值 ，s 为奇异值 

个数，iter表示迭代次数，精度衡量采用平均绝对偏差(MAE) 

和均方根误差(RMSE)： 

∑ l X 一M 1 
一 — —  广  

一  

E √业皿 

表 1 Jester数据集结果 

表 2 Movielens数据集结果 

(35) 

(36) 
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在两个数据集上的实验结果表明，WNNM 模型应用在 

矩阵填充上得到了较好的效果，在速度上和精度上有所提高， 

但是在矩阵规模大的情况下可能优势不明显。 

结束语 矩阵填充是 目前重要 的数据分析工具 ，在图像 

处理、文本分析等方面都有重要应用，是近些年的研究热点。 

本文总结了矩阵填充问题的研究现状 ，针对原有矩阵填充模 

型，提出了一种加权核范数最小化模型，提高了核范数的灵活 

度。在真实数据集上进行的实验表明，该模型可以使矩阵填 

充在速度和精度上得到一定程度的提升。 

同矩阵填充问题等价的低秩矩阵分解、鲁棒性 主成分分 

析问题等将应用于越来越多的方向，所以解决这类问题的算 

法仍需要不断优化，更要在并行和分布式上做考虑。未来的 

工作将进一步完善大规模数据上的矩阵填充算法，使其在动 

态变化的矩阵上也能得到较好的应用。 
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