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三值量子基本 门及其对量子 Fourier变换的电路实现 
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摘 要 理论上可以把量子基本门组合在一起来实现任何量子电路和构建可伸缩的量子计算机。但 由于构建量子线 

路的量子基本门数量庞大，要正确控制这些量子门十分困难。因此，如何减少构建量子线路的基本门数量是一个非常 

重要和非常有意义的课题。提 出采用三值量子态系统构建量子计算机，并给出了一组三值量子基本门的功能定义、算 

子矩阵和量子线路图。定义的基本门主要包括三值量子非门、三值控制非门、三值 Hadamard门、三值量子交换门和 

三值控制 CRk门等。通过把量子 Fourier变换推广到三值量子态，成功运用部分三值量子基本门构建出能实现量子 

Fourier变换的量子线路。通过定量分析发现，三值量子Fourier变换的线路复杂度比二值情况降低了至少5O ，表明 

三值量子基本门在降低量子计算线路复杂度方面具有 巨大优势。 
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Abstract In theory，quantum elementary gates can be put together to implement any quantum circuit and build a scala— 

ble quantum computer．Because the number of quantum elementary gates required to build quantum logic circuits is too 

large，exactly controlling them is not easy．Therefore，how to reduce the number of quantum elementary gates to build 

quantum circuits is a very important and significant topic．Three-level quantum system was proposed to build quantum 

computer in this paper，and a set of three-valued quantum elementary gates were defined，including function，operator 

matrix，quantum circuit diagram．These elementary gates mainly include three-valued quantum NOT gate，three-valued 

quantum controlled-NOT gate，three-valued Hadamard gate，three-valued quantum SW AP gate and three-valued CRk 

gate and SO on．This paper extended the quantum Fourier transform(QFT)to three-valued quantum states，and quantum 

circuits were successfully built to implement QFT with partial three-valued quantum elementary gates．By the quantita- 

tive analysis，the complexity of three-valued QFT circuit is lower than two-valued case at least 50 ．The result indi- 

cates that the three-valued quantum elementary gates have a huge advantage in respect of reducing the circuit complexi- 

ty about quantum computation． 

Keywords Quantum computation，Three-valued quantum elementary gates，Quantum Fourier transforrn，Synthesis of 

quantum circuit 

1 引言 

电子元器件高度集成和小型化导致的量子极限问题和不 

可逆计算导致的高热耗散问题L1]，限制着经典计算机性能的 

进一步提高；再加上经典计算机难以承受模拟量子力学系统 

时庞大的时空需求等问题，1982年，Feynman率先建造 了基 

于量子力学器件 、服从量子力学系统规律的量子计算机[2]，以 

应对经典计算机在性能提高要求上面临的严峻挑战。1985 

年，Deutsch从理论上证明量子计算机等效于量子图灵机l_3]， 

并建立了广泛使用的量子计算线路模型l_4]。由于量子系统演 

化的酉性，基于量子力学规律的量子逻辑具有天然的可逆的 

特性，使得量子电路和可逆逻辑电路的研究一开始就紧密地 

结合在一起。 

近年来，关于量子电路和可逆逻辑电路基本门库的理论和 

物理实现研究，以及用基本门合成量子电路和可逆逻辑电路的 

逻辑综合技术研究吸引了大批的研究人员。这些研究大多面 

向二值量子系统，即量子电路处理的单一量子态仅由两个计算 

基态叠加而成。这样的量子态可用状态向量表示为式(1)。 
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l >一 IO)+ J1> (1) 

其中，a和 是复数， + 一1，1 0)和 l 1)为标准正交计 

算基态。l >为 2维 Hilbert空间中的一个单位向量，是一个 

基本的量子单元，称为一个 qubit。另一些研究表明，多值量 

子计算系统比二值量子计算系统具有更多的优越性__5]，其中 

三值量子计算系统更具优势[引。Yang教授等在文献[7，8]中 

用置换群的方法证明了一组离散三值量子可逆逻辑门库的通 

用性，并验证了用它们合成电路的能力。Di教授等也在文献 

[6，9]中定义 了一组多值量子基本门，并运用 Cartan分解和 

量子香农分解对其通用性进行了论证。 

由于三值量子系统是最简单的多值量子系统，描述同样 

的状态空间时，三值的量子状态数仅是二值的 63％，大大减 

少了量子元器件的个数。迄今 ，三值量子态系统 已具有相应 

的物理实现[1O 11]，文献[113通过增加操控目标量子位的第三 

量子基态，保持其控制量子位为二值量子态，把合成 Toffoli 

门的量子门由6个减为3个，使得量子门个数得到极大优化。 

因此，基于三值量子态的量子线路和相应的量子算法是一个 

具有巨大吸引力的研究方向，具有十分广阔的应用前景。 

本文主要针对三值量子计算的需要 ，设计了一组三值量 

子基本门。为了验证这些基本门合成量子电路的能力，将二 

值量子态表征的量子 Fourier变换推广到三值量子态情形，并 

成功运用三值量子基本门合成了量子 Fourier变换线路。 

本文第 2节介绍了三值量子系统，并定义了一组三值量 

子基本门；第 3节首先将量子 Fourier变换推广到三值情形； 

然后构建出能完成 Fourier变换的三值量子线路 ，并定量分析 

了三值量子基本门在降低量子线路复杂度方面的优越性 ；最 

后给出结论。 

2 三值量子系统及三值量子基本门 

不同的物理系统对量子态有不同的物理实现。为便于研 

究，可将其抽象为统一的数学形式。在三值量子系统中，存在 

3个标准正交基态，分别记为lO)、l 1)和 l 2>，在线性冷离子阱 

实现方案中分别由基态、激发态和亚稳态表征_1 。 

2．1 三值量子系统的表示 

三值量子系统中的一个基本量子单元称为 qutrit，一个 

qutrit可以用式(2)表示 ： 

I >一口10)+ 『1)+yl 2> (2) 

其中，a，卢和y是复数， + + 。一1，状态 向量 l >为 

3维 Hilbert空间中的一个单位向量，是一个基本的量子单 

元。标准正交基态 l O>、I l>和l 2)可以分别表示为三维正交列 

向量E1，0，0] 、Eo，1，O] 和Eo，0，13 。因此，式(2)中的状态 

向量I )也可表示为式(3)： 

I’ft)一 ，卢，r3 (3) 

孤立量子系统中 qutrit的演化可由一个仅与时间相关的 

3维U算子描述，下文定义的量子门就是一些特殊的 U算 

子。n个三值量子态形成一个复合量子系统 ，由一个 3 维状 

态向量描述，在数学形成上表示为 个状态向量的张量积。 

如 I > ( 一1，2，⋯，n)构成的复合系统可表示为式(4)： 

l >一 l >一I >o l ) ⋯ I > (4) 

其中，1 > 1咖> ⋯ 1 >可简记为 j咖 幽>。对于两个 

qutrit张成的复合系统，其计算基态为 1 00>，l 01>，1 02)，⋯， 

l 22>，也可表示为十进制形式IO>，I1)，⋯，l8)，表示为正交列 

向量则为E1，0，0，0，0，0，0，0，03 ，Eo，1，0，0，0，0，0，0，03 ， 
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⋯

，[o，o，0，0，o，0，0，0，13 。更高维复合系统的表示形式可 

为方便起见，在不作说明时，以下定义的量子门均作用于 

三值量子态。在不引起混淆 的前提下，门的名称与二值量子 

门相同。为易于描述量子基本门的功能，先定义几个状态向 

量 ，下文不作说明时，均指这几个向量 ： 

l >一 ，卢，r3 ，J )= ， ，71] ，l >一[a。， ，y2] 

三值量子非门作用在一个 qutrit上，使得 3个计算基态 

的概率幅发生变化，其功能由式(5)定义： 

NOTI )一Er，口， (5) 

如果直接作用于计算基态，则实现 NOTl O>一l 1)，NOT 

l1)一1 2)，NOT1 2>一I O)。在这种情况下，与文献E83定义的 

离散三进制量子非门功能一致。因此 ，NOT门是离散量子非 

门的推广。NOT门在标准正交基下的矩阵表示为： 

一  ； ㈤ 
NOT·NOT卞=NOT卞 ·NOT=J，满足 U算子的要 

求。但 NOT不是一个Hermite算子，即NOT#：NOT卞。事 

实上 ，NOT3=I，表明它是一个 3一循环门。NOT门的量子线 

— —  一  

CNOT门是一个两 qutrit量子门，当控制量子位满足一 

定条件时，目标量子位执行 NOT操作。CNOT门的量子线 

0 0 0 0 0 0 0 

I：0。0。0。。1 0。0 0。 【 
『o o o 0 0 o 0 1 0 l 



态时，只能保证以一定概率对 目标位执行 NOT操作。例如： 

CNOT(1 >)一(口 l0>+y1 1 2>) I >+ I1>Q I >，表 

示将以l I。的概率对 l >执行 NOT操作。 

2．2．3 三值量子 交换 门(SWAP) 

量子交换门 SWAP实现两个任意 qutrit的状态互换，其 

功能由式(9)定义： 

SWAPI )一l > (9) 

SWAP门在标准正交基下的矩阵表示为式(10)： 

SW．AP一 (10) 

由于 SWAP·SWAP干=SWAP干 ．SWAP=I，因此 

SWAP是一个 U算子。由于 SWAP=SWAP十，因此它也 

是 Hermite算子。SWAP门的量子线路如图 3所示。 

2．2．4 三值量子 Hadarnard门(H) 

二值 Hadamard门在制备量子叠加态时具有重要作用， 

可制备出量子 I+>态和量子 I一>态。在三值情况时，也需制 

备类似的叠加态，因此 ，定义三值 Hadamard门是十分必要 

的。参照二值习惯 ，也将三值 Hadamard门简记为 H 门，H 

门的量子线路用图 4表示。 

— — __[ 一  

图 4 H门的量子线路 

当作用在标准正交计算基态时，H 门的功能定义如下。 

Hl 05一去(Io)+l1 5+I 2)) (11) 

HID 1(10>+ l1>+ l2)) (12) 

HI 2 5 1(10)+ l1>+ l2)) (13) 

当作用在任意三值量子态时，用矩阵将 H 门定义为式 

(14)。由于 H ·H t=H干 ·H=I，H=／=H 十，因此 H是酉 

算子 ，但不是 Herrnite算子。 

F1 1 1] 

H ) 

则 HIe) 1(a+卢+y)I o>+ (a+ +ye 。)I 1>+ 

去(口+ 。+ye 。)l 2 5。 

2．2．5 三值 风 门(Rk) 

在文献[12]中定义了一种控制二值量子系统的风 门，它 

的功能是将计算基态 l 1)的相位提前 27／2 ，对计算基态 l 0> 

Rk
_

l=L~ a。i／ ) 
—

z ==[兰 i 三。 ] e 
R 

一  

z==[三0 eza l／3̂。0e4~／3 ] c 一I e l (17) Lo o _J 
I2>的相位，即R 2 I妒)一aI O)-．}-e2rd／3k卢I1)+e4棚 yl 2 5

。
R 

— — —  ]_一  
— — —  

互卜一  
— — —

匹 —一  

CRk
一12一IO)<Olo +l1 5(1l~Rk

一

12+l 2)(2lo(R
一

-2) 

CRk
一  

2在标准正交基下的矩阵表示为式(19)： 

厂I4×4 04×1 o4×1 04×1 O4×l 04×1 

1 0l×4 e2m 0 0 0 0 

CRk
_

12 

。

0 0 

。

0

。

0 

l 01×4 0 0 0 e4~／3 0 

x4 0 0 0 0 e8~／ak 

(19) 

其中，厶× 表示 4×4单位矩阵，01× 和 04 分别表示 1行 4 

列和 4行 1列的零矩阵。容易看出 
一  

z是酉算子 ，CRk
—  

z门 

的量子线路如图6所示。 

L ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ． 

图 6 CRk
一 12门的量子线路 

如果物理器件直接实现了式(19)中的 CR¨z门，就可以 

把 CRk_ lz门记为 CRk门，C 的量子线路如图 7所示 。 

图 7 C凤 门的量子线路 
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2．2．7 三值 Toffoli门(1 {f0li) 

Toffoli门在CNOT门的基础上增加了一个控制量子 

位，也常被称为 CCNOT门或控制一控制非门。为了便于构建 

混值量子逻辑电路，定义当两个控制量子位均为 l1>时，目标 

量子位执行 NOT操作。roffoli门的功能用数学表达式描 

述如下： 

Toffoli—10>(01 j6+11>(11~CNOT+{2>(21 j6 

一 (10)(ol+l 2)<21) J6+l1)<1l (1 o>(ol+ 

l 2>(21) L+l1>(1I l1)<1l NOT (20) 

其中 L和 j6分别表示 3×3和 6×6的单位矩阵。Toffoli 

门可用简化矩阵表示，记为式(21)： 

厂j。 09 ()9] 

Toffoli=1 09 CNOT 09 f (21) 

09 j9．J 

其中，j。和 09分别表示 9×9的单位矩阵和零矩阵，CN0T 

表示CNOT门的矩阵。Toffoli门的量子线路如图 8所示。 

1 r 

r 、 

3．1．2 QFr的定义 

QFT是定义在一组标准正交基 I O>，I1)，⋯IN一1>上的 

线性酉算子，它对任意量子态的作用定义为式(23)： 

QFT( l )) 

一  

)2xjQFT(I 善而 置e2~qk／N／ 0 l ，=u ，=u ． f、， 

一

．
∑( ∑刁e2,e~k )l惫)一 ∑ I忌> (23) 
一0√N j=o h=0一 ’ 

其中，弘 可由式(22)计算得出。 

3．1．3 三值 QFT的定 义 

为了用三值量子系统线路对 QFT进行求解，本文首先将 

QFT推广到三值形态，以便于电路实现。设输入的复合量子 

系统的量子态为I >，l >由标准正交基表示为式(24)： 

) 互 Jj> (24) 
令 t=L--3 log3明。如果 t---0，令 一log3L，1 xIt >= 11王r>； 

如果 >O，则令 一[-log。L]+1，将 I >扩充为 l )，l >由 

标准正交基表示为式(25)： 

根据式(27)，结合量子力学第 4假设 ]，就可以用第 

2节定义的三值量子基本 门构建实现 QFT运算的量子线 

路 ，三值 QFT量子线路如图 9和图 10两 图拼接构成 。图 

中虚线框中的三控制门组是一个物理整体，用量子器件实 
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(27) 

现为一个 2 qutrit的基本控制门，名称为 CRk一12。其中的 k 

代表相位改变大小，对任意的 志，CRH z将计算基态 I 1)的相 

位提前 2n／3k，将计算基态 I 2>的相位提前 4 ／3 ，对1 0>无影 

响。 
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j 1) 
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图9 三值量子 Fourier变换线路图(左半部分) 

0／+e ‘“ l1)+ ‘‘ 12) 

o)+e ‘ I1)+e ‘ 12) 

O／+e ‘“ ’ II／+~ 啦 “ ’ ’12、 

0)+e ‘ I1)+e ‘ “ 12) 

图 1O 三值量子 Fourier变换线路图(右半部分) 

3．3 三值 Qgr量子线路复杂分析 

文献[11]指出，在量子计算机研究过程中面对的重大困 

难之一是构建量子线路所需量子基本门的绝对数量巨大，难 

以正确地控制，这些困难需要从理论创新和技术发展上加以 

克服。从理论上讲，在保证功能需求的前提下，要尽量减少合 

成量子线路的基本门数量，从而降低量子线路的复杂度。为 

了说明采用三值量子基本门合成电路 的优势，本节对二值 

QFT量子线路和三值 QFr量子线路的量子门代价进行分 

析，得到定量结果 ，从而确认三值量子基本门的优越性。 

假设 QFr变换定义在计算基态数 目为 N的复合量子系 

统上，为了让二值量子线路的 qubit数量最小，不失一般性， 

可设 =log2N，表示用 个 qubit的二值量子线路 即可完成 

该 QFT变换。此时，如果用三值量子线路执行同样 的 QFT 

运算，则仅需要 n 个 qutrit的量子线路 即可完成，且 = 

[1ogsN]+1。当 N不同时，二值和三值量子系统对应的 

QFT量子线路所需基本门数量如表 1所列。 

表 l 二值和三值 QFT量子线路基本门数量对比 

从表 1中可以看出，采用三值量子基本门实现 QFT算法 

时，所需的量子门个数大约是二值量子系统的 5O ，并且随 

着线路规模的增大，该比例会进一步减小。图11描述了量子 

比特从 5qubit增大到 100qubit时，QFT算法所需的二值或三 

值量子基本门的数量变化情况。 

图 11 二值和三值 QFT量子线路基本门数量随量子线路宽度变 

化的对比 

从图 11可以看出，二值情况的曲线 比三值的更陡峭，并 

且始终处于上方 ，这表明用三值量子基本门构建 QFT量子线 

路的复杂程度更低，体现了三值量子基本 门在构建低复杂度 

量子线路方面的巨大优越性。 

结束语 量子计算机研究面临着巨大的挑战，既有理论 

层面的困难，也有技术层面的障碍。本文结合当前量子逻辑 

门器件设计技术已取得的实际进展，定义了一组三值量子基 

本门的逻辑功能、算子矩阵和量子线路图，并用其中一些基本 

门合成了能执行 QFT算法的量子线路。与二值 QFT量子线 

路相比，三值 QFT量子线路的复杂度要低很多，体现了三值 

量子门在量子计算中的巨大优越性。迄今为止，实用的量子 

计算机是采用二值 、三值，还是多值量子态系统都还没有定 

论，本文的研究结果表明三值具有更大的优越性，旨在能引起 

研究者的兴趣和关注。 
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