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摘 要 连续傅里叶变换(CFT)在数学和工程技术领域都有着广泛应用。利用高阶逻辑定理证明器 HOL4，实现 了 
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质，为采用形式化方法分析相关系统奠定了基础。最后利用定理证明的方法对电阻电感电容(RLC)串联谐振电路的 
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1 引言 

随着计算机技术及其应用的飞速发展，人们设计的系统 

日益复杂化。如何保证这些复杂系统的正确性已是一个亟需 

解决的问题，尤其是在航空航天、高铁、医疗等一些安全性要 

求较高的领域，微小的错误都可能给人们的生命和财产造成 

巨大的威胁。 

形式化验证是保证系统正确性的一条十分重要的途径 ， 

它建立在严格完备的数学基础上，采用精确语义的数学推理 

方法，克服了传统验证技术如模拟、仿真、测试等不能对复杂 

系统进行穷尽测试的缺点_1]。形式化验证技术在高可信软硬 

件系统中，正发挥着越来越重要的作用，关注度 日益提高。形 

式化验证技术分为两种方法 ：模型检验、定理证明。其中定理 

证明是指将系统的设计规范或性质以及所设计的实际系统分 

别表示成数学逻辑表达式，并运用数学定理来证明这两个逻 

辑表达式之间是否存在蕴含或等价的关系，证明过程主要借 

助于定理证明器 。HOL4Ez,a]是 目前最常用的定理证明器之 
一

，应用非常广泛 ，在软硬件验证_4 ]和通信协议验证[6 ]方 

面已经取得了令人瞩 目的成果。 

在工程数学中，为了把复杂的运算转换为较简单的运算， 

人们通常采 用变换 的方法来达到 目的l8]。连续傅里 叶变 

换[9,10](Continuous FcIurier Transform，CFT)是一个特殊 的 

积分变换，它能把满足一定条件的某函数类 A表示成以指数 

函数为核函数的另一函数类 BE ，而指数函数是微分算子的 

特征函数，从而使得 CFT不仅可以把时域的微分运算变换为 

频域的乘积运算，函数在时域的卷积变为函数在频域的乘积， 
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而且使得 CFT是分析函数光滑性的强有力工具，这些固有的 

特性注定了 CFT在数学和工程技术 中的应用越来越广泛。 

但是，由于 CFT的应用存在一定的约束条件，而在工程应用 

中人们常常对函数是否满足这些条件不加以判断，便直接应 

用 CFT的相关性质 ，因此很多情况下仅是进行 CFT的形式 

演算，然后将得到的结果作为中间结果进行进一步处理，最后 

看最终的结果能否满足需求。这样做的后果是：有时得到的 

结果是正确的，而有时是错误的。如何从严格数学意义上保 

证应用 CFT结果的正确性，而不是寄希望于不确定的可能性 

上，这就需要对 CFI"进行严格的逻辑形式化。目前没有文献 

讨论关于 CFT的形式化理论，本文基于定理证明器 HOL4实 

现连续傅里叶变换定义及其常用运算性质的形式化 ，包括线 

性、频移、反转性、积分和一阶微分及高阶微分运算性质，为采 

用形式化方法分析相关系统奠定基础；最后利用定理证明的 

方法对电阻电感电容(RLC)串联谐振电路的频率响应特性进 

行了验证，说明本文CFT定理库的应用。本文工作主要基于 

HOL4中 的 realTheory库I=1 、limTheory库、integration 

库rj 、GAMMA函数库L】4]等。文中如无特别说明，傅里叶变 

换均指连续傅里叶变换。 

本文第 2节对傅里叶变换的定义进行形式化；第 3节利 

用傅里叶变换的定义对傅里叶变换的相关性质进行形式化； 

第 4节对 RLC串联谐振电路的频率响应进行验证；最后总结 

全文。 

2 傅里叶变换定义的形式化 

满足一定条件的非周期信号，( )可以使用傅里叶变换 

公式将其表示为复指数函数的连续和，傅里叶变换公式如下 

所示 ： 
r。。 

F( )一 [厂( )]一I f(t)e一 dt (1) 
J 一 ∞  

式(1)称为 f(t)的正变换，也称分析公式，该公式中的广 
r。。 r6 

义积分是柯西主值意义下的积分，即 I -厂(￡)dt：1．m 1 
J 一 ∞  + 。。 J ‘ 

厂( )dt，因此傅里叶变换可重新定义为： 
r6 

F( )一lim l 厂( )e- d (2) 
b--*-。。 J 

式中，傅里叶积分是一个关于复变函数的积分，为了对傅里叶 

变换的定义进行形式化，要先对复变函数的积分进行形式化。 

定义 1 complex_

integral
—

def 

J—Va b厂．complex_integral(n，6)f一(integral(n，6) 

(RE OI厂)，integral(口，6)(IM O_厂)) 

其中，a，b为实数，，是R—C的函数，RE的返 回值是复数的 

实部，IM 的返回值是复数的虚部。该定义将复变函数的积分 

转化成了其对应的实部和虚部两个实变函数的积分 ，而关于 

实变函数的积分在 HOL4中已经有相当完善的定理库，为我 

们后续证明傅里叶变换的性质及一些引理提供了方便 。 

根据式(2)及上面复变函数积分的定义，对傅里叶变换的 

定义进行形式化 ： 

定义 2 CFT def 

I_Vomegaf． 

CFTomega f (一) 

(1im(Ab．RE(complex
—

integral(一&6，&6)(At．f t*exp 

( * (--omega * )))))， 

lim (Ab．IM (complex
—

integral(一&6，&6)(At．f t* exp 
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( * (--ome ga * )))))) 

其中，lira的返回值是当6一。。时函数的极限，该定义的返回 

值是关于 omega的复变函数，且为了便于推广，该定义中 ， 

的类型是R—C的函数。 

3 傅里叶变换性质的形式化 

本节将对傅里叶变换的一些重要性质进行形式化证明， 

验证傅里叶变换定义的正确性，便于用形式化方法分析实际 

的物理系统，如通信系统、控制系统等。 

以下所有性质的证明，都以 ，( )的傅里叶变换存在为前 

提，即 I-f(t)-]：F( )。根据复变函数的欧拉公式，式(2)中 

的被积函数 ，(￡)e～“一厂( )cos~t--if(t)sin~ot，因此如果函数 

_厂( )的傅里叶变换存在 ，则等价于实部 ，(f)coscot和虚部，( ) 

分别在正负无穷上可积且收敛。傅里叶变换存在的形式化定 

义如下： 

定义 3 CFLEXISTS_def 

l_V fI 

CFT EXISTSf<一)Vomega．(Vb．integrable(一&6， 

&6)(At．ft*COS(omega*￡))A integrable(～&6，&6) 

(At．一厂t* sin(omega * ￡))) 八( Z．(Ab．integral(一 

&6，&6)(At．厂t* COS(omega * t)))一 一> Z)A 了k． 

(Ab．integral(一&6，&6)(At．一，t*sin(omega* )))一 

一 > k 

为了后续证明的需要，根据傅里叶变换存在的定义，可以 

证明下面的引理。 

引理 1(CFr_EXISTS—CMuL) 若函数 ，(￡)的傅里叶 

变换存在，则任意乘以一个实数 c后其傅里叶变换仍存在。 

l_Vfc．CFT EXISTSf一一>CFT EXISTS(At．C*ft) 

引理 2(CFr-EXISTS ADD) 若函数 厂(￡)和 g( )的傅 

里叶变换存在，则 l厂( )+g( )的傅里叶变换也存在。 

l_V_厂g．CFT—EXISTS f A CFT—EXISTS g一一> 

CFT EXISTS(At．ft+g ) 

3．1 线性性质 

线性性质是傅里叶变换最常用的性质之一，它表明： 

[-mf1( )+ ，2( )]一7 [厂1(￡)]+ [ (￡)] (3) 

其中，m和n均为常实数，这个性质包含齐次性和可加性，为 

了简化证明过程，首先分别给出齐次性和可加性引理 ，然后给 

出线性性质的形式化。 

引理 3(C盯 ～Homogeneous
— Property) 齐次性表明若 

_厂( )乘以常实数m，则其傅里叶变换也乘以m，即 Emf(t)]一 

I厂( )l。 

l_Vfm．CFT_EXISTS f=一>(CFTomega(At．complex 

— of_real(m *ft))一m *CFT omega(At．complex—of_ 

real(_厂t))) 

引理 4(CFLAdditive_Property) 可加性即为几个函数 

和的傅里叶变换等于各个函数傅里叶变换的和，即 

[，1( )+，2( )]=y-[，l( )]+ [ ( )] 

卜Vfl f2．CFT_EXISTSflACFT_ EXISTSf2一一> 

(CFTomega (At．complex
— of_teal(fl￡+-厂2 ))一CFT0一 

mega (At．complex
_ of—real(fl ))十CFT omega(At．corn— 

plex
— of_teal(f2￡))) 

这两个引理的证明主要用到傅里叶变换的定义以及积分 

和极限的运算性质。线性性质的形式化如下： 



 

性质 1 CFT
_

Linear
—

Property 

l_Vfl fZ m 

CFT ExIsTS f1八CFT ExIsTs f2一一> 

(CFTomegaO,t．complex
— of—real((m* l1( ))+(n* 

( ))))一m *CFTomega( ￡．complex
_ of_real(f1(￡)))+n* 

CFT(ome ga)O,t．complex
_ of_real(f2(￡)))) 

证明过程大致为利用 SUBGOAL策略先证明一个子 目 

标即函数 ， (t)和 (t)乘以一个常实数后其傅里叶变换存 

在，利用 ASM
_

SIMP
_ TAC策略重写假设条件和引理 1即可 

使子目标得证，最后利用 RW_TAC策略重写引理 3和引理 4 

便可使最终目标得证。 

3．2 反转性质 

函数 _厂(￡)在时域反转，其傅里叶变换也反转，即 

If(--t)]一F(--co) (4) 

函数可以使用换元积分法求出其积分值。用 一一z把 

原来的变量 t代换成新变量 x时，积分限也要换成相应于新 

变量 z的积分限，不难发现此时变量 z对应的积分上限小于 

下限，在这种情况下现有的积分库中的定理不能直接使用，因 
r6 

为按定积分的定义，记号 I-厂(￡)dt只有当n<6时才有意义， 
J 12 

而当a=b时或a>6时没有意义，但为了方便 ，一般有 2个规 

定： 
r0 

规定1 当a=b时，令I厂(f)dt=0； 
J a 

rb r0 

规定2 当口>6时，令I f(t)dt=一I．f(t)dt。 
J n J 0 

规定 1在 HOL4中已有证明，这里不再详细叙述 ，对规 

定 2进行如下的形式化： 

定义 4 INTEGRAL_BOUND_SYM 

l_Va b，． 

JNTEGRAL BoUND SⅥ (n，6) < 一 > 

if口≤6 then integral(n，6)厂一integral(n，6)f 

else integral(口，6)，一integral(6，＆)( ．一_厂t) 

接下来的难点就是对换元积分法的证明，它可以表述为： 

若函数 厂在[口，6]可积，g在[c， 上严格单调且连续可微，且 

满足 

g(c)一。，g(d)=6，口≤g(￡)≤6，tE Ec，d] 
Fb r6 

则有定积分换元公式 l厂( )如一I_厂(g(￡))g (￡)dt，设F( ) 
√ d √ a 

是 _厂(z)在Ea，6]上的一个原函数_1 。其形式化如下： 

定理 1 INTEGRATION—BY—SUBST 

I—V Ff g g a b c d．Ⅱ≤6̂ integrable(口，6)fA(V ． 

n≤z八z≤6—一> (F di’ffl f x)z)̂ (Vt．c≤t̂ ≤d V 

≤￡̂  ≤c一一>(gdiffl g t)t̂ n≤gt̂ gt≤6̂ contmono 

g)̂ (gc一口)̂ (gd=6)̂ (Va b f．INTEGRAL—BOUND
—  

SYM (口，6)厂)一=> (integral(a，6)厂一integral(c，d) 

( ￡．f(g t) g t)) 

在对这条性质进行证明时，需要将 c和 d之间大小关系 

分为 <c和f≤ 两种情况进行讨论。当 <c时，用定义 4 

交换积分上下限。这两种情况的证明主要借助复合函数的求 

导法则 DIFF_CHAIN、积分库中的牛顿莱布尼兹公式 FTC1 

及积分的一些运算性质，再结合一系列的数学推导就可使 目 

标得证。 

为了便于反转性质的证明，利用换元积分法证 明一个引 

理，其数学表达式为 I，(--t)dt=I f(t)dt，形式化如下： 
J n J _由 

引理 5 C Reversion lemma 

l_Va bfH． 

＆≤ 6̂ integrable(a，6)( f．f (--t))̂ integrable(——b， 

--a)( f．ft)̂ (Va b厂．JNTE6=RAL—BOUND_SYM (n，6) 

，)̂ (Vx．--b~x^z≤一Ⅱ一一> (Hdifflfz) )一一> 

(integral(n，6)( ￡．f(--t))一integral(--b，--a)( ￡．ft)) 

对傅里叶变换的反转性质进行如下的形式化 ： 

性质 2 CFT Reversion 

l_Vomegaf． 

CFT EXJS丁 _厂^CFT_EXISTS( ￡．f(--t))̂ (Vz． 

(H1 diffl( ￡．ft*COS(omega* ))jr)x^(H2 di。ffl( ． 

ft*sin (omega*t)) )32)^ (V a b f．INTEGRAL— 

BOUND
_

SYM (a，6)_厂)一=~(CFTomega( ．cornplex_of
_  

real(_厂(--t)))一CF丁(--omega)(旭 complex_of_real(ft))) 

在该定理的假设条件中，前两个是假设函数 f(t)和 

_厂(--t)的傅里叶变换存在，接下来的两个是假设实部和虚部 

的原函数分别为 H1( )和 H2( )。根据复数库中的相关定义 

及定理将原始 目标分成其对应的实部和虚部分别进行证明， 

并且用实部和虚部的积分对引理 5进行实例化，选用适当的 

策略并结合 limTheory库和 integration库中的定理可使 目标 

得证。 

3．3 频移性质 

当函数 ，( )乘以一个复指数函数 e 。 后，将会使其傅 

里叶变换左右平移，该性质如下： 

[厂(￡) o ]一F(∞一 ) (5) 

其中， 为常实数，在信号的调制和解调过程 中该性质具有 

非常重要的作用，调制时它可以将低频信号搬移到高频信号， 

从而减少噪声的干扰；解调时，采用相同的载波信号将调制信 

号搬移到原来的频谱。该性质的形式化如下： 

性质 3 CFr_Frequency_Shift_Property 

l—Vfomega0．CFT_EXISTSf一一> 

(CF丁omega( ￡．ft*exp( *omegaO*f))一 CFT 

(omega--omegaO)( ￡．complex
_ of_real(_厂t))) 

该性质的证明相对比较简单，先重写傅里叶变换的定义， 

然后再根据复数库中模的左乘、右乘等一些基本运算性质 ，便 

可完成最终目标的证明。当复指数函数形如 一 o 时，其证明 

过程类似。 

3．4 时域微分性质 

假设在任意一点x处，函数厂(￡)可导且导函数是厂(f)， 

函数，(￡)及其导函数厂(￡)的傅里叶变换都存在，且当}t}一 

c×3时函数 厂( )的极限为 0，则 

[／(f)]一 F((U) (6) 

对该性质的证明以及后面对高阶导数的证明，要借助表 

1所列的几个引理 ，对一阶微分性质进行如下的形式化： 

性质 4 C r_DIFF 

l_Vff omega． 

(Vz．(fdiffl f )z)̂ CFT_EXJS丁S，八CFT_EX— 

ISTSf ̂ ( ．，(& ))一～>O^( n．f(一& ))～一>0一 

一 (CFTome ga ( complex
— of_real(_厂t))一(O，omega) 

*CFT omega ( ．complex
_ of_real(_厂t))) 
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表 1 时域微分性质引理 

要证明此定理成立，可以转化为证明等式两边的实部和 

虚部分别对应相等成立。根据复数库中的一些定义及定理将 

原始 目标化简成两个子 目标即 

r -∞  

f(t)sin~otdt和I 一／(t)sin~tdt 

f 厂(￡)。。 d f+oo 
r4一  

= 

I f(t)coso)tdt。 

因此，对原始目标的证明就可转化为对这两个子 目标的 

证明。这两个子 目标的证明主要基于分部积分公式，以第一 

个子目标为例，对等式左边使用分部积分法后得到 

一 厂(t)coswtdt=f(t)cosox{±器+ I 厂( )sinwtdt，重写假 
J —。o。 

设条件及引理 6和引理 7可使第一个子 目标得证，第二个子 

目标的证明过程与第一个子 目标相似。两个子目标都成立 ， 

很显然原始目标也成立。 

更一般地，若厂(±。。)一厂(±。。)一 ·一 (±cx3)一 

(±。。)=0，且对V k． ≤ ， ’(f)的傅里叶变换存在，则 

[ (￡)]一( ) l-f(t)] (7) 

即 阶导数的傅里叶变换等于原 函数的傅里叶变换乘 以 

(如)”因子。该性质的形式化要用到文献[14]中的两个定义， 

现做一下简单说明： 

定义 5 n
_

order
_

deriv
—

def 

l一(V，．27．n_order_deriv 0 f 32=f )A V f z． 一or— 

der deriv(SUC )fx— 
—

order
_ derivI"l(Ax．derivfz)Lz 

采用递归的方法对高阶导数的定义进行了形式化，其中 

deriv f x的返回值是函数 _厂( )在x处的导数值，形式化定义 

如下： 

定义 6 deriv def 

l_V厂z．derivf 32一@ ．(，diffl k)z 

基于定义 5和定义 6，可对傅里叶变换的 阶微分性质 

CF]1_DIFF_GENERAL进行形式化，其证明过程如下所示： 

val CFT
—

DIFF
_

GENERAl 一 store
—

thm(”FT
_

DIFF GENERAI ”， 

(一 一、!(f：real--> rea1)(omega：rea1)(n：num)． 

(!(m：num)．m≤n一一> FT—EXISTS(＼t．n
_

order derivm ft))A 

(!m(x：rea1)．m≤n一=> (＼x n—order—deriv m f x)differentiable x 

)A 

(!(m：num)．m≤n一一> (Xb．n order—deriv m f(＆b))一一> O) 
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 ̂

(!(m：num)．m≤n：一>(＼b．n_order—derivmf(一&b))一一> O) 

一--> (FT(omega：rea1)(＼t．complex_of_real(n—order_deriv n f t)) 

一 ((0，omega)pow n)*FT(omega：rea1)(＼t．complex—

of
—

teal 

(f(t)))) 一 一)， 

REPEAT TAC THEN Induct
_ on n：nurn (*对 n进行归纳*) 

THENL[REWRITE_TAC[complex_pow_def](*当n=0时*) 

THEN REWRITE TAC[n_order deriv def] 

THEN REWRITE TAC[COM LEX MUI LID]， 

REPEAT DIsCH TAC(*当n—Suc n时*) 

THEN W (C SUBG0AL
—

THEN ASSUME
—

TAC o funpow 2 (fst o 

dest
— imp)o snd)(*证明任意n阶以下导函数的傅里叶变换存在 *) 

THENLEREPEATSTRIP—TAC THEN 

FIRST
_

ASSUM M ATCH
—

M 
—

TAC THEN 

Rw
— TAC std_ss[I ESS OR—EQ，LE~ EQ_IMP—LESS_SUC~， 

ASM
_ REWRITE TACE]THEN 

W(C SUBG0AI THEN ASSUME TAC o funpow 2(fst o dest 

imp)o snd)(*证明任意 n阶以下导函数可微 *) 

THENL[REPEAT STRIP TAC THEN FIRST ASSUM MATCH 

MP
_

TAC 

THENRW
—

TAC std
—

ss[LESS—OR—EQ，LESS—EQ—IMP —I ESS— 

SUC]， 

ASM REwRITEl_TAC[-]THEN 

W (C SUBG0AL
—

THEN ASsUME
—

TAC o funpow 2(fst o dest
—  

imp)o snd)(*证明任意 n阶以下导函数趋于正无穷时的极限为 0 

* 1 

THENL[REPEAT STRIP—TAC THEN 

FIRST
_

ASSUM M_ATCH
—

MP
—

TAC THEN 

RW
_

TAC std
—

ss[LESS_OR EQ，LESS_EQ IMP
_

LESS
_ SUC]， 

AsM REWRITE TAC[]THEN 

W (C SUBGOAL
—

THEN ASSUME
—

TAC o funpow 2 (fst o dest
—  

imp)o snd)(*证明任意 n阶以下导函数趋于负无穷时的极限为 0 

*) 

THENL[REPEAT STRIP——TAC THEN FIRST——ASSUM MATCH— —  

MP
—

TAC 

THEN RW
—

TACstd
— ss[LESS—OR—EQ，LESS—

EQ—IMP
—

LESS
～  

SUC]， 

ASM REWRITE TAC[]THEN DISCH TAC THEN 

REW RITE
— TAC[complex_pow_def](*重写 complex

_

pow定义 *) 

THEN REWRITE TAC[GSYM COMPI EX MUL ASSOC] 

THEN FIRST
_

ASS UM (SUBST1
一

TAC o SYM) 

THEN P0P
—

ASSUM K
—

TAC THEN 

H()_MATCH—MP—TAC CFT_DIFF(*匹配一阶微分性质 *) 

THEN P0P_ASSUM (MP_TAC o Q．SPEC n：num ) 

THEN REW RITE
— 。TACELESS_EQ REFL~ 

THEN DISCH TAC THEN ASM REWRITE TACr] 

THEN FIRsT
—

ASSUM (MP
—

TAC o Q SPEC n：num ) 

THEN REW RITE
—  

TAC[LESS—．EQ——REFL]THEN DISC H
— —

TAC 

THEN ASM
_

REWRITE
_ TAC[]THEN CONJ—

TAC 

THENI 厂ASsUM LIST(fn th1一> UNDIsCH TAC(conc1(el 1 

(rev th1))))THEN DISCH THEN(MP TAC o SPEC'n：numI ) 

THEN R、V
—

TACstd_ss 

[LESS_OR_EQ，LESS EQ_IMP —LESS_suc]，CONJ—TAC THENL 

[ASSUMl_I IST(fn thl一>UNDISCH
—

TAC(concl(el 1(rev th1)))) 

THEN DISCH
—

THEN(MP
—

TAC o SPEC"(SUC n)：numr ) 

THEN RW
_

TAC std
—

ss[LESS_EqREFL]， 

RW
_

TAC std
— SS[N—ORDER—DERIV_I EM1](*重写弓I理 11*) 

THEN REWRITE
— TAC[GSYM D DERIV](* 

舾 一 

r ● J  



重写引理8*) 

THEN FIRST
_

ASSUM M ATCH
— —

MP
— —

TAC 

THEN ASM
_

REW RITE
—

TAC[-LESS
_ EQ__REFI ]]]]]]]])； 

高阶微分性质的证明采用对 n进行归纳的方法： 

1)当 一0时，等式左边根据定义 4可知 厂( )的 0阶导数 

仍为它本身，等式右边根据 complexpow的定义可得( )。：1， 

左边等于右边显然成立； 

2)当 一忌+l时，假设 [ ”(￡)]一(ico) [，(￡)]成 
r— ∞  r 

立，因为I 抖”(￡)e一“dt=1 e一“d t，所以等式左边 
J 一 。。 J 一 。。 

可以当作是对函数 t的一阶微分求傅里叶变换，根据性质 

4可得 [ 抖”(f)]一(如) EY(f)]，根据 complex—pow的 

定义可得 ( ) 一 (ion)*(ion) ，于是 等式 右边 ( ) 

[-厂( )]一( )*(如) [_厂( )]，重写假设条件就可使目标 

得证 。 

3．5 时域积分性质 
r 。。 

若 F(o)一 I 厂(￡)dr=0，则 
J —一  

iw E I ，(￡)d ]一 [_厂(f)] (8) 
J —一  

该性质的形式化如下： 

性质 5 CFT INTEGRAI 

l_V CFT EXISTS f 

^CFT
_ EXISTS(2t．f_lim (2b．integral(--abs b， )，))̂  

(VX．f contl-z)A(Va．j k．(2b．integral(一abs b，a)f) 
一 一

> k)八(Va 6．n≤6一：> integrable(a，b)，)̂ ( 

lira (Ab．integral(一abs 6，abs b)f)一0)八(Ab．(At．f—lira 

(Ab．integral(--abs b，t)f))(abs b))————> 0̂ ( 6．( ￡．1厂_ 

lira (Ab．integral(--abs b，￡)f))(--abs b))一一> 0一一 

> (CF丁O,t．complex
_ of_real(ft))DmP 一(0，omega)* 

CFT( complex
— of_real((2t．1ira (2b．integral(--abs b，￡) 

_厂))t)ornega) 

根据时域一阶微分性质： 

＆≤6̂ (V ．n≤ ^z≤6一一>g contl )一 一> Vt．a< tA 

<6 一>((Ax．integral(n， )g)diffl g t)t 

该定理的证明过程比较繁琐，要处理的细节问题较多，需 

要表 2所列的一些辅助引理来帮助证明，证明代码约有 300 

行。 

表 2 时域积分性质引理 

关于无穷积分变上限求导问题的形式化为： 

定理 3 DIFFL—IMPROPER_INTEGRAL 

I—Vft k a．a< t八(X．f contl )̂ ((Ab．integral(一 

abs b，n)_厂)一一> 志)̂ (Va b．n≤6一=> integrable(a，6) 

，)一一> ((At．(1im(~．integral(一abs b，￡)厂)))di ￡ ’ 

( )) ： 

[蔷』 ，(z)出]一 [ff_。。f(x)出] 该定理的证明代码有。。0多行，这里不再详细叙述。 
因此如果杀』 _厂( )dr一厂( )得证，那么即可证明原目标成 4 应用 
立。对无穷积分的上变限求导问题是证明时域积分性质的难 

点之一。根据积分的结合性质存在实数 a，当n<t时，I 

f(x)dx=I 厂(z)出+I厂( )dx，由导数的四则运算法则 

得：皂j． ，( )出一 j’ f(x)出+皂 _厂(z)dx，该等式 
右边第一项的积分值是一个常数，导数值为0，因此此时的问 

题变成了对盖J f(x)dx一／( )的证明，这是关于定积分的 
变上限求导问题。关于它有一个非常重要的定理即原函数存 

在定理，其描述如下：若g在[n， 上连续，则 I g( )dr在 

(Ⅱ，6)上处处可导，且 f g(x)dx—g(￡) ，该定理在导数 

和定积分之间建立关系。目前在微积分库中还没有涉及到变 

限积分的相关定义及定理，本文对原函数存在定理进行了形 

式化证明，其形式化如下： 

定理 2 Fundamental_

Theorem
_

Calculus 

l_V g a b． 

本节对串联谐振电路的频率响应进行形式化分析，示范 

基于 CFT定理库的形式化分析与验证应用。图 1所示是一 

个具有电动势 厂(￡)的 RLC的电路，它是最基本的选频回路 ， 

有滤掉不需要的杂波、谐波和选出所需频率的作用。对谐振 

现象的研究有重要的实际意义：1)因为谐振现象有广泛的应 

用，如在无线电工程中，利用串联谐振可以获得较高的电压； 

在高电压技术中，利用串联谐振获得工频高电压，为变压器等 

电力设备做耐压测试 ，可以发现设备中危险的集中性缺陷；2) 

在某些情况下电路中发生谐振会破坏正常工作。对 RLC串 

联电路进行设计时，可以通过分析其频率响应，然后恰当选择 

R、L、C值来达到选频及滤波的目的。 

图 1 RLC串联谐振电路 

设 t时刻回路中的电流是g(f)，则根据基尔霍夫律 g(￡) 
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和 厂(￡)满足如下的微积分方程 ： 

L +R + ∽ 一 ㈤  

对式(9)两边同时取傅里叶变换 ，可以得到该串联回路的 

频率响应： 

H( )一 一丽  i o) (1o) 

本节的目的就是使用式(9)来验证其频率响应式(1o)成 

立。对系统的频率响应形式化证明时，为了使 目标看起来更 

加简洁，定义 COEFFI、F—omega、G—omega分别代表 L(iw) 

+R( )+i／c、输入频率响应、输出频率响应。因为 COEFFI 

中的前两项为复数，而 i／c为实数 ，所以相加时存在类型不 
一 致的问题，在对其定义时应使用 complex—of—real将实数 

1／C变成复数类型。 

定义 7 val COEFFI一(一 L * ((0，omega)pow 2)+ 

R *(0，omega)+complex of real(inv C) 一) 

定义 8 val F
_

omega= (一 CNF omega(＼t．complex of
—  

real(f t)) 一) 

定义 9 val G omega= (一 CFT omega(＼t．complex of— 

real(g t)) --) 

将 RLC串联电路频率响应形式化为如下。 

定理 4 RLC
—

CFr_Response 

l_Vfg omega L R C． 

O<L八O<R A 0<C八(Vm．m≤ 2一 ：> FT．EXISTS 

(At． order deriv m g t))八(Vmx．m ≤2一一> (Ax． 

order
_ derivm g )di rentiable z)A(Vm．m≤2一一> 

( 6． order derivm g (&6))一 一> 0)A(Y仇．m < 一 2 

一 一 > (Ab． order derivm g (一＆6))一～> 0)八(Vm．m 

≤ 1一 一> F丁 EXJS &lt． order deriv 厂t))  ̂

(Vmx．m≤ 1一一> (Ax．n
_

order
_ deriv f )differenti— 

able z)A(Vm．m≤1一 一> (Ab． order deriv m f (＆6)) 

一 一

> O)A(Vm．m ≤ 1一一> (Ab．n order deriv m f 

(一&6))一一> 0)A(Vt．L*(n order deriv 2 g t)+R* 

deriv(＼x．g( ))t+(inv C) g(￡)一deriv(＼x．，( ))f)八 

COEFF <> 0八 F̂ omega<> 0一 一> ( G omega／ 

Fl_omPgn一(O，omega)／̂ a FFD ； 

前 3个假设条件是保证 电感、电阻、电容大于零，接下来 

4个依次是假设函数 g(￡)二阶可导，任意二阶以下的导函数 

的傅里叶变换存在且当 ltl一。。时极限为 0，再接下来的 3个 

是假设函数 L厂( )的任意一阶以下导函数的傅里叶变换存在 

且 lt}一o。时的极限为 0，接下来一个假设条件就是对式(9)的 

形式化描述，最后两个是假设式(10)中的分母不为 0，而结论 

是对式(10)的形式化描述。 

证明时先根据复数库 中的 COMPLEX
—

EQ—RDIV
—

EQ、 

complexdiv等一些运算性质将式(10)中的分式化为整式即 

(L(ico) +R( )+1／C)G(∞)一iooF( ) (】1) 

根据高阶微分性质证明 iooF(~o)等于函数 ，一阶导数的 

傅里叶变换，再根据微分性质及线性性质证明式(9)左侧的傅 

里叶变换等于式(11)的左侧，这两个 目标得证后原 目标变为 

(L +R + g(￡))一 ( )的形式 ，重写 

假设条件，目标中左侧的部分被式(9)右侧的部分替代，很显 

然此时 目标得证 ，证明过程中还要用到复数的许多运算性质 

以及关于定义 6的一些引理。 
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形式化验证的结果和理论结果一致。由于定理证明方法 

的完备性，就所证明的性质而言，其结果是准确完备的。基于 

本文实现的 CFT定理库，应用系统的验证过程相对简单，说 

明了形式化的傅里叶变换在分析现实应用中的有效性。 

结束语 本文基于高阶逻辑定理证明器 HOL4，实现了 

对连续傅里叶变换的定义以及常用性质的形式化 ，并且证明 

了一个重要的定理即微积分基本定理 ，对换元积分法也给予 

了证明，利用傅里叶变换的线性及微分性质 ，对 RLC串联电 

路的频率响应进行了分析。本文实现的连续傅里叶变换理论 

的形式化定理库为使用定理证明方法进行相关系统的形式化 

验证准备了条件。傅里叶变换的卷积定理以及时频域的能量 

守恒是其广泛应用的重要原因，因此下一步工作将在 H0L4 

中完成傅里叶变换卷积定理和帕萨瓦尔定理的形式化以及更 

多应用的形式化验证。 
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