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摘 要 研究了GNU标准下初等函数的赋值原理及算法实现。基于 IEEE 754—2008浮点标准，利用误差分析基本结 

论，对 GNU下C语言标准数学函数库中的初等函数赋值程序进行理论误差分析。利用 Boost库中提供的区间类，将 

以浮点数作为基本数据类型的程序重写成以区间作为基本类型的程序，使用区间算术对初等函数进行可验证赋值，从 

而得到一个包含真实值的区间包络，并由此给 出GNU下初等函数的数值误差界。 
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Abstract This paper discussed evaluation principle and implementation of elementary functions according tO the stand— 

ard of GNU．Based on the IEEE 754—2008 standard，theoretical error on elementary functions program in C language 

standard library was analyzed by error analysis fundamental theory．Firstly，the floating-point C program was trans— 

ferred to the corresponding interval computing one using interval class provided by Bo ost library．Secondly，validated e— 

valuation was used on these elementary functions by interval arithmetic．Finally，the interval，including real numeric，was 

obtained．Based on the interval，numerical error bounds on these elementary functions were presented． 
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1 引言 

在科学研究和工程应用中，通常需要对大量的数据进行 

存储和计算。然而，实数在计算机中只能以二进制浮点数的 

形式进行存储，从而会产生舍人误差。除此之外，用一个基本 

表达式逼近一个相当复杂的算术表达式时会产生截断误差； 

在连续计算的过程中会导致误差累积。因此，如何刻画数值 

算法的精确性和稳定性始终是数值领域的研究热点。目前为 

止 ，对数值计算的研究主要集中在有限步算术运算的有穷序 

列的数值算法领域[1 ]，如矩阵计算、方程组求解等，而涉及初 

等函数问题的数值算法非常少。 

众所周知，初等函数 (如三角函数、指数函数、对数函数 

等)经常应用于很多科学问题的数学模型中，在数值计算领域 

更是使用普遍。在很多性能要求严格的科研领域，其主要是 

用 C语言编写的，尤其在单片机和嵌入式系统开发中。所以 

对 C语言数学函数库中提供的初等函数赋值运算进行误差 

分析是值得研究的课题。 

一 般来说，传统的数值法使用单一的浮点数作为赋值运 

算结果的近似值 ，由于数值计算缺乏绝对的稳定性，在某些情 

形下误差非常大。相 比之下，区问算术(即可验证方法)能获 

得包含问题真实解的区间，是一种误差可控的可信算法。关 

于数值计算结果的可验证赋值是近年来数值计算领域研究的 

热点_5]。目前关于初等函数的误差分析及可验证赋值的主要 

工作有 GMP(The GNU Multiple Precision Arithmetic Li— 

brary)和 MPFR(The Multiple Precision Floating—Point Relia— 

ble Library)中针对多精度的特殊函数和初等函数[6 ]，以及 

Antwerp大学的研究者和 NIST(National Institute of Stan- 

dams and Technology)合作正在开发的可验证的、多精度的、 

独立于基数的特殊(和初等)函数库l_g]。 

初等函数是一类特殊的函数，它们本身并不能通过有限 

次数的加减乘除运算求得准确结果，通常需要用无穷级数或 

者特殊的有理函数来表示，并取前 N项和作为近似值，由此 

将会产生截断误差和舍入误差。本文以 GNU下初等函数的 

实现为研究对象，利用误差分析基本结论，对 C语言标准数 

学函数库中的初等函数赋值程序进行算法研究及误差分析， 

给出理论误差界 。此外 ，借助成熟的区间算术软件包，重写浮 
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点计算程序，为初等函数提供可靠的可验证赋值，即得到一个 

包含真实值的区间包络，由此给出 GNU下初等函数的数值 

误差界。 

本文第 2节介绍浮点计算误差分析基本结论和区间算术 

基本概念；第 3节针对 GNU下的初等函数进行理论误差分 

析，得到理论误差界；第 4节给出利用区间算术进行可验证赋 

值及误差分析的结果 ；第 5节的数值实验给出 4个初等函数 

的误差界变化趋势。 

2 预备知识 

无论要计算的表达式有多么复杂，利用计算机进行赋值 

时，最终都要通过基本算术运算即加、减、乘、除来实现。对于 

矩阵计算、多项式赋值、传统的方程组求解等，可由有限步的 

算术运算得到，在这种情况下会出现舍人误差的积累；而对于 

基本初等函数(如正弦函数、指数函数等)，以及特殊函数(如 

误差函数等)，不能由有限步算术运算得到，对它们的赋值首 

先要选择合适的数学模型，比如级数或连分数形式，进行适当 

的截断后，再利用有限步的基本算术运算求出舍去余项的部 

分和。在这种情况下，不仅产生了舍入误差，还会产生截断误 

差 。 

2．1 误差分析基本结论 

2．1．1 基本算术运算舍入误差 

在 IEEE 754—2008标准下，浮点数通过 4个参数表示 ：基 

J8、精度 P、指数域r-L，U] ]。一个实数 ．37采用就近舍入模式 

存储到计算机中，记为 fl( )，或简记为 z。 

在基 、精度 p下，两个浮点数 和Y进行基本算术运算 

(／JU减乘除)的结果用 (z+ )、 (z— )、 (Iz× )、fl(x／ 

)来表示 ，或统一用 ( 。 )来表示，其中。∈{+，一，×，／)， 

运算结果的相对误差界是 

M(户)：一 1 川  (1) 

也就是说， 

( 。 )一( 。 )(1+占) 

其中，。∈{+，一，×，／)， ≤“(乡)。 
一 个表达式或运算序列由若干个基本算术运算构成，对 

其进行误差分析的基本目标如 2．1_2节所述，而进行误差分 

析需要的重要理论成果将在 2．1．3节中给出。 

2．1．2 误差分析基本 目标 

设表达式y由基本算术运算及其混合运算构成 ，在基 、 

精度 P下，计算得到的浮点数值为 y，满足 

—

y(1+ v )I v I≤ { 一：7(n(y)， 
) (2) 

其中， (y)是与y的表达式有关的一个整数。 

在对一个特定的y进行误差分析时，希望得到一个较紧 

的相对误差界 l cv I，一旦确定了 (y)，即可通过计算式(2) 

得到一个理论误差界。 

2．1．3 误差分析基本结论 

对于一个运算序列而言，计算相对误差，必须追踪所有的 

误差项(1+ )。以下给出误差分析基本结论 ，利用这些结论， 

可以得到一个运算序列的误差界。也就是说，可以从理论上 

得到 y的相对误差 l cr l。 

定理 1 如果对于所有的 ， 有 I&l≤“( )， 一±1， 
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并且 nu(p)~l，则 

II(1+ )R一1+ 

其中， ≤ ：一)，( )。 

利用数学归纳法可对定理 1进行证明。 

定理 2 如果对于所有的 ，n有 P = 

并且 nu(p)~l，则能推导出一个更紧的界： 

II(1+ )一1+ 

(3) 

+1，I l≤“( ) 

(4) 

其中， ≤ 。 

利用一个特殊的不等式及级数展开可对定理 2进行证 

明。 

定理 3 如果是以误差因子为(1+ )的数学量进行乘除 

或加减运算 ，则有如下结论： 

(1+ )(1+ )一14- +f (5) 

一 』件  ̈ (6) 1+ I 
l+0k ， ￡> ⋯  

当 z， ≥0时， 

_z(1+Ok)+ (1+ )一(Iz+ )(14-Om ) (7) 

(1+ )--y(1+ )一(z— )(1+ ⋯ ( ．f】) (8) 

其中， ≥ ，jEN~R ≥o。 

定理 3的证明要利用不等式的缩放。定理 1至定理 3的 

详细证明及应用可参考文献[11]。 

误差分析基本结论既能用于理论误差的确定，又能用于 

对误差的控制。具体来说，对于给定的一个表达式 ，在基 、 

精度 P下，利用式(1)一式(8)分析得出理论误差界，当然这个 

误差界可能比实际的误差要大；如果要控制给定的一个表达 

式的相对误差，那么除了上述结论 ，还需要子表达式误差分配 

的相关结论[9]。 

例如，z、Y、 、叫是不能精确表示成浮点数 的实数，在基 

J8、精度 p下，计算表达式 y一( + ) 。／(1．25w)，则 

一  ± ± ± 兰 ± 兰 ± 
(1．25×叫(1+文))(1+ ) 

一y(1+ ) 

其中，l&l≤“( )， 一1，⋯，5，10s l≤y(5， )一 。 

利用误差分析基本结论，可推导出 y的理论相对误差界 

为0s，在 一2、 一53下，计算表达式 y产生的相对误差小于 

等于 5．56×10 。。 

2．2 区间算术 

区间算术是集合上的运算，将初始给定的数据及其运算 

的所有可能性包含在计算的结果里，利用它可对任意一个表 

达式进行可验证赋值(即给出区间包络)，再利用这个区间包 

络，可给出一个通过数值计算得到的误差界。对于区间及其 

基本算术运算的定义如 2．2．1节及 2．2．2节所述。 

2．2．1 区间基本概念 

区间是一个集合，通常用一对实数表示 ，即 

[n，6]一{ ∈R：n≤z≤6} 

习惯上，用大写字母表示区间和其端点。即 

x—EX， ] 

其中，X是区间X 的下界，叉是区间X 的上界。 



 

区间X的宽度定义为W(X)一 一X，区间中点定义为 

mid(X)一( +X)／2。 

2．2．2 区间算术基本运算 

区间的加减乘除运算是集合运算，结果是所有属于这两 

个区间的元素做相应运算时构成的集合[”]。即 

区间加法：x+y一[x+y， +_y]。 

区间减法：X—y一[X— ， —y]。 

区间乘法：X·y一[min(S)，max(S)]，其 中 S一 {XY， 

XY，X Y，XY}。 

区间除法：x／y—X·(1／Y)，其中 1／Y=[1-／?，1／y]。 

3 初等函数理论误差分析 

本节对 GNU下的初等函数(包括正弦函数、余弦函数、 

指数函数、对数函数)的实现过程进行分析 (源代码来源于文 

献[13])，从理论上得到一个相对误差界 △。根据这个误差 

界，可对初等函数 l厂( )进行可验证赋值，得到： 

[ ， ]，厂(z)>o1 1 L +△ ’ 一 A ’J、工 ／ 

或 

[ ， ]，厂(z)d0 (9) 1一 A ’ 1+ A ’√ 

保证式(9)是包含真实值的区间包络。 

3．1 三角函数理论误差分析 

GNU下 ，正弦函数 sin(x)和余项函数 COS( )的实现是 

通过级数展开式来近似求值。不失一般性，函数 厂(z)的幂级 

数展开式为： 

厂( )一∑n (1O) 

采用式(10)次数小于等于 N的前 N 项部分和 S ( )近 

似计算 ，(z)时，会产生截断误差 R (z)一ll厂( )一TN( ){，如 

果 _厂(z)是收敛的幂级数 ，则 

R ( )一 ∑ a 一O，Ⅳ÷。。 

R ( )的上界可由序列{aiz )进行分析，如果级数项正负 

交错 ，满足一日 z／a一是正的并且递减，那么对任意奇数 N， 

∑ aiZ ≤ aN+l N+ 

此外，如果『q( )f是 f厂( )』的一个紧下界，那么截断产生 

的相对误差小于等于l 羔 I=1 l
。 

0L ， 口 ， 

给定 _厂( )、N、 P，可计算由截断误差引人 的相对误 

差。另一方面，如果想把截断误差控制在 △内，可令 

l 1≤△ 

由此计算满足条件的 N，以达到精度要求。 

下面分析计算部分和时产生的舍人误差，SN( )的标准 

计算方法是嵌套模式的 Homer算法[14,15]： 

SN( )一do+z(a1+z(a2 4- (⋯+2212N))⋯) 

采用下面的递归算法来实现： 

SN．N( )一以N 

SN ( )一 (＆ 4- +1)， —N一1，N一2，⋯，1 

S～( )一ao+SN．1 

令 fz(z)、fz( )分别是 、 的机器表示，满足 

fz( )一 (1+ ) 

(ai)za (1+ ) 

由上述的递归算法和第 2节的舍入误差基本结论，得到 

S～( )一 S～( )·(1+ (s ，( ̈ ) 

下面的式子给出了误差 c c 的累积过程： 

fl(SN，N( ))一 (aN× ) 

一(aⅣ(1+ ，)× (1+ ))(1+ ) 

(SN，i( ))一ft(zX(＆ + +1)) 

一

( (1+ )×(＆ (1+ )4-fZ( +1))(1+ 

))(14- ) 

fz(SN( ))一fz(口o+SN．1) 

一(no(1十& )+fZ(SN． ))(1+ )) 

其中，i I、f f、l I≤“( )。 

基于上述分析，针对正弦函数和余弦函数在 GNU下 的 

具体实现，详细分析得到它们的理论误差界。 

3．1．1 正弦 函数理论误差分析 

GNU下正弦函数 sin(x)的赋值程序实现采用了泰勒级 

数展开式 ，在计算部分和时采用了 Homer算法。sin(x)的级 

数表达式为： 

si 一薹 
因正弦函数是周 期函数，程序首先 把 z映射 到区间 

[一号，寻]上，然后做变量替换，用z— 替换 ，则 

sin(z)一 一 aizi~X--翥z+责Zg-寺 +⋯ 

其 一 z。 

sin(x)赋值程序在 一6时进行截断'贝U 

I E aizi I≤ I=1 击 l 
注意到sin(z)的充分小的下界是q( )一X--岳 ，所以截 

断产生的相对误差界为： 

er—I击X15 一翥)j 
计算部分和 S ( )的舍入误差为 

S7( )一S7(z)·(1+ (s ( ))) 

其中， ㈤ I≤ 。 

也就是说，截断误差界与 自变量 z的取值有关 ，而舍人误 

差界i cs c l与基p和精度P有关。若 e ≤ A，l cs c l≤ 

声z△，且 声 +≠z≤1，则计算正弦函数产生的误差小于等于△。 

定理 4 给定基 一2，精度 一53，GNU标准下正弦函 

数赋值程序理论误差界为 3．1×10 ，其中截断误差取其上 

界 ： 

max(f击X15／(z一翥)I)42．9X10 ， ∈[一号，号] 
例如，取 x=0．75，那么 钉≤1．5×10 ，1 (sm))1≤lI 78X 

1O ，所 以，计 算 sin(0．75)的相对误差小 于等于 1．68× 

1O— 。 

3．1．2 余弦函数理论误差分析 

正弦函数 cos(x)的级数表达式为 

cos( )一薹 
做变量替换 ，用 z— 。替换 ，则 
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c。s( )一塞n 一1一 1 +击Z2-可1 Z3+⋯ 
其中 一 。 

cos(x)在 一7时进行截断，则 

i
F 8aiZi~a8Z8一 8 

注意到cos(z)的充分小的下界是q( )一1一击 ，所以截 

断误差 

s ≤I击Z8／(1一 1 )l—I击X16／(1一 11X2)l 
计算部分和 S (z)的舍入误差为 

§N( )一SN(z)·(1+ (s ( ))) 

其 l≤ 。 

定理5 给定基I9—2，精度 夕一53，GNU标准下余弦函 

数赋值程序理论误差界为 3．3×10一“，其中截断误差取其上 

界 ： 

max(1 ．271 6／(1一 X2)1)≤1．45×10 

xE[一号，{] 

例如，取x=0．7，那么 钉≤2．11×10 。，1 (s ( ))I≤1．78X 

1O ，计算 cos(0．7)的相对误差小于等于 2．0×10 。 

3．2 指数函数误差分析 

GNU下指数函数的赋值，采用的策略不是级数表示法而 

是特殊的有理函数来逼近，指数函数 exp(x)的实现分为 3 

步： 

首先令 r— 一是1n 2，kE ，满足 

≤O．51n 2 (11) 

然后 ，用特殊有理函数求 exp(r)的近似值，记： 

R=r(exp(r)+1)／(exp(r)一1)一2+，卫／6一一／36O+⋯ 

使用 Remes算法产生次数为 5的多项式求出R，此多项 

式的误差小于等于 2 。，然后计算 exp(r)： 

exp(r)一H  

最后，计算 exp(x)一2 exp(r)。 

在对指数函数赋值的计算过程中，误差来源于 r、exp(r) 

和 exp(x)的计算。 

由忌E 及式(11)的要求，计算得到整数 ，r一 (z—k 

ln 2)一 (z— kin 2)(1+ ( 1 2)))，其 中， ≥ 

士 ，jE N，随着z的增大，exp(z)的误差界也增 
大。 

fl(exp(r))一 (1+ )一(1+ )(1+ 一 +z) 

其中， (r)是计算 r时产生的误差。 

fz(exp(x))一2 exp(r)(1+0s )+3) 

定理 6 给定基口一2，精度 户一53，GNU标准下指数函 

数赋值程序理论误差界为 1．21×10 。。 

例如， 一一5时，由式(11)可知 —一6，在基 一2、精度 

一56下 ，计算 exp(5)的误差界是 4．99×10 。 

3．3 对数函数误差分析 

对数函数 log(x)的赋值原理与指数 函数 exp(x)算法类 
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似，对于给定的参数 -z，首先通过迭代求出 k和_厂，满足 

x=2 ×(1+厂)，等<l+f<J2 

令 s一_厂／(2+-厂)，则 1+厂一(1+s)／(1一s)，接下来求 

log(1+，)。 

log(1+，)一log(1+5)一log(1--s) 

一2s+÷s。+-7 s +⋯ 

一2s+S×R 

其中，R为Remes算法在区间E0，0．O1716]上构造的一个 14 

阶的多项式 ，误差上界为 2 。 

为减小舍人误差，对 2 和 log(1+厂)进行了等价变换， 

ln2被分成高位和低位两部分 ，最后求出 log(x)。 

ln2一ln2H+ln2L 

2s=f--s×f=f- +sX号 

log(1+f)=f-( --sX(々 +R)) 

log(x)一是×ln2+log(1+l厂) 

一  

×ln2H+(f一( 一(s×(号 +R)+ × 

ln2L))) 

计算 s一，／(2+_厂)时满足 ；一 (1+ ( +z)，log(x)的误 

差界比较复杂，令 e 一 1 s×( ／2+R)+k×ln2L I，e2一 

，则 (1。g( ))一l。g( )(1+ c· c一 )。其 中， 

(1og ”一 (5n(，)+9)_2。 

定理7 给定基 一2，精度 一53，GNU标准下指数 函 

数赋值程序理论误差界为 7．33×1O 。 

3．4 理论误差分析综述 

根据误差分析的结果，总能得到一对数，以它们作为集合 

的边界，就构成了包含真实值的区间，进而完成了对初等函数 

的可验证赋值，但是理论误差分析是有技巧和约束条件的，对 

于某些特殊的情形，有时很难分析出一个较紧的界。对于一 

般的运算序列，追踪每一步的误差是相当困难的。在这种情 

况下，区间算术是一个快速获得函数的可验证赋值及进行误 

差分析的有效方法。 

4 基于区间算术的可验证赋值及误差分析 

4．1 基于区间类库 Boost重写初等函数赋值程序 

Boost库是一个有效而且通用的C++标准库，其内部实 

现了区间算术的基本操作 ，提供了区间的模板类_1 。它是开 

源的，可以在 www．boost．org上获取。与其它区间算术软件 

包的不同之处在于，它使用了策略来规定自变量的行为，包括 

舍人、检查和比较。运用合适的策略，Boost区间算术库可以 

对任意类型的变量进行区间算术操作。 

本文基于 Boost库中区间类提供的基本区间算术运算， 

对 GNU下初等函数的赋值程序进行重写，目标是完成函数 

的可验证赋值和误差界的计算。使用 Boost区间算术库时， 

需要包含头文件 <boost／numeric／interva1．hpp)，在实现过程 

中，将所有的常数系数定义成区间，采用标准的舍入方式及区 

间算术运算，以保证每一步的计算结果始终包含问题的真实 

值。 



4．2 检查策略和舍入策略 

程序 l是就代码重写进行的预定义工作，包括区间变量 

的检查策略和舍入策略，并重载了输出操作符“《”。 

程序 1 

#ifndef INTERVAL
_

H 

#define INTERVAL
_

H 

#include<boost／numeric／interval,．hpp> 

namespaee myinterval 

{ using namespace boost； 

using namespace numeric； 

using namespace interval
—

lib； 

typedd boost：：numeric：：interval
—

lib：：rounded
—

transc
—

std 

(float>my
_

rounding； 

typede{save
—

state(my
—

rounding>R； 

typedef checking
—

strict<float>P； 

typedef interval<float，polities<R，P))I； 

typedef boost：：numeric：：interval
—

lib ：：rounded
—

transc
—

std 

(double)my
_

rounding2； 

typedef save
_ state<my—

ro unding2)R2； 

typedef checking strict<double>P2； 

typedef interval<double，policies<R2，P2>)I2； 

} 

typedef myinterval：：I intv
_

float： 

typedef myinterval：：I2 intv
—

double； 

template<class os
_

t> 

os t& operator<<(os t＆OS，const intv double&a) 

{ os《 f[ 《 a．1ower()《 ， 《 a．upper()《 ] ； 

return os； 

} 

template<class os
—

t1) 

OS tl& operator<<(os tl&os。const intv float＆a) 

( OS《 [ 《 a．1ower()《 ， 《 a．upper()《 ] ； 

return OS； 

) 

#endif 

基于 Boost区间算术库，对初等函数实现代码重写后，不 

仅得到了初等函数的可验证赋值，而且计算了浮点环境下求 

得的赋值结果的误差界，实验结果详见第 5节。 

5 数值实验 

数值实验中使用的计算机 CPU主频为 3．10GHz，内存 

为 4．00GB，集成开发环境 IDE为 Code：：Blocks。数据的图 

形显示使用的工具为 MATLAB201la。 

5．1 基于区间算术的初等函数可验证赋值 

在给定自变量 z、基口和精度P的情况下，由第 3节的理 

论分析和第 4节的区间算术技术，可得到一个保证包含真实 

值的区间，从而进行可验证赋值。 

数值实验中，使用 BoOSt区间类重写初等函数赋值程序， 

对于给定的参数值和赋值函数，均给出了包含真实值的区间 

包络，再与 C标准下计算的浮点值 比较 ，得到一个误差界。 

表 1一表 4中分别给出了正弦函数、余弦函数、指数函数和对 

数函数在两个不同参数值下的赋值结果。 

从表 1一表 4可以看出，对于同一个函数，不 同参数值下 

得到的浮点值的误差界是不一样的，这不是偶然现象 ，5．2节 

将给出这些函数在不同参数下误差界变化的趋势。 

表 l 正弦函数的可验证赋值 

表 2 余弦函数的可验证赋值 

表 3 指数函数的可验证赋值 

表 4 对数函数的可验证赋值 

5．2 初等函数误差界 

利用区间算术对 GNU下初等函数进行误差测试的过程 

中，具体的做法是将自变量 的取值限定在区间[x， ]上， 

将Ex， ]划分成 个子区间[z ， ]， 一1，⋯， ，然后在每个 

子区间[ ，五]上随机取 100000个数据值作为自变量，计算 

浮点环境下初等函数 厂(z)的函数值，以及使用区间算术重写 

后得到的区间值 F(z)一[F(z)，F(z)]，计算误差界 ： 

e—max{lF(-z)-f(ac)l，lF( )--f(x)I} 

最后求每个区间段[∞，z ]的误差界平均值： 
100000 

一 (∑ ￡ )／100000 
i-- 1 

以[z ， ]的区间中点(五+ )／2为横坐标， 的值为纵 

坐标作图，数值实验结果如图 1所示 (图 1在 Matlab下完 

成 ”]，数据使用了GNU下测试时使用的参数与误差界平均 

值 )。 

(a)正弦函数 

(c)指数函数 

(b)余弦函数 

(d)对数函数 

图 1 初等函数误差界变化趋势 
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具体来说，正弦函数与余弦函数自变量的取值范围为[O， 

27【]，划分的子 区间的个数为 400，即每个子区间为 Ei(2 ／ 

40o)，( +1)(2~／400)]，i一0，⋯，399。测试结果分别如图 1 

(a)和图 1(b)所示。指数函数的测试范围为[一10，Jo]，分割 

成 200段小区间，误差结果如图 1(c)所示，为图示效果，纵坐 

标为取自然对数之后的值。对数函数的测试范围为[0， 

5000]，分割成 5000段小区间，测试结果如图 1(d)所示。 

从测试结果可以看出，尽管对于同一个函数 ，若自变量取 

值不同，误差界也是不同的。三角函数是一个周期函数，误差 

的变也呈现出周期变化的趋势。正弦函数的误差界在 0到 

／4区间内逐渐增大 ，在 ／4到 3n／4区间达到峰值，而在 3 ／ 

4到 7【区间内误差界又逐渐减小；指数函数 的误差界随着 自 

变量的增大而增大 ；对数函数误差界的变化呈现跳跃阶梯状 ， 

在 0到 1区间误差界变化平缓，到达临界点 1时误差界发生 

跳变，在临界点 3000处再一次发生跳变。 

结束语 本文针对 GNU下初等函数的实现进行误差分 

析，得到一个理论误差界，基于此可得到一个理论上的区间赋 

值。由于理论分析比较精妙，需要较多的数学知识 ，对于更一 

般的数值程序，要追踪每一步的误差非常困难 。相比之下，区 

间算术能避免理论分析的复杂性 ，对函数进行可验证赋值，并 

给出函数的误差界，主要工作在于把浮点程序改写成区间程 

序。目前我们已经完成了初等函数的可验证赋值及数值误差 

界的计算，除本文提到的 4个函数，还包括反三角函数、正切 

函数、双曲函数等。但是，如果待分析和赋值的函数或数值程 

序的运算(特别是乘除运算)次数较多，就会导致得到的区间 

宽度太大而难以接受，在这种情况下，需要结合区间的精化等 

更为精妙的技术。 
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