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基于多目标扩展通用 Toffoli f-1的量子比较器设计 

王 冬 。 刘志昊 朱皖宁 李善治 

(河南大学复杂智能网络系统研究所 开封475004) (东南大学计算机科学与工程学院 南京 211189)。 

摘 要 利用多目标扩展通用 Toffoli门，提 出了经典量子信息比较器的设计构造方法，并对其正确性进行 了理论证 

明，在此基础之上，给 出了量子比较器在简单搜索问题中的一个应用。与其它同类量子比较 器相比，此比较器通过减 

少使用辅助位来节约相关量子资源；通过设置多目标扩展通用Toffoli门的控制条件，使得在比较 出结果后剩余的门 

不再起作用，从而提高了运行效率，降低 了出错率，增强了比较器的鲁棒性。 
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Design of Quantum Comparator Based on Extended General Toffoli Gates with Multiple Targets 
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(Institute of Complex Intelligent Network System，Henan University，Kaifeng 475004，China) 
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Abstract By employing extended general Toffoli gates with multiple targets，a constructive method of classical quantum 

information comparator was presented．Further its correctness was proved theoretically．Based on which an application 

of quantum comparator working in the quantum search algorithm was given．Compared with the other like quantum 

comparators，our comparator uses less ancilla qubits so that the required related quantum resources can be saved．By set— 

ting the control conditions of the extended general Toffoli gates with multiple targets，the subsequent gates can not 

work any longer after obtaining the comparison result in our comparator．Thus the efficiency is improved，and the error 

rate is reduced and the robustness of comparator is enhanced． 
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1 引言 

量子计算和量子信息科学是研究利用量子力学理论进行 

信息处理的一门科学。其利用微观粒子的量子态作为信息的 

载体 ，凭借着量子力学所特有的一些性质和物理现象(如量子 

叠加性、纠缠性和相干性及量子隐形传态等)进行有效的信息 

处理，被认为是最具前景的研究领域之一l1]。早在 20世纪 

60年代初，人们已发现不可逆计算产生的能耗会导致计算机 

芯片发热，从而影响芯片的集成度 ，限制_r经典计算机的运行 

速度和计算能力l2 。解决以上问题的一个可能办法是，采用 

不同的电路设计理念。可逆性是量子计算的特征，量子可逆 

电路要求其输入和输出之间存在一一映射的关系，理论上不 

丢失输入信息，不存在热耗散问题，从而可将芯片的运行速度 

和计算能力发挥到极致 2̈]。在众多考虑取代当今经典计算机 

的研究中，利用量子效应建立量子计算机的方案脱颖而出，量 

子计算机在计算能力通信能力 、存储能力和现实世界的仿真 

能力上具有潜在的、更加出色的表现。量子计算机可等效为 

一 个量子图灵机，理论上已证明，量子图灵机可等效为一个量 

子逻辑电路⋯。量子逻辑门均可逆，其实现的操作可用酉矩 

阵来描述，利用量子逻辑门级联构建一些实际可行的专用电 

路是重要的，专用电路的设计实现及应用可加速运行算法，并 

可对量子寄存器或量子芯片等的设计实现做出贡献_3】。自 

1996年 Vedral等人l4 在 Physical Review A上发表 了量子全 

加器的电路后，专用量子电路的设计成为量子计算中的另一 

个研究热点，之后量子全减器、计数器及受控集成加减电路l5] 

设计完成，它们是构建量子计算机的基本电路模块。 

1997年 Grover~。]提出的量子搜索算法对经典算法进行 

y-次加速，使其成为量子计算中最为著名的结果之一[1]，其 

中比较器 电路 是 Grover算法 的重要 组成 部分。2006年 

Cheng等人[7 设计出量子归并排序算法电路 ，得益于量子 比 

较器的大量并行使用，使得归并排序算法的时间复杂度降低 

至 @((1og )。)。量子比较器不仅应用于量子搜索和排序算 

法，还应用在量子条件语句设计、求解逆函数的算法设计、量 

子运算器和控制器设计等多个领域，对量子计算机『3]的进一 
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步研究将会做出一些贡献。然而 目前对量子比较器的设计与 

优化的研究还较少，Oliveira等人[a,93给出基于二进制数的比 

较方法、使用标准 Toffoli门实现 的量子 比较器 ；Nascimento 

等人 给 出基 于二 进制减法 器的量子 比较 器设计方法 ； 

Shigeru等人[“ 给出Grover算法的一个应用框架，并简单描 

述了一个量子 比较器电路；Khan等人l1。]提出在四元域上设 

计量子四值逻辑 比较器，并给出复杂的电路图；这些设计或基 

于已有的解决方案和技术、或基于成熟的数学理论抽象问题 

并进行形式化推导和验证，都取得了良好效果 ，但给出的比较 

器电路均较繁琐。 

本文提出利用多 目标扩展通用 ToffO1i门(extended ge- 

neral Toffoli gate with multiple targets)设计构造量子比较器 

的方法。与其它同类量子 比较器相比，所构造的量子 比较器 

使用更少的辅助位 ，节约了电路所需的量子资源 ，通过设置多 

目标扩展通用 Toffoli门的控制条件，使得在比较出结果后剩 

余的门不再起作用，可提高运行效率，降低出错率，增强比较 

器的鲁棒性，其电路结构清晰，易于理解、推导和验证。 

2 预备知识 

定义 1 量子比特(qubit)的两个可能状态 l O>和 I 1)是正 

交基态，分别对应经典比特的 0和 1。量子比特可以是 f 0)和 

}1>的线性组合 ，称为叠加态(superposition)。 

I >一al 0>+pI1) 

式中，a和J9是复数，满足归一化条件：I al。+I J9I =1。即在 

对量子比特进行测量时，得到io>的概率为1a} ，得到}1>的概 

率为 2[ 。 

非正交量子态是不能被比较和排序的_1 。为在量子计算 

中进行经典的算术和逻辑运算，可利用量子的正交基态 l O>和 

}1>对数字进行编码，从而可以用量子态有效表示一个 位 

数。编码方法类似于十进制数的二进制表示。例如：十进制 

数 15，可用量子态编码成J 1111>。用正交基态编码后的数字 

可以进行比较[1 。 

定义 2 Toffoli量子门中通常有 4种线型，如图 1所示。 

(1)肯定控制线(见图 1(a))：如果在这条线上的输入为 

o，则受控线的值将不改变；如果输入为 1，则其它的肯定／否 

定控制线确定受控线上的值是否被反转。通过肯定控制线的 

值不变。 

(2)否定控制线(见图 l(b))：如果在这条线上的输人为 

1，则受控线的值将不改变；如果输入为 0，则其它的肯定／否 

定控制线确定受控线上的值是否被反转。通过否定控制线的 

值不变。 

(3)受控线(见图 1(c))：也叫目标线 ，每个 门至少有一条 

受控线，通过受控线的值，受肯定／否定控制线的控制。 

(4)无关线(见图1(d))：通过无关线的值不变，也不对其 

它线产生影响。 

— — —I．-一 ——__()_-一 ——_∈c)_—一 

(a) (b) (c) 

图 1 Toffoli门4种线型 

(d) 

传统 Toffoli量子门 “ ，记为 TOF(C，丁)，其中输入变 

量集合 I 一{-z。，37． 一， )，控制线集合 c一{z 。， ⋯， 

Xi }，则受控线集合 T一{z }，且 CN了’ 0，CUTCIn。输 

出变量集合映射为 (z。， ，⋯， fr ，五 0 ，五 + ，⋯， 

．zn一 }。若 3mE{2，3，⋯， }，SCim一0 Xik一0，则受控线 

的输出为五 o Xik一57~z O 0一Xi ；若 Vine{2，3，⋯， 

}， 一1 Xi 一1，则受控线五 的输出为 o z 一 

z o1一 。控制线的数量决定了不同的Tottoli门，如图 2 

所示 [15]。 

·控制线 ≥受控线 

非门 x 受控非门 CNOT 

标准Toffoli门Toffoli 通 Toffoli门GT 

图 2 Toffoli量子 门 

定义3 传统的通用Toffoli门(General Toffoli gate，GT 

门)只有肯定控制线。然而 1并没有任何特殊之处，控制线置 

0控制受控线信号反转是合理的[1]。增加了否定控制线的 

GT f-1称 为扩 展 通 用 Toffoli门(extended general Tof{oli 

gate)，记为 EGT(C，T)。图 3(a)是 GT门：Wo一训， 。一 ，Yo 

—  ，ZO— owxy，图 3(b)是 EGT门：wo：叫，．7．20一z，Y0一 ， 

o— o ，图3(c)是与EGT门等价的用GT门和非门组 

成的电路，否定控制线等价于在肯定控制线的两侧各加一个 

非门(X门)。 

W——◆一 wo W— r  w0 W——1卜_—一W0 

-

Xo 

士  Yo三 
z—  圭卜一z0 z— ±}_一z0 z—— 一一z0 
(a)GTN 【b)EGTI'] (c)与(b)等价的电路 

图 3 

定义 4 多目标扩展通用 Toffoli门是具有多个 目标线的 

EGT门，其中每个 目标线的控制条件均相同，如图 4(a)所示。 

图 4(b)为与多 目标扩展通用 Toffoli门等价 的 EGT f-1电 

路 。 

、 — w0 —  — w0 

x———— x0 = x————( ——— 一 xo 

y—— Yo y— —卜 Yo 
z一  ～ z0 z— — — —  一 Zo 

(a) (b1 

图 4 多目标扩展通用 

定义 5 图 5是描述测量运算的符号。封闭量子系统按 
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酉算子演化，但在某一时刻，实验者和实验设备要观察系统， 

以了解系统内部的情况，这个观测作用使系统不再封闭，也就 

不再服从酉演化，这个观测作用即为量子测量。量子测量由 

一 组测量算子iA }描述，这些算子作用在被测系统状态空间 

上，指标 m表示实验中可能的测量结果Ⅲ。 

图5 测量符号 

3 量子比较器的构造 

由于两个数 “与b的大小关系有a>b，a=b，n<6这 3种 

情况，因此在二进制量子计算中需使用两个量子位 Cl，cz来 

记录比较结果。对 c ，c 进行测量的结果用来说明n，6的大 

小关系：如果 f 的测量结果为 lO，则 口>6；如果 C1，Cz的测 

量结果为 O1，则 n<6；如果 c ，fz的测量结果为 O0，则 a=b。 

3．1 一位量子比较器 

若“，b均是一位二进制数，依据定义 1其可表示成量子态： 

f“>，f )，首先将 0Q初始状态设置为f00)，当f“>，f6>中仅有一个 

为l 1)时，就将此状态I 1)重置到C1或c2上，其余情况下不改变 

L'2的状态。对一位数n，b进行比较的电路如图6所示。 

图 6 一位量子 比较器 

依据 EGT门的定义，分析图 6可知，若 {n)一f 1)，f 6)一 

1 0)，通过两个 EGT门m 的状态变为l1)，Cz的状态仍为l0)， 

若l“)=107，I6)一【1 7，通过两个 EGTf-j，f 的状态仍为l0)，C2 

的状态变为I1)，其余情况 的状态均保持lO)不变。最后， 

通过 f2的测量结果，即可准确判断出n，b的大小关系。 

3．2 ，l位量子比较器 

3．2．1 位 量子 比较 器的构造 

位量子比较器是在 l位量子 比较器基础上的扩充。两 

个 位二进制数 与 6的比较是从最高位向最低位依次按位 

进行的，若在比较过程中 n，b第一次在某一位不相等 ，则这一 

位的大小关系就是n，b的大小关系，比较过程结束。即若 “，b 

的第 n，⋯， +1位(高位)均相等，则对它们的第 位进行 比 

较，若在第 位上不相等，则此位上的大小关系即为n，b的大 

小关系，比较过程到此结束；若 “，b在第y位上仍然相等，就 

要对它们的第 一1位进行比较。按此方法继续，若直到第 1 

位比较过程仍未结束，就比较 a，b的第 1位，若不同，则两个 

数在第 1位上的大小关系即为 a，b的大小关系，比较过程结 

束；若相同，则 a=b，比较过程结束。 

首先依据定义 1将 “，b两个 位二进制数分别表示成量 

子态：I(Aria ⋯“ )， ⋯b )，再依据上述两个 位数的 

比较方法，利用多目标扩展通用 Toffoli门，构造 位量子比 
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较器，如图 7所示。 
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v， )—— 

—  

l， 

1／ 

V ， ～  

n＼ ， 

图7 位量子比较器 

显然图 7所示的，z位量子比较器代表一个酉算子。c ，0 

的初态均被设置为 l 0>，用以记录 a，b的比较结果。每一对 

a ，bl(iE(2⋯ ))的下方均有初态为 l 0)的两个辅助位 愚 

忌一用以在 a，b两个数的 ，，2一l，⋯，Y+1位都相等的情况 

下，记录第 位Ja >，J )的比较结果 。 

分析图 7可知，比较是从两个数的最高位即第 位开始 

的，每一位的比较都依次用到相邻的两个多目标扩展通用 

Toffoli门。若 >，l )不同，则其中必有一个状态为l 1>，另 

一 个状态为 l0)，这必将满足图 7中最左边的两个多目标扩展 

通用 1、offoli门之一的控制条件，因此这两个 门之一将起作 

用，这样就会把 )，l >重置到其下的两个辅助位 愚 忌 及 

C ，Cz上，即比较出“，b的大小。由于此时忌 中有一个的 

状态从10)变为l1>，而其余的多El标扩展通用Tof{oli门在这 

两个辅助位上的控制条件都为 l 0>，因此这些 门将不再起作 

用，故 C ，Cz的状态在此后将保持不变。若 >，l )相同，或 

都为lo>或都为l 1>，这不满足图7中最左边的两个门的作用 

条件，因此是一 及 c ，Cz的状态都将保持l 0>不变，也就意 

味着在此位上两个数没有比较出大小，此时第 3和第 4个门 

在 上的控制条件得到满足，因此将按照第 位的比较 

方法继续比较第 一1位。依此，从高位向低位逐位进行比 

较，一旦 6／,，b在某一位上的状态不同，它们的状态就会被设置 

到其下的两个辅助位和 C ，Cz上，此时两个辅助位之一的状 

态被置为l1>，剩余的门由于在这一位上不满足控制条件，因 

此都将不再起作用，C1，cz之一的状态也被置为 I 1)，即比较出 

n，b的大小，比较过程结束。最后，通过C ，C。的测量结果即 

可准确判断口，b的大小关系：如果 c ， 的测量结果为 1O，则 

n>6；如果 C ，Cz的测量结果为 O1，则 n<6；如果 f ，Cz的测量 

结果为 00，则 a=b。 

3．2．2 量子比较 器正确性 的理论证 明 

求证：图 7所示的 位量子比较器是正确的。 

证明：由于图 7中每一条辅助线 一危f2( 一 ， ～1，⋯， 

2)以及 C 的初态均被设置为 IO>，依据定义 4，排序为奇数 

的每一个多 目标扩展通用 Toff01i门(如第 1，3，5个门)在 意 

( — ，7z一1，⋯，2)和 C 上的输出一样，为式(1)： 



 

Akglkgzalbl( 一 时 ，̂ 忌glkg2albi一“ b ) (1) 
g一 g一 

由合取范式的定义可知，当某一个 kg 一1(g一 ⋯ +1) 

时(即 一0)，式(1)的运算结果为 0，即相当于此门没有起 

作用。 

C 的最终输出为排序为奇数的每一个多 目标扩展通用 

Toffoli门在 c 上的输出的异或和，可由式(2)表示。 

C1一n o五 l 2an I lo⋯o l 2⋯ 21k一22n1 

1 + 1 

— 0 Ak—glk—gza (2) 

同理，排序为偶数 的每一个多 El标扩展通用 Toffoli门 

(如第 2，4，6个门)在 k z( 一 ， 一1，⋯，2)和 Cz上的输出一 

样，为式(3)： 

+ 1 2+ 1 

^kglkgzalbl( — 时 ，̂ 志glkg2aibi—n b ) (3) 

c 的最终输 出为排序为偶数的每一个多 目标扩展通用 

Toffoli门在 Cz上的输出的异或和，由式(4)表示。 

c2= b o 1 2a l 1o⋯o l 2⋯五21 22a一1b1 

] i+ ] 

= 0 Ak—g z b (4) 

若a>b，不失一般性，假设a和b的最高 ⋯ +1位相同 

(或都为0或都为1)EL ay> ，则有a 一1，by一0。因为k 

k ( 一 ， 一1，⋯，2)以及 C ，C 的初态均被设置为 l O>，计算 

式(1)和式(3)得：k 1—0，k 2—0( — ，⋯，Y+1)，图 7中前 

2( 一 )个门的输出均为 0，因此，计算式(2)和式(4)可知：到 

此时为止'f1，cz的输出均为 0。此后 ，经过第 2( 一 )+1个 

门，此门的控制条件为：k 一0，k z一0( — ，⋯， +1)，a 一1， 

一O，因此由式(1)得：ky1—1。之后 ，再经过第 2( — )+2 

个门，此门的控制条件为：k 一0，k：z—O( 一 ，⋯， +1)， 一 

0， 一1，由式(3)得 ：k，z一0。至此，由式(2)和式(4)可知： 

C1一口 o "1五 2aH一1 一lo⋯o k一 1k一 2⋯ (y+1)l (y+1)2 

al 一O0⋯o 00 1—1 
、 

’ ’  —  — — ’  ’ ’ — — —  

讣 O 

C2一 b 0 1 加a 一1 一1 o ⋯o l 2⋯ ( +1)1 ( +1)2 
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由于 k =1， =0，则计算式(1)可知：①忌 =0(h=y- 

1-．-2)；②此后的每个门在 c 上的输出均为 0，所以 c 的最终 

输出为 C =0 0⋯o 0o 1①0 o⋯o 0=1。计算式 (3)可 
— — —— V— — 一 ＼— — —— V — —一  

— y+O y--1个0 

知：①是 z—O(̂一 一1---2)；②此后的每个门在C2上的输出也 

为 0，所以cz的最终输出仍为 0。故最终 C ，Cz的测量结果为 

lO。 

同理可证：若 n<6，C1，f2的测量结果为 01；若a=b，C1 

的测量结果为 OO。 

在比较两个 位二进制数时，我们的比较器使用了 2 一2 

个辅助位，而文献[9]使用了3 一1个辅助位，文献ElO]使用 

了 2 个辅助位。由于对多个量子的同时操作是困难的，因此 

辅助位的减少有助于在节约量子资源的同时提高电路的鲁棒 

性。同时，我们的比较器采用 2 个多 目标扩展通用 Toffoli 

门级联的形式 ，通过将辅助位上的多目标扩展通用 Toffoli门 

的条件动态设置为置 0受控，使得在 比较出结果后 ，其余的门 

将不再起作用，这有助于降低电路出错的概率，进一步提高电 

路的鲁棒性。近年来，多 目标扩展通用 Toffoli门在文献中常 

被使用_1]，是因为它的使用有助于电路的化简和理解。 

4 量子比较器在简单搜索问题上的一个应用 

量子比较器应用广泛，如可应用在量子搜索算法的设计、 

量子条件语句的设计 、量子算法中逆函数求解问题的设计，量 

子运算器、控制器及交换机等的设计中。为便于表示和应用， 

将量子比较器简化为如图 8所示的形式。 

J ) 

Ib) 

C1l0) 
c：l0) 

n 
， —————-， ￡ ——一  

n 

CMP 

图 8 简化的量子比较器表示 

我们的任务是在一个从 0到 2 一1的连续 自然数空间 

中，搜索 比指定数大，或比指定数小，或与指定数相等的所有 

数。例如：在 0到 31中搜索比 15小或大或相等的所有数。 

问题解决框架如图 9所示。 

la)=lq 一。 

专 CMP 

图 9 简单搜索问题解决方案的电路框架 

图 9中，la)一l ana 一 ⋯a >为一个确定 的乘积态，并作 

1 2 1 

为比较基。Ib>一 互li)为 量子位的均匀叠加态，代表 

问题的整个搜索空间。如在例题中ln 一l onu ，l 6 壶 
∑ l >。 

由量子比较器的功能描述得 出其酉演化过程可由式(5) 

表示 ： 

m  阱  

∑ l > 

l1>+la) l1>Io) (5) 
V 厶 

分析式(5)知，使用计算基对 C ，cz进行测量，若测量结 

果为 10，则测量后l6>代表比n小的所有数的叠加；若测量结 

果为 01，则测量后 l6>代表比 n大的所有数的叠加 ；若测量结 

果为 00，则测量后 l 6>塌缩到 a。 

结束语 本文首先给出了一位量子 比较器 ，之后对其进 

行扩充 ，设计出 位量子比较器，并对其正确性进行证明，最 

后给出了量子比较器在简单搜索问题中的一个应用。与其它 

同类量子 比较器相比，我们的比较器使用了更少的辅助位，节 
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约了相关量子资源；通过将多目标扩展通用TOffoli门的条件 

动态设置为 0和门电路的顺序级联设计方式，提高了比较器 

的运行效率，降低了出错率，增强了比较器的鲁棒性。 

进一步的工作为：①进一步研究并优化量子比较器电路。 

②深化量子比较器的应用，将量子比较器应用到更多更复杂 

的算法中，利用量子计算的并行运算模式提高算法 的性能。 

③设计更多的包括算术运算及逻辑运算在内的基本的专用量 

子电路，探讨量子计算机系统的构建模式。 
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可见，在 RTX中间语言级能够正确处理机器模式，并能 

正确分配伪寄存器。在 GCC完成寄存器分配后，该指令 的 

RTL描述如图 4(b)所示。可见，GCC能够正确进行寄存器 

分配。最终生成的对应汇编指令为：fvaddd v1，Xv0，Xv0。 

insn 89 88 906 example．c：21(selfreg／v：V41)F199I res3 D(plus：V4D[ 

4D 5I res I n( j DF l 
fa) 

(insn 89 8797 exmnple c：21《sm(n：gtv：V4DF】03％vO10fig：199 res3l 

[199I) 

(plus：V4DF(reg：V41)F 104％vl I212]) 
(reg：V41)F 103％v()】218啪504{vim_fvadd}Iexpr—lisl：REG—DEA1) 

媸： 4 蔓 【)4％v11212])(州 
1 

图4 向量操作指令的RTL形式 

结束语 Ca2C编译器是一套非常庞大而复杂的软件系 

统。面向新目标机的指令集体系结构，在G-CC后端中实现对 

该目标机的支持，是非常复杂的编译器工程实现工作。微软 

亚洲研究院的张亚勤博士说过“工程的能力决定创新 的水 

平”。对具体的编译器所做的实现工作，在编译器工程技术领 

域非常重要。 

基于 GCC的 Sparc后端，本文实现 支持四路双精度 

SIMD指令的四路双精度短向量寄存器描述。在此过程中， 
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完成了新的目标机定义，扩充了一类向量模式，定义了一类新 

的寄存器约束，实现了四路双精度寄存器的描述。本文的工 

作对基于GCC进行的研究和开发工作有很大的参考价值。 
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