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k-median问题反向贪心随机算法 
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摘 要 k-median问题的近似算法研究一直是计算机科学工作者关注的焦点。基 于均衡限制条件，利用反向贪心策 

略，给出求解该问题的随机近似算法。证明该算法以较大的概率满足其近似性能比的期望值为(3+0(In(in(k)／口))。 
r 

该算法的时间复杂度为O(E--R ln(k)~ ( +m))，其中 和m分别代表设施集合以及客户点集的大小
。 最后，通过计 

U 

算机实验验证了k-median问题的反向贪心算法的实际计算效果。 
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Abstract Research on the approximated algorithms for k-median problem has been a focus of computer scientists． 

Based on the balanced parameter，this paper presented a randomized algorithm  for k-median problem by means of the re— 

verse greedy．The new algorithm’S expected approximate ratio was proved to be(3+O(1n(1n(k)／a))with high proba— 

L 

bility．The running time of the new algorithm  is[ !_ln(是)] ( +m)，where and 7 represent the number of clients and 
U 

facilities for the given instance．Finally，computer verification was used to study the real computational effect of the al— 

gorithm． 
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1 引言 

给定设施集合 F和客户集合 C， ( 旧 )∈z 表示设施 

∈F为客户 C ∈C提供服务的费用。欲在 F中选择至多k 

个设施为C中客户服务，并使总的服务费用最小，即所谓 忌中 

心问题，简称k-median。该问题形式化描述为： 

实例：设施点集F和客户点集 c，正整数k∈ ，忌≤I Ff， 

V ∈F，Cj∈C， ( ，0)表示设施 为客户c 艮务的费用。 

目标：求M；2~F，满足IM1≤ ，使∑ cn1in{ ，0)lf／EM} 

最小。 

将设施与客户均看作空间里的点，F中的点称为设施点 ； 

C中的点称为客户点。设施 为客户 C，提供服务的费用 d 

( ，cj)可表示为设施点与客户点之间的距离。若任意两点 

之间的距离对称且满足三角不等式，则该问题又称为公制空 

间(metric空 间)k-median问题，该 问题 为 Np-Hard问题 。 

1982年，Hochbaum等首次从求解算法角度考虑 了 k-me- 

dianE 。目前所见求解该问题的近似算法技术可归纳为线性 

规划 、过滤技术E“ 、原始对偶方法E 、贪心与放大技术 、 

局部搜索算法 、贪心技术[10,11]、反向贪心技术 以及各种 

算法设计技术的混合应用。2001年，Arya等人 设计了 

k-median问题 3+2／1,( ≥1)的局部搜索算法。2005年，潘 

锐、朱大铭、马绍汉等人E。]证明了 k-median问题的一个不可 

近似到的一个常数界 1+2／e，除非 NP~_DTIME( og ogn )， 

给出在最大连接费用至多是最小连接费用 鲫倍的情况下近似 

度为(1+叫)／2的局部搜索算法。目前 ，关于 k-median问题小 

于 3的常数近似算法未出现相关文献报道。 

尽管算法工作者提出许多近似性能较好的算法，但其实 

现技术都比较复杂，时间复杂度高。如 Arya~ ]等给出的局部 

搜索算法的近似性能比为3+2／1)(注： 为每次迭代时交换 

设施点的个数)，但算法需要执行多次迭代，每次迭代 的时间 

复杂度为 O(nP)，总的迭代次数不确定 ，当 P较大时，算法显 

得不太实用。又如拉格朗日松驰算法可以获得较好的结果， 

但由于这类算法的求解过程涉及大规模线性规划的计算，面 

对大型问题实例时，利用普通 PC运行该类算法完成相应计 

算任务通常极为困难。在各种实际工程环境中，如何设计出 

满足实际应用需求的各种性能出色的算法，引起部分算法工 

作者探索研究。2006年，Chrobak等人I1 提出用反向贪心算 

法求解k-median问题。算法的时间复杂度为O(n。)，近似性 

能界于Q(1n( )／ln(In(n))与 0(1n( ))之间。2008年，肖进 

杰提出一个求解该问题的贪心算法，并证明该算法的近似度 
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为 0(1n(n／k))l1o．“]。 

给定问题实例 I，如果要求所选择 的每个设施点至少服 

务 个客户点数，其中 为给定的参数并且满足 O<a≤1， 

我们将该类问题称为均衡限制的 k-median问题，a称为均衡 

限制参数。该问题也是一个有实用价值的原问题变种，例如 

在传感网结点布局中选择汇聚结点位置时，要求在该位置上 

的汇聚结点需至少能够连接一定数量的传感结点。目前，国 

内未出现关于该问题的近似算法相关研究文献。基于 metric 

空间，本文提出求解该问题的一个快速的反向贪心随机算法， 

证明了该随机算法以较高的概率满足：算法近似性能比的期 

望值为(3+0(1n(1n(忌)／乜))。算法基本思想描述为：设最优 

解将客户点集 C划分为k个子集C ， ，⋯， 。从 C中随 
L 

机选取 O( ln(志))个点，记 S为这些取样点的集合 ，证明 S 

包含每个子集 C (1≤ ≤ )中至少一个点的概率不小于 1／2； 

基于取样子集 S，从设施集合 F中找出与S中每个点最近的 

设施点，记这些设施点的子集为Fs(1 l≤lSI)。证明了 

中存在至多 k个设施，以这些设施服务 C，服务费用的近似性 

能比的期望值至多为3；以F；作为初始设施点集，通过对 

执行反向贪心求出k个设施。 

本文第 1节给出了问题的描述及关于该问题的研究进 

展；第 2节介绍了从给定设施定点集中求出一个候选设施子 

集的随机算法；第 3节介绍了对候选设施点集进行反向贪心 

求解 k-median问题的算法；第4节介绍了实验结果。 

2 候选设施点集 

给定设施集合 F、客户点集 C以及均衡限制参数a，记 

M一{ ， ，⋯， ) F为给定实例最优解所对应的设施 

集合 ，M将 C划分为k个子集 C ， ，⋯， ，每个子集 

(1≤ ≤忌)的大小均满足I I≥a× (0<a≤1)。我们首先 

证明：从C中随机选取一个较小的样本点集S，S以较高的概 

率满足：它包含每个 中至少一个点，即1 Sn }≥1(1≤ 

≤ )。 

定理 1 如果从 C巾均匀地随机选取(2+ )鱼 ln(2k) 

个点，设这些取样点的集合为 S，那么，对于每个最优划分子 

集G (1 l≥aXn／k)，ISn I≥1均成立的概率至少为 

1／2，即 PrEVilsA 『≥1]≥1／2。 

证明：不失一般性，设 I l≤ ； l≤⋯≤ { l， = 

f f，记 S=sN ，nl—f sz f。由于 中每个点被选取的 

概率为等，因此 的期望值为E(，z )一Isl等，根据chern。ff 
Bounds不等式得 。 

PrEnd< {SI~-J<e(- 等 (o< <1) (1) 
定义事件A 为” 小于(1Sl n 4的事件，则： 

PrE 3 i < {sl等]一Pr ]<壹Pr(A) (2) 

~TlCg}≥ × ／k(O<a≤1)，因此 ≥詈。选取 一 

(2一 )，JS J一(2+ ) ln(2k)，将它们代入式(1)可得： 

Pr[ji ；<AIs ]<专。因此： 

Pr[Vi ≥ Jsl ]=卜Pr[ in < 1sI ]≥专 
进一步，将选取的 值以及lSl值代人该结论可得： ≥ l 

sl 王_≥1n(2凫)成立的概率至少为 。显然当k>l时， >l， 

即 S包含每个最优子集 C 中至少一个点的概率大于或等于 

1 
。 

定理 1表明，如果已知每个最优划分子集 的大小至 

少为 Xn／k个点，只需从客户点集 C中随机选取(2+ ) 

ln(2k)个点，由这些点组成的集合记为 S，则 S包含每个子集 

C (1≤ ≤走)中至少一个点的概率不小于 ]／2。 

针对上述所求的样本集 S，对每个客户点 麓∈S(1≤ ≤ 

lS J)，记 ∈F为距离 最近的设施点，由所有设施点 构 

成的集合记为R，显然 lRl≤ lSl。对于给定的实例 J，设 cost 

(尺)为设施子集R F服务客户点集C的费用，Ol尸丁(，)为实 

例I的最优解值。下面证明在R中存在至多k个设施，以这 

些设施服务客户点集 C，服务费用的近似性能比的期望值至 

多为 3。在给出该定理的证明之前，首先给出下述引理。 

引理 1 给定问题实例 j，设 OPT(D最优解 中服务 

的设施为， 。如果从 中均匀地随机选取一个点 ，则z 

与 距离的期望值为： 

E( ( ， ))一(∑ ∈ d(x， ))／1G 】 

证明：由于 中每个点被选取的概率为 1／I l，因此 

该结论显然成立。 

定理 2 如果样本点集 S满足：ViISn I≥1(1≤ ≤ 

)，在由 S所确定的设施集合 R中，则存在一设施子集 R 

R(1R l≤忌)，其服务费用的期望值满足：E(cost(R,))≤3OPT 

(D。 

证明：记 S中k个客户点 ，X2，⋯，Xk满足 ∈Sn 

(1≤ ≤是)，即 是最优划分子集 C 中的一个点。对每个客 

户点z ，设施集合 F中与z 最近的设施记为_厂l，由所有 构 

成R的子集记为R ，显然I l≤是。R 服务客户点集C的费 

用记为COSt(忌)。 

对客户点集C中的所有点，考虑一种特殊的设施分配策 

略，该策略用设施 服务c ，即用设施 代替， 服务最优 

划分子集 中的所有客户点。该特殊分配产生的服务费用 

记为 cost(R~ )。 

cost(R~ )=∑ ∑ d( ， ) 
yE 

≤∑ ∑ ( ( ，X1)+d(五， )) 
∈ 

≤∑ ∑ ( ( ， )+ (z{， )+ (丑， )) 
yE 

≤∑ ∑ ( ( ， )+2 (∞， )) 
一  

vec／ 

= ∑ ∑ ( ( ， )+2∑ I ld(xl， )) 
yE r．* 一 

--

-- 3∑ ∑ d(y， )(根据引理 1) 
yE 

3oP丁(D 

cost(R )所对应的分配策略是将 C中每个客户点Y分配 

给离 Y最近的设施，由此可得 cost(R )≤cost(R )，所以结论 
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成立。 

如果样本点集 S满足ViISn l≥1，从 R中选取不同 

的k个点，计算这 k个点服务客户点集 C的费用，可求出一个 

可行解。枚举 R中所有可能的k个点，取费用最小的可行解 

作为算法的最终解。定理 2表明：该策略所求解的近似性能 

比的期望值至多为 3。根据定理 1有，该结论成立的概率至 

少为 1／2。 

根据定理 1，Is1一(2+ )鱼 In(2是)，显然lRI≤ lSl一(2 

)鱼 in(2k)
。 从 R 中枚举所有可行解的个数至多为 

c 。由于 1≤( ) ，将l R l值代入该式可得枚举 

子集个数为 0(( ± ) )
，因此，当 忌较大时，采用 

枚举R中所有可能k个点的策略，其时间复杂度较高、实用 

性较差。 

3 反向贪心随机算法 

给定设施集合F以及客户点集 C，从 C中均匀地随机选取 

部分点，记 S为这些点的集合。对于每个客户点 嚣∈S(1≤ 

≤lS1)，在 F中找出离 最近的设施点 ，设 R为所有设 

施点 厂 构成的集合。仍记 cost(R)为设施集合 R服务 C的费 

用。算法的基本思想为：从 R中寻找设施 r，使之满足 cost 

(尺＼{r})一cost(R)的值最小，执行 R—R一{r}。重复这种删 

除过程直到 lRl一忌为止。该算法详细描述如下。 

算法 1 k-median问题反向贪心随机算法 

输入：设施集合 F，客户集合 C，均衡限制参数 a 

输出：服务费用 
1 

1．从客户集合 C中均匀地随机选取(2+ )—K_ln(2k)个点，记为 s。 
Ⅱ 

2．对于s中每一个点 ，计算F中与 最近的点‘，构成设施集合R。 

3．计算 R服务 C的费用 cost(R) 

4．while IRi>k时执行 5—6步 

5． 对每个 rER，计算 cost(R＼{r}) 

6． 选择满足 min(cost(R＼{r))一cost(R)的设施 r 

R—R＼{r0}，cost(R)一cost(R＼{r0}) 

7． 计算 R服务 c的费用 

算法第 2步从设施集合 F中寻找离 S中每个点最近的 

设施，时间复杂度为0(1SI×iF1)。算法第 3步计算 cost(R) 

时，时间复杂度为 O(1Cl×1R1)。每执行一次循环，算法第 5 

步对每个设施 rER，计算 cost(R＼{r})时，需要将设施 r所服 

务的每个客户点重新分配到R＼{r)中的某个设施，因此算法 

第 5步循环一次的时间复杂度为 O(1RI×I C1)。算法共循 

环lRl一走步，每循环一次，lRl的大小都要减 1，所以算法第 5 

步总的时间复杂度为 O([1Rl+(IRI一1)+⋯+忌]×l C1)。 

这样算法总的时间复杂度为：0(1SI×lF【)+O([IRl+(IR{ 
一 1)+⋯+ ]×lC1)。设 一1Cl，m=lFI，显然 IR1≤ ISl， 

将 和 分别代人该式并进行合并，由此得出上述算法的时 
L 

间复杂度为 O([ ln( )]。( +m))。 
(r 

为讨论算法的近似性能，在给出结论之前，首先给出相关 

引理及其证明。 

引理 2 1+1／24-1／34-⋯+1／ =In(n)+)，(7为小于 l 

的欧拉常数)。 
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不失一般性，设上述算法从 R中依次删除的设施为 r。， 

⋯

’rlRI k+l。 

引理 3 

cost(R)≤cost(R＼{ro})≤⋯≤cost(R＼{ro，⋯，rIRI一 十1})。 

证明：根据定义，cost(R)表示设施集合 R服务客户点集 

C的费用，此时 C中每一个客户都被其距离最近的设施所服 

务 ，服务费用最小。由算法第 5步知，下一步要从这 {R1个设 

施中选择一个设施 ro，它满足 ∞盯(R一{％})--cost(R)的值最 

小。设 ro服务的客户点集为 N(ro)，则对于每个客户点 ．z∈ 

N(ro)，此时只能分配给剩下的{R{一1个设施，且 与新设 

施的距离肯定大于等于 与ro的距离，所以cost(R)≤cost 

(Rk{7"o})。 

同理可得： 

cost(R＼{ro})≤⋯≤cost(R＼{Y0，r】，⋯rIRI—k+l}) 

因此结论成立。 

对于给定实例 J，定义：A(I)为反向贪心随机算法针对实 

例 I的目标函数值，oPT(D为相应实例 J的最优值，显然 A 

(J)=cost(R＼{YO，n，⋯，rl Rl 十1})。设 MC_F为给定实例 J 

最优解所对应的设施子集 ，则 lMl≤忌，对于M 中每个设施点 

l厂 ，从 R中选择离 _厂 最近的一个设施点 _厂 ，记 Q一{A ， 

_厂2 ，⋯，_厂 )，则下述不等式成立。 

引理 4 

∑ I-cost(R＼{r})--cost(R))]≤cost(Q)--cost(R) 

证明：设 xEC，定义 d(x，F)=min(d(x，，))。对于任意 

rER，记 N(r)一{zIxECAd(x，r)一 (z，R)}。先分析引理 

不等式的左端： 

∑ [cost(R＼{r})--cost(R))] 

一 ∑ ∑ [ (z，R＼{r})--d(x，R)] (3) 

对于不等式右端： 

cost(Q)一c0 (R)一∑[ (z，Q)--d(x，R)] 
∈C 

= ∑ ∑ [ (z，Q)--d(x，R)]4- E E [ ( ，Q) 
r∈Q ∈N(r) rC-R＼Q ∈ N(r) 

-- d(x，R)] 

由于 rEQ、Q R，以及 r为R中距离 ．72最近的设施，因 

此 d(x，Q)= (z，R)一d(x，r)，则上式前半部分值为 0。由 

此得出： 

cost(Q)--cost(R)一 ∑ ∑ [ ( ，Q)--d(x，R)] (4) 

由于 QGR，因此 C中的任一点 z必满足：d(Lz，Q)≥d 

(z，R)以及 d(x，R＼Q)≥ ( ，R)。 

对于式(3)和式(4)中的同一个设施 r，由 rER＼Q以及( _二 

R可得Q R＼{r}，所以对于每个设施 r所服务的客户 37∈ 

N( ，d(x，R＼㈩ )≤ ( ，Q)成立。进一步可得，d(x，R＼{r))一 

d(x，R)≤d(x，Q)--d(x，R)成立。考虑所有 z并进行相加 ， 

可推出上述不等式成立。 

引理 5 

cost(Q)一cost(R)≤2cost(M) 

证明：对于客户点集c中任一点z，分别设R和M 中离 

z最近的设施为 -厂尺( )和 -， 记 Q中距离 fM( )最近的设施 

为 ／ )，根据 Q的定义，d(fM( _， ))≤ ．，_M( )．- ( ))。 

另一方面： 

d(x，_， ))≤d(x，̂ “ ))4-d(fM( )，-， )) 

≤d(x， ( ))+d(fM( )， ( )) 



 

4d(x，_厂M( ))+d(x，／ ))+d(x， ( )) 

(j三角不等式) 

≤2d(x，
．

厂M( ))+d(x， ( )) 

由此可得，d(x， 凡 ))--d(x， ( ))≤2d(x，-厂M( ))。 

考虑 C中所有z并对不等式相加可得本引理成立。 

定理 3 给定问题实例 J，反向贪心随机算法以较高的概 

率满足其近似性能比的期望值为(34-O(1n(1n(k)／4)))，其中 

为均衡限制参数。 

下面利用文献[12]的思想和方法给出该定理的证明。 

证明：定义R 为算法执行第 5步 R—R＼{ro}使得 R的大 

小为 (fRI— )时，设施点的集合。由引理 3，当R由R 变为 

R『 时，会导致服务费用增大，下面分析费用增长量上界。 

cost(：Rr1)--cost(R，)≤ min(cost(R 7＼{r})--cost(R,)) 
rER．＼Q 

(5) 

≤画 蠢Q f(RJ＼{r})--cost(RJ))] (6) 

≤寿，毒Q ( ＼{r})--cost(R))] (7) 

≤了兰 [cost(Q)--cost(RJ)](根据引理4) 

≤了 c0毗(M)(根据引理 5) 

其中，式(5)是根据算法第 4步得出的结论；式(6)是根据 COSt 

(R＼{r})-cost( )的最小值必小于或等于相应的平均值而 

得出的结论 ；由lQI≤是可推出式(7)成立。 

整理上式得 ： 

cost( Rr_1)--cost(R )≤_ cost(A (8) 
J 尼 

分别取 —IS ，l Sj一1，⋯，k，并对式(8)左右两端相加 

可得 ： 

cost(：R )̂一 ∞s (R{SI) 

≤(南 +南 +．．斗 
由引理 2可得： 

(— + 兰 +⋯+ )fo (M)421n(1 S I／k 

一

1)cost(M) 

又由引理 3及定理 2得： 

E(cost(RiSI))≤3cost(M) 

所 以： 

E(cost(R ))≤[21n(1 S【／k)4-3]cost(M) 

一
[2(1n—(24"4'3

—

)ln(2k)
一

1)+3]cost( 

由算法结束条件可知，A(I)=cost(R~)，将其代人上式并 

进行简化可得： 

E(A(D)≤(34-O(in(In(k)／4)))OP丁(D 

根据定理 l，集合 S满足ViIsn I≥1均成立的概率 

至少为 1／2。因此，运算本算法一次 ，则至少以 1／2的概率求 

到近似性能比的期望值为(34"O(1n(1n(k)／a)))OPT(I)。如 

果重复运算本算法 logn次，然后取最好的一次解值，则至少 

要以1--÷的概率得出该结论。 

4 实验结果 

选取 OR／ 113数据库中的部分数据集，测试所提反向贪心 

算法的有效性。鉴于算法的随机性，重复运算该算法多次，取 

最小的值作为算法的最终运算结果。表 1列出算法运算 10 

次后针对不同的 a值所求的结果。 

表 1 算法近似性能实验数据 

针对不同a值，反向贪心算法需从客户点集 C中随机选 

取部分点，基于取样点计算出候选设施点集 ，最后对候选设施 

点集反向贪心求出k个中心点。由于算法的随机性 ，C中存 

在部分点可能被重复选取，导致每次选取时取样点集的大小 

可能不相等，表 2列出算法运算 10次后 ，从客户点集 C中随 

机选取的平均点数。 

表 2 针对不同a值算法所需取样点数 

表 2中，减小比例一(客户数一取样数)／客户数 *100。基 

于表 2可知，算法在确定候选设施点集时，仅从少量随机选取 

的客户点集中计算候选设施点集，然后对候选设施点集进行 

反向贪心，找出 走个 中心点。与文献[-11，12]相比，后者以整 

个设施点集作为候选点集，执行反向贪心求 出 k个设施点。 

因此，每执行一次本文反向贪心算法，花费时间较少 ，算法运 

算效率高。 

结束语 本文分析了基于取样策略的 k-median问题的 

反向贪心算法，给出 k-median问题 的一个反向贪心随机算 

法，证明了该算法的近似性能比的期望值。算法的基本思想 
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是求一个取样点集 S，要求 S包含客户点集C的每个最优划 

分子集中至少一个点，根据 S再进一步确定一个设施子集 

F ，利用反向贪心算法从 中找出k个点服务 C。本文在求 

解取样点集时基于均衡限制参数 a，算法近似性能比的期望 

值依赖于 a。a越小，则 {S}越大，算法近似性能比期望值越 

高； 越大，则 lSl越小，算法近似性能比的期望值越小，因此 

该算法适用于各划分子集大小相差不太大的情况。 
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l，3，4，6这 4种模型都可以适用。 

结束语 本文系统地分析、比较了 6种主要基于覆盖的 

粗糙集模型，找到了各模型之间的区别和联系。各模型之间 

要么明确可比，要么明确不可比。可比的给出了定理证明，不 

可比的举出了反例。通过比较多种模型之问关系，可以加深 

对这些模型的理解，使得读者方便地在不同应用中根据需要 

选择不同的模型。 

今后将在本文工作的基础上，对于可比较的模型研究其 

相等的充要条件，对于不可比较的模型研究其可比必须满足 

的条件；也可以从最小覆盖粗糙集模型和最大覆盖粗糙集模 

型的角度出发，构造出满足需要的覆盖粗糙集模型。 
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