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面向异构架构的混合精度有限元算法及其 CUDA实现 
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摘 要 长期以来，单精度似乎与科学计算无缘，然而从体系结构看，混合精度计算可以充分发挥向量部件、GPGPU 

设备的单精度性能，提供更高的效能，如降低通讯带宽要求、提高数据传输和通讯效率等。混合精度显格式有限元算 

法，结合材料强非线性多尺度有限元程序msFEM，实现了GPGPU上的有效加速。实验结果表明：混合精度显格式有 

限元程序实现了90 以上的计算通过单精度完成，其计算结果与全部使用双精度的结果相一致。该算法可以使得在 

不支持双精度格式的加速卡上实现科学计算功能。在支持双精度浮点格式的GPU上，混合精度算法与全部采用双精 

度计算相比其加速效果提高了 1．6～1．7倍。 
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Abstract For a long time，single precision has been giving away to double precision in scientific computing．However， 

on computer architectures，mixed-precision computing，can take full advantages of excellent computing compatibilities of 

vector components，GPGPU，offering merits such as reducing communication bandwidth requirements，improving data 

movement efficiency etc．A mixed-precision explicit finite-element algorithm was proposed and implemented on nVidia 

GPU for strongly nonlinear multi-scale materia1 simulation．The developed mixed-precision finite-element method gives 

the salTle results as that of the fully d0ub1e_precision calculation，while keeping a 90 portion of finite element calcula— 

tions to be done by single precision float calculation．As a result，on the device that does not support native double preci— 

sion float format，the mi xed-precision algorithm  makes it possible to fulfill double precision finite element simulation， 

while on the device that supports the native double precision，the mixed-precision algorithm is 1．6—、，1．7 times faster 

than the full double precision calculation． 
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1 引言 

在现代体系结构上 ，32位浮点运算通常至少要 比 64位 

浮点运算快两倍。人们很早就发现在求解线性方程组时可以 

采用低精度计算获得计算加速，而只用少量的高精度计算达 

到与全部用高精度一致的计算结果。1948年威尔金森设计 

制造图灵计算机时提出求解线性方程组的迭代改进(iterative 

refinement)E 。求解线性方程组 Ax=b的迭代改进思想可 

以描述为 ： 

(。)一 0 

d‘ ’=b--Ax‘ compute residual in high precision 

Ac‘ 一d‘ solve equat~n system in low precision 

‘ 一 ‘ +c‘ accumulate solution in hi’gh precision 

威尔金森和他的合作者们证明，如果矩阵 A不是高度病 

态，连续对 用混合精度求解会收敛到全部用高精度计算的 

结果。对于线性方程组求解，计算 9O 以上的浮点可以通过 

低精度来完成，并且不会影响解的精度。 

混合精度计算的主要思想是对计算密集部分采用低精 

度 ，对少量关键步骤采用高精度 ，从而达到计算加速。 

混合精度计算的有效性在于必须保证最终的计算精度没 

有损失。Langou等E。 在 Cell[。 及主流 CPU上应用稠密矩阵 

求解法对混合精度算法的有效性进行了全面测试。Goddeke 

等[4 对大规模矩阵的多重网格求解法进行了测试。这些测 

试证实了混合精度计算结果与全部用高精度计算结果的精度 

完全一致。 

本文第 2节首先介绍显格式有限元算法和有限元算法增 

到稿日期：2011—08—05 返修 日期：2011—10—13 本文受国家自然科学基金(11072241)资助。 
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量格式的混合精度算法；第 3节介绍 msFEM程序在 GPU上 

的 cuda实现和优化；第 4节对 msFEM 有限元程序中针对混 

合精度 GPU算法、双精度 GPU算法和双精度 CPU算法做 

了综合性能对比；最后总结全文。 

2 显格式有限元及其混合精度计算 

目前在混合精度计算方面，对于线性方程组的混合精度 

计算(迭代精化)的研究较多 。很多科学与工程问题可归 

结为牛顿第二定律的求解，如微观尺度上的分子动力学，宏观 

尺度上的显式粒子方法、显式有限元等。这类问题中，力向量 

的求解时间约占到整体计算的9O％。显式算法最大的特点 

是容易并行化，并且算法对宏观尺度上的碰撞等瞬态问题、多 

尺度计算 中各种物理化学过程的微细观演化和由于椭圆形丧 

失等导致材料强非线性问题等都具有极强的适应能力l8]。下 

面以线弹性问题为例来说明混合精度显式有限元计算的基本 

思想 。 

2．1 显式有限元算法 

显格式有限元方法的基础是牛顿第二定律 ： 

Ma+ 一 (1) 

式中，n为加速度矢量， 为内力矢量，厶 为外力矢量，M 为 

质量矩阵。在动态显式有限元中，用集 中法使质量矩阵成为 

对角矩阵，从而避免矩阵求逆运算。 

对每个网格单元求解内力 ，组装得到内力 -， 。 

一 Ⅲ B adfl= ~一 BT(Xg) ( ) (2) 
式中， 为单元高斯点个数，COg为数值积分权重。 

利用几何方程和物理方程来求单元的应变 e和应力 。 

由位移得到单元应变 e为： 

￡=Lu=LNa 一L[Nl N2 ⋯ 

一 EB1 B2 ⋯ Bm a =Ba (3) 

式中， 为单元高斯点个数，B为应变矩阵，L为三维空间问 

题微分算子，单元应力可以根据物理本构方程求得： 

=De=DBa 一Sa (4) 

式中，S为应力矩阵，D为弹性矩阵。 

2．2 混合精度算法 

2．2．1 全量格 式 

一产 = 一厶 (5) 

由加速度进而求节点的速度和位移 ： 

一  +aAt (6) 

一  +vat (7) 

式中，_厂硎为外部载荷， 为内力。 为节点速度， 为节点位 

移。在有限元中求解每个网格单元节点上的内力 ，然后将 

其组装成内部力 厶 。 

2．2．2 增量格 式 

m(a +△ )一 +A (8) 

式中，上标 k表示上一时步， +1表示当前时步。由于 

删  一 (9) 

当前求解的牛顿第二定律变为增量格式 ： 

,SrnAa=flAf (10) 
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加速度更新格式为： 

口 + 一口 +△ (11) 

混合精度计算的基本思路是，通过单精度求解增量格式 

的牛顿第二定律，然后通过双精度完成加速度的累加以防止 

精度丢失。同时，为了防止小浮点数 △n和 △厂的下溢，引入 

缩放参数 P(fl取为 ，的 1一范数／N的倒数，N为向量长 

度)[ 。 

混合精度计算的具体算法如下所述，其中“(s)”表示变量 

及计算由单精度浮点完成，“(d)”表示变量及计算由双精度来 

完成[ ]。 

Step 1 m&a外 一 ¨ 

(s) (s) 

Step 2 12抖 = + 抖 佃 

(d) (d) (s) 

Step3 = + n At 

(d)(d) (d) 

Step 4 一 + At 

(d) (d) (d) 

3 双精度和混合精度有限元算法在 GPGPU上的实 

现与优化 

在 GPU上进行计算就必须在 CPU和 GPU 间传送数 

据，在 CPU程序中使用类对象+动态数组结构的方式来组织 

数据，使用类对象是为了使数据组织更加具有意义 ，而使用数 

组是为了利用 GPU的存储耦合特性加快数据的访存，从而 

提高计算效率。为了能够充分地在 CPU上使通信和计算重 

叠，将网格 点分为内部点和边界点两部分 来分别计算，在 

CPU中计算内部点的同时进行边界点通信。将 GPU所需数 

据通过中间结构体在 CPU端进行收集，然后传输给 GPU。 

如果不做数据的中间结构转化，而直接对数据做 CPU与 

GPU间传输，就可以减去数据的中间转换时间。不过由于数 

据的不连续性，每个网格单元的应力、结点信息中的每项数据 

都要做一次传输，这显然是不可行的。 

3．1 GPU优化 

3．1．1 异步并行执行 

在程序中使用了GPU异步流，异步执行主要有两个方 

面的作用 ：首先，处于同一个流内的计算与数据拷贝是依次顺 

序进行的，但一个流内的计算可以和另一个流内的数据传输 

同时进行，因此异步能够使 GPU中的执行单元与存储器控 

制单元同时工作，提高了资源利用率，加快了计算速度；其次， 

当GPU在进行计算或者数据传输时就返回主机线程，主机 

线程不必等待GPU运行完毕就可以继续进行计算(所需数 

据与 GPU计算结果无数据关联)，使 CPU和 GPU 同时工 

作[11]。 

在我们的应用中，使用 GPU异步并行，数据结构的主机 

内存需要采取分页锁定格式(pinned memory)。下面是我们 

的程序异步 GPU计算的时间对比(见表 1)。其中，试验设备 

为 CPU：Intel(R)Xeon(R)CPU L5420 2．5OGHZ(8核)，GPU： 

NⅣDIA Tesla C2O5O，GPU驱动 ：cuda3．0编译器：nvcc。 



表1 GPU异步执行时间(单位：ms) 

从表 1可以看到，使用异步并行明显减少了GPU计算时 

间。在异步执行流数为 8时，我们的程序所花时间相对较少。 

当网格结点数为 12221时，性能加速 比为 19．82／12．70— 

1．56；当网格结点数为 112211时，性能加速比为 1．62。 

3．1．2 寄存器使用优化 

寄存器(register)是 GPU片上的高速缓存，执行单元以 

极低的延迟访问寄存器(1个时钟周期)。每个流式多处理器 

(sM)中寄存器的大小与设备相关，具体到我们的设备为 

32768。寄存器文件数量总体虽然有 32k，但是平均分给并行 

执行的每个线程后，每个线程拥有的数量非常有限。例如 ，如 

果每个 Block块有 64个线程，那么每个线程可用的32bit寄 

存器数量为 32768／64=256，即 256个 float数据或者 128个 

double数据，如果 Block块有 128个线程 ，那么就只能存 128 

个float数据或者64个double数据 所以寄存器的使用需要 

合理分配。 

针对程序主要使用了3种控制优化方法：第一种方法是 

控制 Grid和 Block块大小 ，具体见表 2。从表 2可以看到，当 

Block块的大小为 32时，所需时间最少。经过分析认为因为 

使用的是 block内共享寄存器，所 以在线程为 32时，每个线 

程中的变量能够较多地使用寄存器，从而减少了访存时间。 

表 2 Block块大小对程序影响(单位：ms) 

第二种方法是尽量减少中间变量的使用，简单地说，就是 

用计算来减少存取时间，在一定程度上加大计算量来减少中 

间变量的使用，对一些中间变量不进行保存当需要时重新计 

算以减少寄存器的使用。这跟在 Cpu上编程使用中间变量 

来减少计算时间是不 同的，例如我们对 GPU上的求解应变 

阵函数优化的所得结果(见表 3)。求解应变阵时间占GPU 

计算时间比例从 20 左右降到3 。 

表 3 GPU上对求解应变阵优化的性能(单位：ms) 

单元数 2541 

优化前 2．59 

优化后 2．50 

加速比 1．04 

12221 

8．78 

8．35 

1．05 

112211 

84．64 

80．73 

1．O5 

第三种方法是使用共享存储器代替部分寄存器的使用。 

位于 GPU片内的共享存储器是一块低延迟(1个时钟周期延 

迟)、Block块内线程共享的可读写存储器。Tasla C2050卡上 

每个 SM的共享存储器大小为 48KByte。使用共享存储器优 

化，主要有两个方面：一是使用共享存储器代替寄存器存储中 

间变量，二是访问频繁的数据从 global memory先传输到 

shared memory上再使用。具体效果见表 4。 

表 4 共享存储器优化后时间(单位：ms) 

单元数 2541 12221 112211 

优化前 3．59 16．88 169．84 

优化后 3．37 13．17 127．43 

加速比 1．07 1．28 1．33 

3．1．3 常量存储器与纹理存储器的使用优化 

常量存储器和纹理存储器在设备端为只读存储。相对于 

全局存储器它们都有各自的缓存，用以节约带宽，加快访问速 

度。纹理存储器相比常量存储器还有一些特殊 的功能，如寻 

址模式、类型转换、滤波等。 

相比之下，二者各有优缺点：首先，常量存储器存储空间 

较小(只有 64kB)，但是可以存储各种类型的数据结构(包括 

自定义结构体)，使用较为灵活，访问速度快；而纹理存储器可 

声明的内存比常量存储器要大，可以多次进行数据绑定纹理， 

但访问速度较慢。 

在程序中我们使用常量储存器存储传输数据量较小的只 

读的物质点信息、高斯点信息。由于常量存储器用来存储的 

数据量所占比例很小 ，因此实际效果并不明显，使用带来的性 

能具体见表 5。而对于结点信息，由于其数据量很大，使用常 

量存储器明显不可能，因此可以使用纹理存储器，具体效果见 

表 6，可以看到有一定的效果。 

表 5 常量存储器的使用效果(单位：ms) 

表 6 纹理存储器使用效果对比(单位：ms) 

CPU向 GPU传输的数据有：高斯点、物质点、结点信息、 

应力。其中高斯点和物质点所占比例很小(当网格单元为 

2541时，二者所占比例为0．1％)，通过表5可以看出，常量存 

储器加速效果不明显。而结点信息占总体比例为64 ，纹理 

存储器加速效果较好。 

4 测试与结果分析 

4．1 GPU双精度性能测试 

对有限元GPU程序与原 CPU程序做各个部分性能对 

比，包括：网格结点单元内力 -厂求解时间、内力f(GPU程序 

包含数据打包)求解时间、合力F(内力+组装)求解时间，总 

时间(不含输出：中间结果不进行输出)、总时间(含输出)5部 

分，如表 7所列。 

表 7 CPU双精度与GPU双精度算法性能 

其中，在输出部分包含纯输 出和后处理两部分。在我们 

的测试中，对输出的后处理部分使用openmp共享存储并行。 

· 295 · 



 

从表 7可以看出，GPU双精度算法相比 CPU双精度算 

法局部加速比为 134，整体加速比为 14．3。 

4．2 GPU混合精度性能测试与分析 

对程序在 GPU上使用双精度和混合精度算法做性能测 

试 ，得到表 8中数据 。由表 8可以看到，当局部 GPU并行时， 

混合精度与双精度加速比比值为 1．6～1．8，整体效果为 l_3 

左右。 

针对程序进行结构优化，对混合精度 GPU有限元算法 

整体性能及精度进行测试。表 8是我们测得的性能实验结 

果。 

在数值精度方面，我们测得的结果是有 12位有效数值， 

精确度在 10到 11位，满足精度需要，与上述精度结果一致。 

表 8 GPU双精度混合精度算法时间 

由表 8可得：与 CPU双精度相 比，在网格结点为 112211 

时，GPU双精度算法的总体性能加速 比(不含输出)为 14～ 

15，GPU混合精度算法的总体性能加速比(不含输出)为19～ 

20。而单就计算内力 F(不含组装)部分，亦即采用 GPU计算 

对应部分(包括 GPU计算，GPU传输)，在网格结点数为 

112211时，GPU双精度加速比为 134倍，GPU混合精度加速 

比高达 224倍。 

结束语 本文提出了一种混合精度显格式有限元算法 ， 

用于材料强非线性多尺度模拟。混合精度显格式有限元程序 

实现了90 以上的有限元计算通过单精度完成，其计算结果 

与全部使用双精度一致。 
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