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摘 要 根据部分 K值逻辑的完备性理论，&~-JL完满对称关系 的关系图的特点出发，首先证明了两类保二元的 

完满对称函数集不属于部分 K值逻辑的准完备集之最小覆盖。然后对关系图中边的数 目分情况进行讨论，定出了部 

分 K值逻辑中保二元的完满对称函数集在边数小于等于K 时的准完备集之最小覆盖成员。 
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Abstract According to the compleleness theory in partial K—valued logic，starting with the chart of binary full symmet 

tic relations，this paper first proved two kinds of preserving binary full symmetric relations{unction sets unbelong to the 

minimal covering members in partial K—valued logic，and then discussed the edge number of chart，decided the emergence 

of preserving binary full symmetric relations{unction sets in the minimal covering members in partial K—valued logic． 
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1 引言 

多值逻辑是指一切逻辑值的取值数大于 2的逻辑，它足 

由二值逻辑扩展而来的。多值逻辑的研究内容大体可分为 3 

个方面，即多值逻辑的数学理论、多值电路与多值数字系统、 

多值逻辑的应用。多值逻辑函数结构理论足多值逻辑理论中 
一 个重要的研究方向，其 巾蛹数系完备性之判定问题是一个 

基本而重要的问题，同时也是自动机理论、多值逻辑网络中必 

须解决的问题，此问题的解决依赖于定出多值逻辑函数集t}| 

的所有准完备集。多值逻辑完备性理论的另一 个重要问题是 

Sheffer函数的判定和构造，此问题可归结为定出所有准完备 

集的最小覆盖。完全多值逻辑函数的判定问题已由 Schofield 

和 Kudrjavcev等完全解决 ，但足 部分 多值 逻辑函数集 中 

Sheffer函数的判定问题还未彻底解决。 

根据部分多值逻辑 的完备性理沦 ， f(x ，⋯， )足 

Sheffer函数当且仅当对 f1的任何准完备集 A都有 厂 

A。因此，判定 Sheffer函数的最简单的方法是定出 中的 

所有准完备集的最小覆盖。 

在多值逻辑理论的研究中，罗铸楷教授定 出了 中所 

有的准完备集，并把所有准完备集分为 7类[_3]，即保 函数 

集 Te(0< )、完满对称函数集 、单纯可离函数集 

S 、正则可离函数集 、L型函数集 L。⋯ 、拟线性函数集 

LP以及 P U{*}。 

在部分多值逻辑 Sheffer函数判定与构造的研究中，部分 

二值、三值和四值逻辑的研究已经取得了一些成果l4_ 。对于 

一 般的 K值逻辑，作者已经证明了准完备类 ，k 和 

在P 的准完备集之最小覆盖中必须出现【 侧 。其它 3类函 

数集情况较为复杂，有的在最小覆盖中必须出现 ，有的则可以 

剔除 ”]。本文根据部分 K值逻辑的完备性理论，对m=2 

的完满对称函数集进行了深入研究，从二元完满对称关系 G2 

的关系图的特点出发 ，首先证明了两类保二元的完满对称函 

数集不属于部分 K值逻辑的准完备集之最小覆盖。然后对 

关系图 D中边的数 目分情况进行讨论，定出了 中保二元 

完满对称函数集在边数小于等于 K 时的准完备集之最小覆 

盖成员。 

2 基本概念 

定义 1 设 一{0，1，⋯， 一1} 是≥2。函数 f(x ，⋯， 

)： 一 称为完全K值逻辑函数。所有完全K值逻辑函 

数构成之集合记为P 。 

定义2 设 巨一{0，1，⋯，k一1}，五≥2。函数f(x1，⋯， 

37， )： 一E n{*}称为非完全 K值逻辑函数。其中 f(a ， 

az，⋯， )一 *表示函数 ．厂在 ，az，⋯， 处无定义，12／∈ ， 

—l，2，⋯ ， 
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上的完全和非完全K值逻辑两数统称为部分K值逻 

辑函数。所有部分 K值逻辑函数构成之集合记为P 。显然 

PkC P 。 

定义 3 令 一{A IA (c )是准完备集， 一1，⋯， }， 

且 ∑ ∑，定义 S∑，一{ 厂∈ 1 Ai ∈∑ 使得 fE AJ ，1≤ ≤ 

}，即 s ，表示 中所有属于 暑 中某个准完备集的函数之集 

合，也即 s ，一 UA ，A ∈∑ ，l∑ 1一 ， 一1，⋯，”。集合 

∑ ( ∑)是∑的覆盖，如果满足 S∑，=S∑。 

显然 ，函数 _厂是 Sheffer函数，当且仅当 厂 S=，，其 中∑ 

是∑的覆盖；覆盖∑ 是最小覆盖，如果∑ 的任何一个真子集 

都不是集合 ∑的覆盖。 的准完 备集之最小覆盖记 为 

∑ 。 

显然，对于一个准完备集 A，若存在一个函数 fEA，使得 

厂不属于除A 以外的任何一个准完备集，则 AE∑ 。 

定义 4 设 N是关于z 一，32 的一个完全函数集 ，函数 

f(t 一，t )是保 N的，如果对任意 g1( )，g2(z)，⋯， (z) 

∈N，复合函数 f(g ( )，gz(王)，⋯，g卅(；))或属于 N或非完 

全，其中，(；)一(3c 一， )。 中所有保 N 函数之集合记 

为 7’(N)。 

定义 5 若对任意 _厂( )，g (z)，gz(-z)，⋯，gm( )∈N， 

复合函数 厂(g (互)，g。(；)，⋯， (；))仍属于 N，则称 N是一 

个 元封闭集。 

令 {(a1， 2，⋯， )}∞E ，i一1，2，⋯，m} ， 

， ≥2，称 为 上的一个 项关系。 

定义6 函数 厂(z 一 )(∈ )是保 m项关系G 如 

果对任意保 Gm的 元值组 ，⋯， ，值组(_厂( )，⋯，l厂 

( ))或未完全有定义或仍属于 ，P 中所有保 G 函数之 

集合记为 T( )，称为保 函数集。 

定义 7 非完全关系 G卅是完满对称的，如果 

一 U G ({i， })U 
2’J— l' 

式中，G ({i， })一{(“ ，“2，⋯，‰>I a 一n，，n EE ，1≤r≤ 

m}，而 或者为空集(m≠2)，或者仅含 m元不同序列 ，且 

对 S 是对称 的，即对任意 E S蜥，有 一 一{( ⋯ 
⋯

， >(n 一，n )E }，这里 是集合{1，2，⋯，m}上 

的对称群。所有保上述关系 的函数之集合记为Fs 一T 

( )，称为完满对称函数集。称完满对称关系 为m元完 

满对称关系(2≤m≤ )。 

二元完满对称关系 中的序列都是二元序偶(a，6>，它 

可表示成一个 忌个顶点的有向图D，称为 的关系图。又由 

完满对称关系的定义可知 ： 是一个 自反、对称关系。因此， 

它可以用一个简单无向图来表示。为方便起见 ，在讨论 D的 

图型时，可以忽略每个顶点上的圈。 

定理 1 l 设 D是二元对称关系 G 的关系图。于是， 

若 D不连通，则 r，(G2)在 的最小覆盖中必须出现。 

定理 2E ] 设 D是二元对称关系 Gz的关系图。于是， 

若 D是一个 Hamilton回路时，则 T(G2)在 的最小覆盖中 

必须出现。 

3 主要结果及证明 

定理 3 设 D是二元完满对称关系 Gz的关系图，若 D 
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是一棵树(忽略每个顶点上的圈)，则 T(Gz) ∑。 
rnln 

证明：任取 ．厂(z 一， )E丁( )。设 ，(O，⋯，O)一i，因 

为 D是一棵树，所以存在一条路径 L从顶点 0到 i，不妨设此 

路径为 0，1，2，⋯，i，并且令 lLI为该路径长度。 

(1)若 lLl—O，即 i=0，于是 fE T“”。 

(2)若1Ll一1，即顶点 0，i相邻，(0， )E ，设 厂(i，⋯， )一“， 

则有(i，cz>∈Gz。 

(i)若 n≠O，则考虑从顶点 i到n的边 ，如此下去，若一直 

不存在第(ii)种情况，则由于不存在回路，因此必然到达某一 

叶子结点，此时不妨设存在 s到t的一条边，且 t为叶子结点， 

f(s，⋯，s)一t。由于t为一叶子结点，即t仅与s相邻，故 f(t， 

⋯

， )一 。此即为第(ii)种情况。 

(ii)若 “一0，下证 fE }，即对于V口E{0， ， 厂(a)∈ 

{o，i}。 

假设 _厂(a)一 {0，i)，因为(0，l>，(0，0)都属于 ，于是 

有(f(0，⋯，O)，_厂( )>∈ 。同理可证 (_厂(i，⋯， )，_厂(口))∈ 

，则有(i， >，(0， )∈G2，于是结点t分别与结点 0，i相邻， 

而结点0与i相邻，此与D为一棵树相矛盾。冈此，厂(a)一t 

∈{0，i}，于是 厂∈丁l0_ 

(3)若 】L J>1，由于(O，1)和(1，0>包含在 中，因此( 厂 

(O，⋯，O)'厂(1，⋯，1))一(i，L厂(1，⋯，1))也被包含在 中。 

于是，厂(1，⋯，1)等于 i或与 i相邻的顶点。 

(i)若f(1，⋯，1)一i，则考虑路径 L1：从顶点 l到 i，1 L1 I一 

1LI一1； 

(ii)若 f(1，⋯，1)一i--1．则考虑路径 Ll】：从顶点 l到 i～ 

1，IL2 I—lLl--2； 

(iii)若 厂(1，⋯，1)不等于 i或 i一1．不妨设 ，’(1，⋯，1)一i 

+1，则考虑路径 L。：从顶点 1到 +1，【 l—l L 。 

若是(i)、(ii)两种情况，则所考虑的路径 的长度不断 

减小；若是第(iii)种情况，则 由于 的关系图的基础图是一 

棵树，因此不存在回路，于是 i+l小能等于已被定义了函数 

值的顶点。例如 ．厂(2，⋯，2)不能等于 0或 1。 

如此下去，由于 jL。l—lL >l，因此总是至少存在一顶 

点的函数值未被定义。由于关系图的顶点有限，因此总有 I 

l=0或 1。 

由(1)、(2)和(3)可知 fE U Tz，即 7、( )(== ．又由 
妒[ E 

文献[7]知 (D E(==E )是最小覆盖成员，即 R ∈∑。故 
叫 n 

T(G )∈∑。 
rm n  

定理4 设 D是二元完满对称关系 G2的关系图，当D为 

的边数为K时，若D连通但不含 Hamilton回路，则 丁( ) 

∑。 
m in 

证明：因为二元完满对称关系 G2满足 自反性，即对每一 

个 iE ，均有(i，i>E G2，所以D的顶点数目等于K。当边数 

也为K时，若D连通 ，则D必含回路。又因为 D不含 Hamil— 

ton回路 ，故 D中存在长度小于K 的回路。不妨设此回路 L 

为 0，1，2，⋯， 一2，0，点忌一l L，则以下序偶(0，1)，(1，2)， 

(2，3)，⋯，(忌一2，O)，(1，0)，(2，1)，(3，2)，⋯，(0， 一2)必包 

含在 G2中。此时回路中已有K一1条边，只剩下一条边在【口】 

路外，不妨设此边为(O， 一1)，于是 一{(0，0)，(1。1>，⋯． 

(k--1， 一1)}U{(0，1>(1。0)．(1，2>，(2，1)，(2，3)，(3，2)⋯ 



(尼一2，0)，(0， 一2)，(0，k 1)，(志 l，0)}。 

任取 f(x 一， )∈T(G：)。根据卡H似关系的定义，只 

需看 f(O，⋯，O)的取值，因为 ／'(xl，⋯，3；7， )∈丁( )，所 以 厂 

(O，⋯，0)的取值只有0，l，走一2，k 1或 *几种情况。 

1)若 f(o，⋯，O)一0或 *，则 厂∈丁{ 

2)若 f(o，⋯，o)一1，则阏(1，o)，(1，1)，(1，2)∈ ，而 

(1，3)，(1，4)，⋯，(1，危一1) ，可知 厂(1，⋯，1)≠3，4，⋯， 

k— l。 

i)若 厂(1，⋯，1)一l或 *，则 ∈Tm； 

ii)若 厂(1，⋯，1)一0或 2，则 fE了、10．1，：}，下证 fE T_0．1，2)。 

设 ∈{0，1，2}，i一1，⋯， ，有 l厂(口1，⋯，口 )一0或 1或 

2；若 f(a ，⋯，∞ )一 3或 4或 ⋯ 或 k一 1，则 有 -厂 

( ：：：：三)：( )或( )或，⋯，或(五一1 )，巾于c。， ∈ 
，而(1，3)，(1，4)，⋯，(1，k—1) G2，此 与．fE 、( )矛盾， 

故 fE T{0，1．2l。 

3)若 f(o，⋯，0)一 2，因为(走一2，0>，(k一2，k一2>∈ 

( ，而 (忌一2，1)，(志一2，2)，⋯ ，(k一2，k～3)，( 2，k 1) 

，可知，r(是一2，⋯，k一2)≠1，2，⋯， ～3， 1。 

i)若
．

厂( ～2，⋯，走 2)一是 2或 *，则 ．fE ； 

ii)若 厂(尼一2，⋯，是 2)一0，下证 厂∈Tl0_ 2}。 

设 ∈{0，是一2}， —l，⋯，”，于足(0懈 >∈ 。因为(尼一 

2，1)，(志～2，2)，⋯，(五一2，忌一3)，(矗一2，k—1) G2，故有 _厂 

( 一2，⋯，走一2)≠l，2，⋯，k一3，k 1，于是 f(a 一，Gn)：0 

或 走 2，故 fE 

4)若 f(o，⋯，0)一尼 1，( 1，o)，(k—l，k～1)∈G2，而 

(忌 1，1)，(忌一1，2)，⋯，(k一1， 一2) G2，可知，厂(五一1，⋯， 

五 1)≠1，2，⋯，五 2。 

i)若 l厂(忌 1，⋯，龙 1)一 l或 *，则 fE T ； 

ii)若 厂(忌一1，⋯，走一1)一0，而 f(k～1，⋯，志 1)≠1，2， 

⋯

，忌 2，仿照 3)之 ii)可证 ．厂∈ 。 

综上，有 fE U T ，故 G2) ∑。 
9X~ECEk n 

定理 5 D是二元完满对称火系Gz的关系图(忽略每个 

顶点上的圈)，设 D巾边的数 目为E(EE Z。。)，当E≤K时有： 

(1)当 E<K 1时，丁( )∈∑。 

(2)当E—K一1时，分情况讨论： 

(a)D是树，则 r( ) ∑； 

(b)D不是树，则 ，』、(G )∈∑。 

(3)当 E=K时，分情况讨论： 

(a)D不连通，则 T(G2)∈∑； 

(b)D是一个 Hamilton 路，则 7’(G2)∈∑； 

(c)D是连通的非 Hamihon图，则 11( ) ∑。 

证明：因为二元完满对称天系 G̈ 满足 自反性，即对每一 

iEE ，均有(i， )∈ ，所以D的顶点数 目等于K。 

(1)当 E<K 1时，D小连通。根据定理 1有 7、(G2)在 

最小覆盖中必须出现，即 了、( )∈∑。 

(2)当 E—K 1时，若 D连通，则 D足树 ，根据定理 3可 

知 T( ) ∑；若 D不足树，则 D不连通，根据定理 1有 T 

(G2)E∑。 

(3)当E=K时，(a)若D不连通 ，根据定理 l有 丁(G。)∈ 

∑。若 D连通 ，则有两种情况 ：(b)D是 Hamilton回路 ，根据 
rilln 

定理 2有 T(G2)∈∑；(c)D是连通的非 Hamilton图，根据定 
rm n 

理 4有 T(G2) E。 
rnln 

结束语 本文根据部分 K值逻辑的完备性理论，首先证 

明了当二元完满对称关系 的关系图 D是一棵树时，保此 

关系的函数集 ，，(G2)不属于 的准完备集之最小覆盖；然后 

证明了当关系图 D的边数为 K时，若 D连通但不含Hamilton 

回路，则 丁( )不属于P 的准完备集之最小覆盖；最后对关 

系图D中边的数 目分情况讨论，定出了当边数小于等于 K 

时，T( )在 P 的准完备集之最小覆盖中的成员。下一步 

研究将着重于定出边数大于 K时，T(G2)在 的准完备集 

之最小覆盖中的成员，这将为部分 K值逻辑中 Sheffer函数 

的判定和构造提供依据。 

参 考 文 献 

Ell 罗铸楷．部分多值逻辑函数集的完备性理论EJ]．数学学报 ， 

1984，27(5)：676 683 

E2] 罗铸楷．部分多值逻辑函数集中的极大封闭集EJ]．数学学报， 

1984，27(6)：795 800 

E3] 罗铸楷 ，胡谋，陈廷槐．多值逻辑的理论及应用[M]．北京：科学 

出版社 ，1992 

E4] 何骞，刘任任．部分二值逻辑巾 Sheffer函数的构造与判定算法 

[J]．计算机工程与应用，2010，46(5)：28—30 

Es] 何骞，刘任任．部分三值逻辑 中Sheffer函数的判定算法[j]．计 

算机工程与应用，2009，45(19)：52—54 

E6] 刘任任，王婷，谭易勋．部分四值逻辑中完满对称函数集的分类 

及最小覆盖成员的判定[J]．计算机科学，2010，37(11)：257 260 

E7] 刘任任．部分 K值逻辑中准完备集之最小覆盖的一些结果(I) 

口]．湘潭大学 自然科学学报，1992，14(1)：123—129 

Es] 刘任任．部分 K值逻辑中准完备集之最小覆盖的一些结果(Ⅱ) 

EJ]．湘潭大学 自然科学学报，1993，15(2)：141—148 

r9] Liu Ren-ren．Some results on the decision for Sheller functions 

in partial K—valued Logic(II)[c]／／Proceedings of the 28th In— 

ternational Symposium on M ultiple-Valued Logic．IEEE Com— 

puter Society Press，1998：77 81 

[1O]Liu Ren-ren．Some results on the minimal coverings of precom— 

plete Classes in partial K valued logic functions[C-＼ff 2003 IEEE 

international conference on systems，Man& Cybernetics．2003， 

1：2645—2650 

[11]Liu Ren-ren．Some results on the simply separable function sets 

in partial K—valued logic functions[C]／／2004 IEEE international 

conference on systems，Man Cybernetics．2004，l：1238—1 242 

E12]Liu Ren-ren．On the Categorizing of simply separable Relations 

in partial Four-valued logic，Advances in Natural Computation 

[cj∥LNAI，3612．2005：1251—1256 

E13]Liu Ren-ren．On the Categorizing of Fully Symmetric Relations 

in partial Four-valued logic，Advances in Natural Computation 

[c]／／LNAI，4223．2006：286—289 

E14]刘任任．部分 K值逻辑中准完备集之最小覆盖的一些结果(III) 

[J]．湘潭大学 自然科学学报，1995，17(3)：109—113 

r 1 5]Liu Ren ren．Some results on the decision for Sheffer functions 

in partialK valued LogicEJ~．Muff．Va1．Logic，1996，1：253—269 

· 207 · 


