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基于奇异值分解和径向基函数神经网络的人脸识别算法研究 
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摘 要 提 出一种基于奇异值分解和径向基函数神经网络的人脸特征提取与识别方法，来解决人脸识别中的高维、小 

样本问题。该方法采用奇异值分解、奇异值降维压缩、奇异值矢量标准化和奇异值矢量排序，最后得到用于识别的奇 

异值特征矢量。运用基于径向基函数神经网络分类器进行人脸分类识别。在 0RL数据库上进行实验和数据分析表 

明，该方法无论是在分类的错误率上还是在学习的效率上都能表现出极好的性能。 
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Abstract To solve the problem of high dimension and small sample in face recognition，this paper proposed a facial fea— 

ture extraction and recognition method based on singular value decomposition and radial basis function neural network． 

By singular value decomposition，dim ension reduction and compression，vector standardization and vector sorting，we fi— 

nally got the feature vectors of singular value used to identify．It used the neural network classifier based on radial basis 

function to classify and recognize face．The experim ents and data an alysis on ORL database show that，this method has 

good performance whether in the error rate of classification or in the learning efficiency． 
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提出了一种利用奇异值分解(SVD)来获取人脸特征的方 

式。作为一种代数特征，奇异值具有代数和几何不变性，并且 

对噪声不敏感。该方法利用人脸图像的奇异值作为特征 ，利 

用秩分解的方法进行降维以提取人脸图像的奇异值。径向基 

函数网络是一种性能良好的前馈型三层神经网络，具有全局 

逼近性质和最佳逼近性能，训练方法快速易行，RBF函数还 

具有局部响应的生物合理性。在隐层参数固定的条件下，由 

线性最小二乘法计算隐层和输出层之间的连接权值，由梯度 

下降法调整隐层神经元的中心和宽度。这种混合学习算法， 

能使 RBF网络逼近 Moody准则下的最优结构。 

1 奇异值分解和径向基函数网络理论分析 

1．1 基于奇异值的特征提取 

文献[1]论证了奇异值特征是识别图像的有效特征。我 

们可以从矩阵的奇异值分解及其性质出发，找到采用奇异值 

特征描述人脸图像信息特征的依据。 

定理 1(奇异值 SVD分解) 若矩阵A= ，则存在正 

交矩阵U一[ ．．'‰]∈ ，V一[ ，⋯， ]∈ 使得 

U'rAV=diag[al，⋯ ]=W，P=min(m， )，即A=【m ， 

则该式称为A的奇异值分解 ，其中 ≥ ≥⋯≥ ≥O，0"／( 一 

1，2，⋯， )为A的奇异值，是AA 或A A的特征值 的平 

方根，即仉= 。 

若矩阵A的SVD由定理 1给出，则 

ll A I1 一∑0"／，『l A li 一 (1) 

表明矩阵的度量特征与矩阵的奇异值密切相关。由此可知， 

矩阵的 F范数等于该矩阵所有奇异值的平方和，矩阵的 2范 

数等于该矩阵的最大奇异值 。 

文献Eli证明了图像的奇异值特征具有以下特性。 

定理 2(奇异值的稳定性) 假设 A，B∈ ，A，B的奇 

异值分别有 ≥ ≥⋯≥ ≥O，n≥ ≥⋯≥ ，其中 

p=min(m， ) (2) 

则 l 一口I≤ _l A～B ll 。 

定理 2意味着当矩阵A有微小扰动时，奇异值的变化不 

大于扰动矩阵的 2一范数。这就意味着图像的奇异值特征对 

于图像噪音、图像光照条件等不同引起的变换具有不敏感的 

特性 ]。 

定理 3(奇异值的比例不变性) 假设A，B∈ ，A的 

奇异值为d ，az，⋯，O'k，矩阵 a×A的奇异值为 ， ，⋯， 

，则 

l口l(al，0"2，⋯， )一( ， ，⋯， ) (3) 

定理3说明如果对矩阵A与a×A的奇异值进行标准化 
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处理，则可实现奇异值的比例不变性。即对图像做行或列的 

置换运算，图像的奇异值特征不变_1 ]。 

定理 4(奇异值的旋转不变性) 假设 A，B∈ ，矩阵 

A的奇异值分别为0- ( 一1，2，⋯，户)，p—min(m， )，若 P为 

酉矩阵，则矩阵 PA的奇异值与矩阵A 的奇异值相同，即 

I AA 一 I l—l PA(PA) -dI I一0 (4) 

定理 4说明对图像做旋转运算和置换运算 ，图像的奇异 

值特征不变。由定理 1至定理 4可知，奇异值固有的稳定性、 

比例不变性和旋转不变性 ，能有效地反映矩阵特征，因此 ，在 

人脸识别中将图像矩阵的奇异值作为识别特征不但必要而且 

有效[5]。 

1．2 奇异值降维压缩 

奇异值降维压缩是为了降低神经网络的负担，减少运算 

量，以达到实时运算的要求。由定理 1知，m× 维图像矩阵 

奇异值个数为P=min(m， )。如果直接对 P个奇异值的特 

征进行识别 ，由于 P较大，势必增加神经网络的冗余性和结 

构复杂性 ，从而影响网络的计算效率和收敛率l6]。为此需要 

进行奇异值降维压缩 ，保留图像矩阵的较大的奇异值 ，忽略较 

小奇异值，经过奇异值降维压缩后，原始图像的特性是否改变 

了?原始图像矩阵与奇异值降维压缩后新得到的图像矩阵的 

关系如何?下面通过两个定理加以说明_7]。 

定理5 假设 A∈ ，A的 SⅧ 由定理 1给出，且 0-1≥ 

0"2≥⋯≥ > l一 2=⋯= =O，则 rank(A)：r， 

A=∑ “ — Wr (5) 
一 1 

定理 5将矩阵表示成了秩 r矩阵的和，同时将矩阵中向 

量组的相关性问题转化为矩阵的非零奇异值个数问题。即矩 

阵的秩等于非零奇异值个数[1 ]。 

定理 6 假设 A∈ ，A 的 SVD 由定理 1给 出，且 

rank(A)= s(m， ，r，s均为正整数)，若 

l W 0 1 
一 diag(al，0"2，⋯，0-s)，A 一ul 1 V叮一∑0-／U 

l 0 0 l 

因此 

rank(A )一rank( )一5 

ll A—A ll F rain ll A—B ll F I 6∈R I (6) 

定理 6表明，在 F范数意义下，Ws是在空间R (秩为 

的 m×n维矩阵构成的线性空间)中 A 的一个降秩最佳逼 

近 。也就是说，在 F范数意义下，A 是A 中所有秩为 S矩 

阵的一个最佳逼近。由定理 5和定理 6可知，奇异值降维压 

缩是舍弃某些较小奇异值的过程。将人脸图像矩阵进行奇异 

值分解，再通过奇异值降维压缩可获得图像矩阵的有效秩，这 

里，有效秩为所保留的奇异值个数。由保留奇异值生成的新 

的图像矩阵是原始图像矩阵在F范数意义下的一个降秩最 

佳逼近E1,9]。 

1．3 人脸特征提取的算法实现 

本文的特征提取步骤为： 

步骤 1 首先求出图像 A 的A A。然后计算 A A的特 

征值 ( —l，2，⋯， )，并按照从大到小的顺序排列，特征值 

分别开平方 0-i= 作为图像 A 的特征向量 X，x=(0-1， ， 

⋯ ，0-1)。奇异值矢量标准化的输出特征在[O，1]之间，而且矢 

量中的特征均为从大到小排列，即所有类别样本的奇异值矢 

量均具有结构相似的模式特征_1 。 

k M -- 】 

步骤 2 按照∑ ／∑ ≥a进行奇异值特征向量的降维 
i— l t一 1 

压缩。M为总共得到的特征向量，可以选择 一80 。这样 

说明样本在前 K个轴上的能量占整个能量的80 以上； 

步骤3 按照y一(x一 )／(‰ 一 ～)进行奇异值特 

征向量的标准化。x∈ 为奇异值输入矢量，y∈ 为输出 

矢量，x∈ 为奇异值输入矢量， ，z一分别为输入矢量x 

的最大值和最小值。实现奇异值特征的比例不变性，由定理 

3可知，奇异值具有比例不变性，但必须经过标准化处 

理[1,11]。 

1．4 RBF神经网络分类器的设计 

RBF神经网络的结构如图 1所示。径 向基神经 网络的 

实质，即寻找一个基于 — 的映射函数 《r，其中 r是输 

入空间的维数，S是输出空间的维数，U是隐层节点。 

㈣  

㈤  

图 1 RBF神经网络结构 

一 个具有 r个输入和一个输出的 RBF神经网络，该网络 

可以看成如下形式的映射 f：Rr．--~Rs： 

(x)一 +∑wiR (I{x—G Ij) (7) 

式中，XER 是输入向量，R (·)是基函数，ll·II表示输入 

空间上的欧氏范数，Wi(0≤ ≤“)是权值，G∈R (1≤ ≤ )是 

RBF的中心，“是 RBF的单元数。为 了定义上 的简单，这里 

仅仅考虑了单输出的情形，但很容易推广到多输出的情形 。 

在RBF神经网络中，R (·)的选择有多种，在各种类型 

的基函数中，只有高斯函数是可分解的，并随着与中心距离的 

增大而单调递减，同时形成一种局部可调的处理单元 。通常， 

高斯函数是 RBF神经网络 的标准选择。高斯函数不仅适合 

于全局映射而且适合于细化局部的特征，在已学习的映射上 

无需太多的改动就能达到快速学习的目的[1,12]。 

如果采用高斯函数而不考虑偏置量，则式(1)可以写为如 

下的函数： 

(x)一 蓍。R (一 ) (8) 

如果把各高斯函数的输出归一化，则 RBF网络可以产生 

如下归一化的输出响应。 

R r—Il = l 、 

x 一i =1 Ⅲ孚03 

由于高斯函数具有各向同性，因此以高斯函数作为激活 

函数的神经网络称为径 向基(RBF)神经 网络。文献[2]对 
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RBF神经网络和多层感知器(MLPs)的逼近能力进行了深入 

的探讨。为度量神经网络的逼近能力，作者提出了“最佳逼 

近”的概念，这个概念大致描述如下：设K表示一个度量空间 

中的一个紧集，对于该空间中的每一个点 P，在 K 中相应地 

存在一个与P距离最短的点E 。文献[2]的结论指出：RBF 

神经网络具有最好的逼近特性，而 MLPs则没有。RBF神经 

网络分类器的输出具有线性N~I'I函数的特性，它们在输出空 

间产生线性决策边界。因此 ，径向基神经网络分类器的性能 

严格依赖于 维空间中类的可分离性，这个 维空间是 “个 

RBF单元通过非线性变换产生的。正因RBF神经网络有如 

此良好的特性，所以本文的研究基于动态径向基神经网络分 

类器。 

1．5 动态 RBF神经网络结构确定和参数选择 

从人脸识别角度来看，不同类 之间的最优边界应该用 

RBF神经网络来估计。反过来，从 RBF神经网络的角度来 

看，神经网络可看作特征空间到类别的映射E 。每个输入样 

本用实向量来表示，每个输出代表一个类别。因此，对确定的 

RBF神经网络做如下设置： 

(1)输入的数量等于它的特征数，即输入空间的维数。 

(2)输出的数量等于类的量数。 

隐含节点的确定比较麻烦，目前还是个尚未解决的问题。 

这里，我们提出的方法如下： 

(1)首先，让 RBF的单元数量等于输出的数量 ，̈一S，即 

假定每个类只有一个子类。 

(2)对于每一个 RBF单元k， 一1，2，⋯，“，把均值选为属 

于这个类的样本数据的中心，即： 

1 

一 {∑P( )，忌一1，2，⋯， (10) 
i 1 

式中， ( )为属于类 k的第i个样本， 为类k中训练样本 

的总数E 。 

(3)对于任意类k，计算从平均值 到类k中最远点 

(厂)之间的欧氏距离 为： 

一 lI P(-厂)一 ll (11) 

(4)对于任意类 k： 

① 按下式计算类 k的平均值和其他类平均值之间的距 

离 (忌， )为 ： 

dc(k， )=ll D— Il，j=l，2，⋯，s， ≠矗 (12) 

② 寻找 

d ( ，￡)一arg min(dc(k，j))，j一1，2，⋯ ，s，j≠惫 (13) 
Z 

③ 检查 d (志，Z)和 ， 之间的关系 

情况 1 无重叠：如果 d + ≤ (惫+z)，那么类意同 

其他类没有重叠(见图 2(a))。 

情况 2 有重叠：如果 + > (忌+z)，那么类k已 

经和其他类有重叠 ，这种情况下可能会产生错误分类。图 2 

(b)表示了这种情况， + > ITli (走+z)，I 一d l< ～(忌 

+z)。图2(c)描述了 +dz> (尼+Z)，且 f以一 J≥ 

(是+Z)这种情况E引。 

(5)分裂准则 ： 
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包含准则 ：如果类 k被 z类完全包含，即 +d > (五， 

z)且 l以～ I≥ (忌，z)，那么类 Z将被分裂成两个聚类。 

错分准则 ：如果类 k包含多个其他类的数据，那么类 k将 

分裂成两个聚类。 

如果类 k满足上面两准则中的一个条件，类 矗就将分裂 

成两个聚类，此时的中心基于相应的样本数据并根据式(7)计 

算。 

(6)重复(2)一(5)，直到所有的训练样本满足上面的两个 

准则。 

提出一种基于训练样本的类别信息的新的聚类算法，使 

所有同类的数据能被聚集在一起，尽量减少不同类数据混杂 

在一起，同时使 RBF神经网络分类器结构尽可能紧凑__9_。 

1 ③ __ 
— — 一  

j 
一  

(b) +dL>diI】in(是，Z)，f 一dl< ( ， ) 

(c)以+dl> dn( ，Z)且 j dl≥如  ( ， ) 

图 2 聚类和样本分布 

2 实验结果与分析 

用ORL人脸数据库中的部分图像来验证所提算法。 

0RL人脸数据库共有400幅人脸图像，它们是在英国剑桥大 

学的Olivetti Research Laboratory拍摄的，照片拍摄时间是在 

1992年 4月到 1994年 4月。人脸姿态也有相当程度的变化， 

深度旋转和平面旋转可达 20。；人脸的尺度也有多达 1O 的 

变化。图 3是 OLR人脸库中的 1O幅图像。 

图 3 ORL人脸数据库的1O幅图像 



 

学习之前，基于不同特征维数在 3次仿真过程中的错误 

聚类数目列于表 1中。由表 1可以看出，当特征维数为 39 

时，只有 5个类属于如图 2(a)所示的完全分离的分布，有 235 

个类属于如图2(b)所示的分布。随着特征维数的减少，数据 

的分离特性将越来越好，相应地 ，聚类的性能也更好。 

表 1 学习前 3次仿真结果 

在实验中，取 ORL人脸图像库 中的前 5张作为训练图 

像，后 5张作为待测图像。同时比较了文献Eli中基于奇异值 

向量特征的方法与本文方法的识别精度，实验结果如表 2所 

列 。 

表 2 不同人脸识别算法的实验结果 

丝 型查鲨 型圭 
文献[1]的方法 21．25％ 

查 查垄 !!：!! 

实验结果发现 ，基于奇异值分解的秩矩阵逼近的人脸识 

别方法识别精度优于基于奇异值向量的方法。而本文提出的 

识别方法既利用了左右奇异值向量的信息 ，也利用 了贡献率 

最大的奇异值的信息，它们的组合对图像的重建贡献也最大。 

本文提出的算法克服了传统奇异值特征识别方法的弱点，因 

此可以获得较好的识别效果。 

文献[1O]报道，利用多层前馈网络(MLN)分类器，分别 

采用 PCA和 SOM(自组织特征映射)方法来提取 ORL数据 

库人脸特征时，其错误率分别为41．3X和39．8 。我们提出 

的方法不同于 MLN，特别是充分利用了样本的信息进行聚类 

分析和确定 RBF神经 网络结构与参数，因此，识别效果 比 

MLN、CNN[ 和文献[7]的 RBF方法都要好很多。 

采用平均错误率作为指标来评判性能。所谓平均错误率 

E 的定义由下式表示[i0,11]： 

口 ∑ 

E删一!三L  (14) 
qn 

式中，q为实验运行的次数，每次运行把数据库随机分成两个 

集合 ； 是第 i次运行 中错误分类的数量；nto 是每次运行时 

总的测试样本数量。基于E 准则，在同一个 ORL数据库上 

比较 CNNc ]、NFL[“ 以及 M-PCA[” 的结果如表 3所列。 

表3 性能识别比较 

这里 ，CNN最佳 E删值是基于 3次实验得到 的，对于 

NFL，最佳的错误率是当特征维数为 39时得到的，平均错误 

率基于4次实验估计出来；对于M-PCA，总的性能是在平均 

4次实验后得到的；对于本文提出的方法，最佳的错误率是基 

于3次运行得到的，特征维数为 30，人脸特征维数提取方法 

与文献[11]完全相同，而划分训练样本和测试样本的方法也 

完全同文献[1O]和文献[11]。 

结束语 利用奇异值分解的方法来提取人脸代数特征并 

进行一系列的奇异值降维、压缩，结果表明这种方法减少了计 

算量，是行之有效的。然后 ，通过结构尽可能紧凑的 RBF神 

经网络分类器来处理高维、小样本的分类问题。提出一种新 

颖的有监督的聚类方法，来确定RBF神经网络分类器的结构 

和初始参数。最后，提出了一种混合的学习算法来训练RBF 

神经网络，使得在梯度下降寻优算法中大大降低了搜索空间 

的维数。在 ORL数据库上进行的仿真结果表明，这个方法无 

论是在分类的错误率上还是在学习的效率上都能表现出极好 

的性能。 
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