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完全对换网络的一簇猜想 

师海忠 王国亮 马继勇 侯斐斐 

(西北师范大学数学与信息科学学院 兰州 730070) 

摘 要 完全对换网络是互连网络设计中的一个重要的Cayley图模型，关于完全对换网络的一簇猜想如下：对任意 

整数 n≥3，当 一0(mod 4)或 1(rood 4)时，完全对换 网络 c 是 k(1≤矗≤丛 )个边不交的哈 密尔顿圈和 

( 一2愚)个完美对集的并；当 一2(rood 4)或 3(tood 4)时，完全对换网络 c 是愚(1≤ ≤ 堡 )个边不 

交的哈密尔顿圈和(丛 一2 )个完美对集的并
。 证明了当，2----3，4和 一5(1≤愚≤4)， 一6(1≤矗≤6)时，这簇猜 

想是正确的 。 
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Abstract Complete-transposition Networks are important cayley graphs model in networks design．One variety coniec— 

tures of complete-transposition networks were proposed as follows：for any intger ≥3，if 一0(mod 4)or 1(mod 4)， 

c is a uni。n Of忌(1≤走≤ )edg disj0int H锄 i1tonian cyc1es and下n(n--1)一2k perfect n1atchings
． if，z一2(mod 

4)or 3(mod 4)，c is a unbn of最(1≤忌≤ ： 2 )edge_disj。iIlt H锄iltoman cycles and—n(—n --一1)一2忌perfect 

matchings．We proved the conjectures are true for，2—3，4，and 一5(1≤是≤4)，n=6(1≤是≤6)． 
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1 引言 

超级计算机通常是指由数百数千甚至更多的处理器／服 

务器互连而成的、能计算普通 PC机和服务器不能完成的大 

型复杂课题的计算机。互连网络是超级计算机的组成部分， 

互连网络很大程度上决定着超级计算机的性能。互连网络拓 

扑结构通常模型化一个图[1。]，其顶点对应处理机／通讯端口， 

边对应通信信道。超立方体等因有良好的性能而受到青睐， 

然而它们也各有不足之处。为了设计出更多性能的互连网 

络，1989年 s．B．Akers和 B krishnamurthy提出了互连网络 

的群论模型，并设计出了 star网络、冒泡排序网络等l5]。1993 

年 S．Lakshmivarahan等设计出了修正冒泡排序网络、完全对 

换网络等l_6]。1998年师海忠在博士论文中提出互连网络的 

环论模型_7]。2011年师海忠等提出了互连网络的向量图模 

型l8]。互连网络设计是一个多 目标最优化问题，这个 目标包 

括小的网络直径、高连通度、可诊断性、可嵌入性、可扩展性、 

哈密尔顿性等。许多文献研究了star网络、冒泡排序网络、修 

正冒泡排序网络、完全对换网络等的性质l_。。 ，但对完全对换 

网络的哈密尔顿性质研究较少。本文提出了关于完全对换网 

络的一簇猜想，并证明了当 =3，4和 一5(1≤k≤4)， ：6 

(1≤是≤6)时，这簇猜想是正确的。 

2 预备知识 

定义 1 设 G是一个有限群，1是它的单位元，Q一{g ， 

g2，⋯，g }是 G的一个生成子集且满足：1) ∈Q g『 ∈Q， 

2)1 Q。Cayley图是一个简单图，它的顶点集和边集分别如 

下： (r)一G，E(I1)一{(戬，g／){g『 gj∈Q}。 

定义2 一个对换就是指交换两个数的位置所得的置 

换。对换图(transposition graph)是一个无环图，它有 n个顶 

点，用符号 1，2，⋯， 来表示，它的边( ， )对应于一个对换， 

即在 1，2，⋯，n中把 i和 交换得到的置换 ，我们称这个图为 

对换图。 

定义 3(完全对换网络，complete-transposition network) 

是特殊的Cayley图，在Cayley图的定义中，令G是n个符号 

1，2，⋯，n上的对称群S ，Q={( ， )l1≤ < ≤ ，(其中(i， ) 

表示交换 i和 的位置得到的置换)}，则生成的 Cayley图称 

为完全对换网络，记为 CL。 

定义 4 设 M是边集E的一个子集，它的元素是 G中的 
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连杆，并且这些连杆中的任意两个在 G中均不相邻，则称M 

为G的对集；若对集 M 的某条边与顶点 关联 ，则称 M饱和 

顶点 ，并且称 是M 饱和的；若 G的每个顶点均为M 饱和 

的，则称 M 为G的完美对集。 

对于 1≤ ≤n，在 CT．中顶点 X 的第 i个元素标号表示 

为xEi]，对于固定的 i，在 C 中定义一个子图CT }(1≤ ≤ 

)，子图被顶点集{xl xEn]一 }导出，“一”表示两个顶点是邻 

接的。完全对换网络 CT2，C 和 CT4，如图 1所示。 

32l 

图 1 完全对换网络 C ，C 和CT4 

3 主要结果 

3．1 关于完全对换网络 CT．的一簇猜想 

猜想：对任意整数 ≥3，当n=0(mod 4)或 1(mod 4)时， 

完全对换网络 CT．是忌(1≤忌≤丛 )个边不交的哈密尔 

顿圈和(丛 一2 )个完美对集的并；当 n=2(mod 4)或 3 

(mod 4)时，完全对换网络 c 是 忌(1≤忌≤ )个边 

不交的哈密尔顿圈和(丛丝 一2愚)个完美对集的并。 

上述猜想，是随着 k取值的增大而逐渐增强的。即对于 

任意的 1≤ < 或 ，k一￡的猜想总是强 

于k=s的猜想。也就是说，若当 k=t时猜想成立，则当 忌=s 

时猜想一定成立；但若当k=s时猜想成立，则推不出当忌=t 

时猜想成立。 

引理 1 E 设 G是k正则二部图(愚>O)，则 G有 k个边 

不交的完美对集的并。 

性质 1 完全对换网络 c 有 !个顶点且是丛 

正则二部图，它是顶点可迁的，它的直径是 ，z一1。 

3．2 完全对换网络 C (，l=3，4，5，6)的结构 

定理 1 (1)C 是 1个边不交的哈密尔顿圈和 1个完 

美对集的并；(2)C丁4是 3个边不交的哈密尔顿圈的并。 

证明：(1)对于 C ，它是 1个边不交 的哈密尔顿圈和 1 

个完美对集的并 ； 

H ：123— 213—231— 321— 312— 132— 123 

M ：123— 321，213— 312，231— 132 

(2)C 是 3个边不交的哈密尔顿圈 H ，H2和 H3的 

并。 

H1：4321— 4312— 4132— 1432— 1342— 3142— 3412— 

3214— 3124— 1324— 1234—2134— 2314— 2413—2143～ 1243 

一 ]423— 4】23— 4213— 4231— 2431— 2341— 3241— 3421— 

4321 

H2：4321— 4231— 3241— 3142— 4132— 2134— 3124— 

4123— 2143— 2341— 1342—4312— 3412— 1432— 1423— 3421 

— 2431— 2413— 4213— 1243— 1234— 3214— 2314— 1324— 

4321 

H3：4321— 4123— 4132— 4231— 1234— 1432— 2431— 

2134— 2143— 3142— 3124— 3421— 3412—2413— 1423— 1324 

— — 1342——1243——3241——3214——4213——4312——2314——2341—— 

4321 

对于n=5的完全图，可以找到两条哈密尔顿路如图2所 

示 。 

2 

图 2 

哈密尔顿路 I5：1—2—3—4—5 

哈密尔顿路 II5：1—3—5—2—4 

引理 2E 利用哈密尔顿路 I5：1—2—3—4—5，构造 H1 

和 ，让所有交换第 1位置和第 5位置数字所生成的边作为 

CT5一个完美对集 M 。 

H1：12345— 12435— 14235— 14325— 41325— 41235— 

42135——42315——24315——23415——23145——21345——21435—— 

24135——24153——24513——25413——25143——25134——25314—— 

23514——23154——32154——32514——35214——35124——35142—— 

35412——53412——53142——53124——53214——53241——53421—— 

54321——54312——54132——45132——45312——43512——34512—— 

34152——34125——34215——43215——43125——43152——41352—— 

41532— 41523— 45123— 45213— 42513— 42153— 41253— 

14253——14523——15423——15243——51243——51234——51324—— 

51342——51432——51423——54123——54213——52413——52143—— 

52134——52314——52341——25341——25431——52431——54231—— 

45231——45321——43521——43251——42351——42531——24531—— 

24351——23451——23541——32541——35241——35421——34521—— 

34251——32451——32415——32145——31245——13245——13425—— 

31425——31452——13452——14352——14532——15432——15342—— 

13542——31542——31524——31254——13254——13524——15324—— 

15234——12534——12543——12453——21453——21543——21534—— 

21354— 12354—12345 

H2：12345— 13245— 13254— 12354— 12534— 21534— 

25134——52134——51234——15234——15243——12543——21543—— 

25143——52143——51243——51423——15423——15432——51432—— 

54132——54123——45123——45132——41532——14532——14523—— 

41523——41253——41235——14235——14253——12453——12435—— 

21435——21453——24153——42153——42135——24135——24315—— 

24351——42351——42315——43215——43251——34251——34215—— 

32415——23415——23451——32451——32541——32514——23514—— 

23541——25341——25314——52314——53214——35214——35241—— 

53241——52341——52431——52413——25413——25431——24531—— 

24513——42513——42531——45231——45213——54213——54231—— 

54321——45321——45312——54312——53412——53421——35421—— 

35412——34512——34521——43521——43512——43152——34152—— 

31452— 31542— 35142— 53142— 51342— 15342— 15324一 
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5l324— 53124— 35124— 31524— 13524— 13542— 16452— 

13425— 14325— 14352～ 41352— 41325— 43125— 34125— 

31425～ 31245— 31254— 32154— 32145— 23145— 23154— 

21354——21345——12345 

引理 3 利用哈密尔顿路 II5：1—3—5—2—4，对于 H3 

和 分别只须把 H1和 H2中每个顶点做如下替换，1不 

变，2变为 3，3变为 5，4变为 2，5变为 4，让所有交换第 1位 

置和第 4位置数字所生成的边作为 CT5一个完美对集 M2。 

由引理 2和引理 3可得到如下定理。 

定理 2 C瓦 是 4个边不交的哈密尔顿圈 H ，H2， ， 

H 以及 2个完美对集 M 和 Mz的并 ，并且这 4个哈密尔顿 

圈与这 2个完美对集没有相同的边。 

对于n=6的完全图，可以找到 3条哈密尔顿路如图3所 

刁 。 

2 5 

图 3 

哈密尔顿路 I6：1—2—3—4—5—6 

哈密尔顿路 II6：5—2—6—3—1—4 

哈密尔顿路Ⅲs：3—5—1—6—4—2 

引理 4Elz~ 利用哈密尔顿路 I6：1～2—3～4—5～6，并利 

用引理 2中的哈密尔顿圈 H{z。和 H；z。，构造 H{ o和 H；zo。让 

所有交换第 1位置和第 6位置数字所生成的边作为 C 一 

个完美对集 。 

首先在 ”中建立一 个哈密尔顿圈 H ，相似地，在 

c ，c ，c ，c 和 c 。’中依次得到哈密尔顿圈 

， ，H4，H5和 H 。这些哈密尔顿圈如下： 

Hl一 (634521，Pl1，623451，P12，643521，634521) 

Hz= (634512，P21，564132，561432，P22，643512，634512) 

H3= (564123，P31，265143，256143，P32，561423，564123) 

H4一 (265134，P41，216354，213654，P42，256134，2651347 

H5一 (216345，P51，241365，214365，P52，213645，216345> 

H6= (214356，P6，241356，2143567 

因此得到在 CT6中的哈密尔顿圈 H}z。(见图 4)： 

H}2o一 <623451，P11，634521，634512，P2l，564132， 

564123，P31，265143，265134，P4l，216354，216345，P51， 

241365，241356，P6，214356，214365，P52，213645，213654， 

P42，256134，256143，P32，561423，561432，P22，643512， 

643521，P 2，623451> 

6234 

· 406 · 

356 

盆却 f ：翌 

52 

， 

634 

345 2 

4365 — 13 5 2§翌 

图 4 

42 

U2 

“ 

134 

2561 

。o的构造类似于 H{zo的构造，用 H} 。替代 HI 。，在 

C “，C ，C ，C ，C丁、； 和 C丁6 中建立哈密尔顿圈 

H ，H2 ， ，H4 ，H5 和H 。这些哈密尔顿圈如下： 

H1 一(623451，Ql1，436521，346521，Ql2，623451) 

Hz =(436512，Q l，546132，~56132，Q2，346512， 

436512) 

H3 一(546123，0_31，562143，652143，Q32，456123， 

546123> 

H4 一《562134，Q41，123654，132654，Q42，652134， 

562134) 

H5 一 (123645， 1，213465，123465， 2，132645， 

123645> 

H6 一<213456，Q6，123456，213456) 

因此得到在 CT6中的哈密尔顿圈 肋(见图 5)： 

2o一 <623451，Q11，436521，436512，Q1，546132， 

546123， 1，562143，562134，Q41，123654，123645，Q5l， 

213465，213456，Q6，123456，123465， 2，132645，132654， 

Q42，652134，652143， 2，456123，456132，Q2，346512， 

346521，Q12，623451) 

图 5 

引理 5 利用哈密尔顿路 II6：5—2—6—3—1—4，对于 

H；z。和 H{z。分别只须把 H}zo和 H；z。中每个顶点做如下替换 ， 

1变为 5，2不变 ，3变为 6，4变为 3，5变为 1，6变为 4。让所 

有交换第 4位置和第 5位置数字所生成的边作为 CT6一个 

完美对集 Mj。 

引理 6 利用哈密尔顿路 III6：3⋯5 1 6—4—2，对于 

H；z。和 z。分别只须把 H{zo和 z。中每个顶点做如下替换 ， 

1变为 3，2变为 5，3变为 1，4变为 6，5变为 4，6变为 2。让 

所有交换第 2位置和第 3位置数字所生成的边作为 C 一 

个完美对集 M 。 

由引理 4，引理 5和弓I理 6可得到如下定理。 

定理 3 C 是 6个边不交的哈密尔顿圈和 3个完美对 

集的并，并且这 6个哈密尔顿圈与这 3个完美对集没有相同 

的边 。 

结束语 研究了并行计算机中互连网络的一个重要的模 

型——完全对换网络。提出关于完全对换网络的一簇猜想， 

并证明了当 一3，4和 =5(1≤惫≤4)， 一6(1≤忌≤6)时，这 

簇猜想均是正确的。但关于完全对换网络 C ( ≥7)的这簇 

猜想的证明以及完全对换网络的其他性质有待于进一步研 

究。 
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(3)traffic—operation卜(dom traffic—op’!=(itiner— 

ary_set?×place?))̂ (ran traffic—op’!~_reqtraffic?) 

(4)hotel operation (dam hotel op’!一 (time? × 

place?))A(ran hotel
—

op’!~reqhotel?) 

(5)restaurant
— operation卜darn restaurant—op’!= 

(time ? ×place?) 

(6)branchveri operation~-tag’!=((0 ran tickets一 

0 ?)̂ (0硭ran trarffic—opT)A(0 ran hotel一0p?)A 0 

ran restaurant
一

0户?)) 

在已有的(1)一(6)中，可以根据变量的输入输出得到组 

件之间的组合关系。为了简便，现假设组件之间都可以进行 

组合 。 

例如(1)和(2)，(2)的输入变量包含在(1)的输出变量中， 

所以(1)和(2)可以是顺序组合的关系，即(1)；(2)。同理可以 

推出(1)；(3)，(1)；(4)，(1)；(5)，简写为(1)；((2)ll(3)ll(4) 

ll(5))一A(7)。 

由于(2)、(3)、(4)、(5)的输出包含在(6)的输人中，因此 

可以推出它们与(6)可以顺序连接。(6)的输出是 tag!，它的 

值可能为真也可能为假 。若为真，即得到(O)的结论，也就得 

到了需要的结果；若为假 ，那么为(1)的输入。由此可得到(1) 

与(6)之间的选择关系，由此得到(7)与(6)的循环关系。使用 

3．4节说明的简化写法即 operation。(6)。(7)。 

如果考虑到组件之间的可组合性，那么每一步推导需要 

加入组件之间的可组合性的检查。可组合性的检查使用的是 

3．2节中的Match方法，通过输出接 口一消息一输入接 口关 

系的匹配，确定是否可组合。 

组件系统中的组件的发生更新时，相对应的操作谓词发 

生了改变，那么根据以上的推导方法可以相应地改变组件的 

组合结构。 

该方法建立的组件系统是一个增量式的组件库，每一个 

原子组件和根据某种需求复合的新组件都在这个组件库中供 

新的需求提取 ，即新的需求可以重用组件库中已有组件并对 

其扩展。 

结束语 本文使用 Object-Z语言对在 Intemet环境下的 

Web组件进行了形式化建模，对 Web原子组件及组件的组合 

等行为进行了形式化的表述，并以此作为进一步使用定理证 

明来验证Web组件的组合、交互行为的基础。进一步的工作 

是研究组件的组合在功能上的一致性、相关 自动化工具的开 

发以及采用定理证明的方法对 Web组件组合的验证。 
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