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Ridge Polynomial神经网络带动量项异步梯度算法的收敛性 
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摘 要 将动量项引入到Ridge Polynomial神经网络异步梯度训练算法的误差函数中，有效地改善了算法的收敛效 

率，并从理论上分析了Ridge Polynomial神经网络的带动量项的异步梯度算法的收敛性，给出了算法的单调性和收敛 

性(包括强收敛性和弱收敛性)。算法的这些收敛性质对于如何选取学习率和初始权值来进行高效的网络训练是非常 

重要的。最后通过计算机仿真实验验证了带动量项的异步梯度算法的高效性和理论分析的正确性。 
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Convergence of Asynchronous Gradient M ethod with M omentum for Ridge Polyn omial Neural Networks 
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Abstract The momentum was introduced into the conventional error function of asyn chronous gradient method to im- 

prove the convergence efficiency of Ridge Polynomial neural network．This paper studied the convergence of the asyn— 

chronous gradient method with momentum  for training Ridge Polynomial neural network，and a monotonicity theorem 

and two convergence theorems were proved，which are important for choosing appropriate learning rate and initial 

weights to perform an effective training．To illustrate above theoretical finding，a simulation experiment was presented． 
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1 引言 

很多前馈神经网络具有非线性映射能力，Ridge Polyno- 

mial神 经 网络 (Ridge Polynomial Neural Network，简 称 

RPNN)_1 ]就是这样的一种前馈神经网络。RPNN是一种以 

Pi-Sigma神经网络(Pi-Sigrna Neural Network，简称PSNN)[。] 

为模块，具有多项式乘积构造的求积神经元高阶神经网络。 

它克服了一般的前馈神经网络学习速度慢、泛化能力差的缺 

点，既保留了高度的非线性映射能力，又具有广泛的应用范 

围。目前，RPNN已经广泛应用到很多的领域中_4 ，而对于 

RPNN的理论研究较少，有必要对其进行深入的理论分析 ，以 

提高RPNN的应用效率。 

梯度算法是高阶神经网络应用最广泛的训练算法，标准 

的梯度算法在调整权值时，只是按当前时刻误差的梯度下降 

方向调整，而没有考虑前一时刻的梯度方向，从而使训练过程 

发生震荡，收敛缓慢。针对以上问题的出现，本文提出一种将 

动量项加入到误差函数中的方法，并研究了加入动量项后的 

Ridge Polynomial神经网络异步梯度算法误差的单调性和权 

值的收敛性问题。在权值调整公式中加入动量项，不仅考虑 

了当前梯度方向，同时也兼顾了以前积累的调整经验，使得权 

值的调节不产生大的摆动，从而达到跳出局部极小区域和加 

快迭代收敛速度的目的。与不带动量项的异步梯度算法的实 

验结果相比，本方法具有更快的收敛速度。 

2 相关研究 

早期的前馈神经网络只含有求和神经元，在处理复杂非 

线性问题时效率很低，因此引入了具有求积神经元的高阶神 

经网络，其中包括具有高阶处理单元的神经网络(High 

Process Unit Neural Network，简称 HPI IN)l_8j、Sigma-Pi神 

经网络(Sigma-Pi Neural Network，简称 sPNN)L9]、积单元神 

经网络 (Product Unit Neural Network，简称 PUNN)口。_等。 

RPNN是一种以PSNN为模块的新型高阶神经网络且得到 

了广泛的应用。梯度算法是高阶前馈神经网络应用最广泛的 

训练算法，按样本的输入方式可将其分为批处理梯度算法和 

在线梯度算法；按训练过程权值的更新方式可将其分为异步 

梯度算法和同步梯度算法。目前学者们已经将很多种梯度训 

练算法应用到高阶神经网络训练中，得出了相关的收敛性理 

论[1 ]，在文献[-11~中，批处理梯度算法被应用在三层的 

SPNN训练中，并给出了相应的收敛性结论；文献[-12]中使用 

在线梯度算法来训练PUNN，并对算法的单调性和收敛性进 
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行了分析，为全局搜索算法和局部优化算法的组合算法的局 

部优化提供了理论支持；可变学习率是解决神经网络收敛速 

度慢的一个有效方法，文献[13]中分析了前馈神经网络可变 

学习率的梯度算法的收敛性；惩罚项不仅可以提高神经网络 

的收敛速度，同时也可以提高神经网络的通用性，文献[14J中 

分析了带惩罚项的梯度算法的收敛性；文献E15]中提出了 

PSNN乘子法随机单点在线梯度算法，利用乘子法来克服因 

初始权值选取不当而导致的收敛速度过慢的问题；文献E16] 

给出了PSNN带动量项的异步梯度算法的收敛性，然而带动 

量项的异步梯度算法应用于 RPNN的收敛性问题还没有得 

到讨论。 

3 Ridge Polynomial神经网络及其带动量项的异步 

梯度算法 

Ridge Polynomial神经网络是由 Pi-Sigma神经网络组成 

的，接下来首先介绍Pi-Sigma神经网络。 

3．1 Pi-Si~ta神经网络 

Pi-Sigma神经网络是一种具有单隐含层和单输出的前馈 

神经网络。图1展示了是阶单输出的Pi-Sigma神经网络的拓 

扑图，从图中可以看出隐含层到输出层之间的权值固定为 1， 

该性质减少了网络的训练时间。 

隐合层 

向量 

图 1 k阶 Pi-Sigma神经 网络 

设输入样本为 一(zo，丑 ，⋯， ，⋯，z )∈ 州，其中 

= 一 1为其阈值，Wi一(wlo，wi 一， ，⋯，‰ ) 为连接输入 

层各结点与隐含层第i个结点的权值向量，其中 为连接隐 

含层第i个结点与输入层第J个结点的连接权值，则 h 单元 

的输出为： 

一 ·z一∑wij2c ， —l，2，⋯，k (1) 
J= 0 

PSNN最后 的输出为： 

k 

Yl—g(Ⅱh ) (2) 

式中，g(·)为激活函数。 

3．2 Riage Polynomial神经网络带动量项的异步梯度算法 

Ridge Polynomial神经网络是由Pi-Sigma神经网络组成 

的高阶神经网络。图2展示的是以k个 PSNN为模板组成的 

Ridge Polynomial神经网络，它的隐含层的每个神经元即为 

一 个 PSNN，记 PSNN 为第 i个 PSNN，其相应地含有 i个隐 

含求和结点。 

xo xt xd 

图 2 k阶 Ridge Polynomial神经网络 

假定 RPNN 的输入层、隐含层和输 出层的结点数分别 

为： +1、愚和 1。记 一(zvo0，wij1，⋯，wij ，⋯，Wijd) ∈ 

Rd+ 为连接输入层各结点与PSNNI中的第 一 个求 

和结点的权值向量，则有： 

一 (( ) ，(谢 ) ⋯( ) ) 

一 ((始 ) ，((镌 ) ，(uga) ) ，⋯ ，((锨  ) ，⋯， 

(碾 ±￡ )) ) ) (3) 

记 P (z)为 PSNNI的输出，则 RPNN的输出为： 

一  P ( )) (4) 

其中 

—
i(i --

一
1) 

只 ( )一 II ％ ， 一1，2-．-k (5) 
』：i￡每 +1 

h 一 (6) 

式中，h 为 PSNN~的第 一 个求和结点的输出， 为 

第 个输入结点与 PSNNi的第 一 个隐含求和结点 

之间的连接权值，g(·)为激活函数，Pi( )作为 PSNN~的线 

性输出，适用于PSNN的异步梯度算法，也将适用于RPNN。 

设样本集为( ， )A啊 ∈ ×R，其中 为样本输入 ， 

为期望的样本输出，定义 RPNN输出的平方误差函数为 ： 

1 A 1 A  ̂

E(叫)一专 (0 一 ) 一专 ( 一g(圣P。( ))) 口
； 1 n= 1 l= 1 

(7) 

记 

＆(蚤只( ))：=专( 一g(蚤 ( )))。 (8) 
由式(7)和式(8)得 ： 

E( )一∑ (∑P ( )) (9) 

对于任意取定的初始权值 ，假设异步迭代过程的第m 

(仇一l，2，⋯)轮迭代中，隐层神经元的求和层的前n( 一0， 

⋯
， 一 1)个隐含求和结点对应的权值已经调整更新， 

将此时的网络误差函数值称为瞬时网络误差，定义为： 

p( )一∑ (∑ ， ( )) (1O) 

其中 

· 】】7 · 
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特别地，定义 Ⅱ ( · )一1，∑ 州 ( )一o，q 
L 十 ， 

J一 2 _- 

一 1，2，⋯ ，k，口： 1，2，⋯ ，A。 

使用梯度算法来训练网络的最终目的，是找到一个 ， 

使E(训 )=rain E( )，此时，瞬时误差函数 ( )对权向 

量 +”求梯度 ： 

(什1) ( )一 ∑ (∑ ’ ( )) II (喵 · 
口= l t l q(q-- J】 

J一 2 1 

．

q
． ．

(
． ． ．

q
． ．
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)Ⅱ ( · ) (12) 

在训练过程中，第m次迭代的权值更新为： 

t嘣{1)一让象 +1)-I- 嵋} +1) 

m一0，1，2，⋯， —q(q~-1)，⋯， 一1 ‘ 。 

式中， ；州 是权值改变量。常用的异步梯度算法的权值改 

变量取为： 

承 1)一一 g(卅1)P (uP ) 

式中，叩是学习速率，带动量项异步梯度算法的权值改变量取 

为 

△ 1)=一可 g( 1)p(戳 )+ 1)△． 琢-- 11) (14) 

式中，缘 )是动量项系数，满足 

一

min(r, ， 瓣  
一 ——可 可—一 △ u 
l0， 其他 

(15) 

式中， 和r是常数，满足0<r<l， O。在带动量项的异步 

梯度算法的迭代过程中，起主要作用的仍是梯度项，动量项的 

作用是加速收敛，所以动量因子一般不宜过大。 

4 相关的引理及其证明 

首先给出论述中所需的假设： 

假设 1 对于V tER，都存在一个常数C1>O，使得 

max{l (z)l，J (f)1)≤C】 

假设 2 存在常数C2，C3>0满足 

I( ， )I≤C2，I l≤C3，14i4k， -F14j4 

，14。4A 

假设3 学习速率 叩和参数 足够小，且满足 

o<  

。< ± 堑  蚴  

假设4 序列{ } 。包含在紧集 D中，且D中的临界 

点集是有限的。 

引理 1 若假设 1一假设3满足，序列{ ) 。由异步梯 

度算法式(13)和式(14)生成，则有 

E(ue ’。 )≤E( )～( 一 一 AClC~2‘ 一 (17+ )。) 

· 1 1 8 · 

q(q+1) ． 

k 2 

∑ ∑ I1 +1)p( ，)Il (16) 
口=1 q(口一 1) 

——-  

成立。 

证明：为了简便，记 
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、 
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替换式(12)和式(14)得 

咖+1) (vY)一 ( ) ： 亍 ’ z。 

和 

}计1)一一 q(计1) ( )+碌 1)△t蝠；-- 11) 

一一，7∑g (弼 ) ： 亍； ， z。+ 

抖1)△ 段-一-11) (2O) 

由式(17)、式(11)和式(18)可得 

当 旦 +1≤ < 旦 时 

弼 一 ： 
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! 
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(Xa)) 

一 (球 i： 币 q+l,，a 一P 1( )) 

一 (耳十i： 亍# 一 牛i -- n+12，,。m) 
一

--

开
i q
+
-F l,’a卅( ￡ 葛 )(n+1)一娥 +1)( +1))·．z 

一  ' 1+
,a 

甬l 井
q+l ,， a(议尼抖)( 1)一℃噶+1)(科1))· (22) 

对每个14n≤A和o4 ≤ 出 一1
，利用泰勒定理， 

在点 处对函数g。( )展开，有： 

gⅡ( ， )= ( )+ ( )(弼 ， 一谨： )+吉 
( ： )( ： )。 (23) 

)  )  )  " 均 

(  (  (  



式中， ： 介于 +11m与 ： 之 。 

取 a~---1，2-．．A，对式(23)累加，由假设 1、假设 2、式(22)、 

式(21)、式(19)和式(2O)得 

当血  +1≤ 时 

盒 (谨 ， )= (纯 )一 Il 咖+ )P( ) + 
+ (24) 

其中 

一碌 +1) }-- +11)· g( +1) (议尸) 

一 誊A 1 ( )( ： )。 

由假设 1、假设 2、式(15)、式(2O)和 Cauchy-Schwartz不 

等式，得 

I_ l_≤ l_ 州 ( 尸)Ij。 

ll l】≤百1 AC1 ‘ ”cl( ll ( 1) (戳尸)Il+ 科1) 

ll△ )Il 
．  

≤÷AC1 cl‘州 Ci( + ) II ( (议尸)ll 

代入式(24) 

(弼 ’ )～ (弼： ) 

≤一训 +1)P(wO ll。+ lI 咖 (t ) Il + 

_

I

， AC1 C耋‘q C詈( )。ll ( +1) (t )Il。 

≤一(71- 一 1 A C1 ‘q一 ('7+ )。)I{ q( +1)P 

． 

土 l(1T1] 
， 

~Iki-1) 

E( 州)一 (C7 )一 鳓( 一 )+ 

盒gd( 一1,m)一盒 ( )+⋯+ gd( 一)一 ( )+⋯+ 

蚤 (钍： )一 (鳢： )+ (谨譬) 
1 9 

＆土 一 

≤一(叩一 一-~ACi ‘ C!(1 )扒 E 、 L 一1J 

II +1) ( )11。一(叩一 一专 

k~k--
，
1)一l 

AG C詈 什  扒 
：  蔓 J J ( — + ， 

E ( )ll。+⋯+一(叩一 一告ACi 

C；(什 ) )∑ Il ( +1) ( )Il +E( ) 

≤E(议尸)一( 一 一专Acl Ci( + ) E． 

=_一 一 1 

∑ ll +1) ( )ll (28) 
n一  ! 

引理 1得证。 

引理2 设f： 一R在紧集D上连续可微，假定 -厂在 

D中的临界点集是有限的，设序列{魏) D满足 

1im J；翰+ ～魏 II—o，1im J J -厂( )ll—o 

那么，存在一个 X ， 

limx~一z 

注：此引理在文献[17]中已得到证明，即文献[17]中的引 

弹 3．5．10 

( )1i (25) 5 主要的收敛性定理及证明 

当 一 时 

(弼 ’ )： (弼： )一叩Il (升1)( 1) ( )ll + 

+岛 (26) 

其中 

=唱+1)(H+1)△ )( +1)·’ 7(q+1)(n+1) ( e ) 

文一 ( )( ： )z 

由假设1、假设 2、式(15)、式(2O)和 Cauchy-Schwartz不 

等式，得 

ll ll≤ ll ( )( +1)P( )ll。 

I{ Il≤ 1 ACl C! (17 ll (叶1 +1)P ( )l_+ 

唱+1)( +1)ll△ j )( +1)l1) 

≤专AC1 ( + )。__ (升l +1) (t )Il 

代入式(26)得 

暑gd(铝 ’ )一 舶(绍： ) 

≤一 f} (q (计1)p ( )lf + f} ( 1)( +1】 

(uv){f。+百1 AA Ci Cil( + ) lI (q+1 +1)P 

( )Ij 

≤一( 一 一 1 AC1 ( + ) )I J ( 1)( +1)P 

( )I} (27) 

由式(1O)、式(25)和式(27)可推得 

定理 1(-V-调性) 若假设 1一假设 3满足，序列{ } 

由异步梯度算法式(13)和式(14)生成，则有 

E(z )≤E(z )，m=O，1，2，⋯ (29) 

证明： 

由假设 3知： 

一  一  1 AC1 Cl ”C!( + )。>O (3O) 

由式(3O)再结合引理 1可得定理 1成立。 

定理2(弱收敛性) 若假设 1一假设 3满足，序列{ } 

由带动量项的异步梯度算法生成，则有 

lira ff E(t )I}一O (31) 

证明： 

由引理1的式(16)，取C0：17一 一寺AC1 C! C；(叩+ 

)。>O，对于整数 M>0，有 

—

q(qH -1)
一

1 
2 

E(让 )≤ )一G∑ ∑ l_ 1)P( )Jl。 
口 1 口一 LJ 

n一 。 2 。 

q( +1) ． 

M  k 2 ‘ 

≤⋯≤E( )一C。E E ∑ II +1】E，l 
m= l = ~．q-- 上J 

—  

(z )l】 (32) 

对 VM>O，有 

E(z )≥O (33) 

由式(32)和式(33)得 
q(q+n ． 

M  2 

C0∑ ∑ ∑ 【l 咖中1) (v2 ) 
m  1 g 1 

；  
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≤E( )一E(戳 )≤E( )<。。 (34) 

令 M一。。，则 

g! 一1 

∑ ∑ ∑ f1 +1)P(v2 )ll <。。 (35) 
卅；1口= 1 q(q-- 1) ‘ 

一 2 

于是可得 
g(口+ 1)

．  

‘ 2 ‘ 

lim ∑ ∑ Il +1) (议 )Il <O。 (36) 
卅‘+。。 q l 吼 一 lJ 

一

2 

对 ≤ ≤ 一1，q—l，2，⋯，k，由式(19)和 

式(2O)可得 

If娟 + )一 )cl 
— Il△ 1)Il 

≤叩Il (ur )[1+r _上 )ll△喵 )ll 

≤训 +1)P(ue )I』+ lI ( )Ii 
一 ( )ll’i7 +1)点 (t￡严一 )f1 (37) 

再由式(36)可得 

lim l_让礞 +1)一 ＆ )ll—lim ll△蟓  )【l 

— lim JI 十1)E，l(v2 )ll—O 

(38) 

因此 

lim Il 一 ll—lim Il(( 一 ) ，⋯，( 一 

) ，⋯，( 一 ) ) ll 

— lim Il((娟 一让盯 ) ，⋯， 

((议 丛 十1)一t￡l +1))T，⋯， 

( 一 m--( 1 ) ) ) ll—o 

(39) 

下面由假设 1、假设 2和Cauchy-Schwartz不等式，依据 

中值定理导出3个用于证明定理2的重要不等式。 
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其中 介于 ： 和 n，,m 之间，故由以上3式推得 

II V q( +1)E(t2尸)一 q( +1)j (t￡，一 )Il 
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结合式(38)得 

lira II -PI)E(vJ")一 咖 (t￡尸 )Il—O 

进而 

lim 11 +1)E( )ll—lim f1 咖+1)p( )ll一0 

(41) 

于是，得 

lim Il E(议尸)Il 

— lim I{(( 1E( )) ，( 2E( )) ，⋯，( E 

(v2)) ) Il 

— lim ll(( 11E(ue )) ，⋯，(( (i E(vj~)) ， 

⋯

，( ( )E( )) ) ) Il—O (42) 

定理 2得证。 

定理3(强收敛性) 若定理 2成立，再若假设 4满足，则 

存在W ∈D，使 

limu／"一W (43) 

证明：令引理 2中的 = ，f为梯度函数，，(z) E 

( ，由假设 1知vE(w)在 D上连续可微，结合式 (39)、式 

(42)、假设 4和引理 2，定理 3的强收敛性得证。 

6 实验结果与分析 

4维奇偶问题是一类较难的分类问题，该问题包含 2 个 

样本点，每个样本点由取值为一1或 1的4维向量构成。整 

个样本空间被划分为两类，包含偶数个 1的样本为一类，包含 

奇数个 1的样本为另一类。 

为了证明带动量项的异步梯度算法的收敛性质和算法的 

高效性，我们以求解4维奇偶分类问题为例，分别用带动量项 

的异步梯度算法和异步梯度算法进行数值实验，对比两种算 

法的学习效率。表 1给出了4维奇偶问题的输入输出关系， 

实验中将 4维的输人数据通过输入结点输入网络获得网络的 

实际输出，通过网络的自学习功能来调整网络的权值向量，使 

得网络的实际输出与期望输出的误差逐渐变小，直至收敛。 

表1 4维奇偶问题 

输入模式 输出分类 输入模式 输出分类 

在该实验中，取Ridge Polynomial神经网络的输人层、隐 



层和输出层的结点数为 5，4，1。网络中输出层的激活函数取 
1 

为g( )一万 L_= ，随机生成如表1所列的80个输入样本， 
＼ J l ， 

初始权值 在[一O．2，0．2]内随机选取。当训练迭代次数 

达到 15000或目标误差值小于 1O 时训练终止。选取学习 

速率 一0．001，动量参数 f一0．9， 分别选取为 0．001， 

0．0015，0．002，可以验证实验设置的参数取值满足假设 1一 

假设 4。对于不同的 的取值各做 5O次实验。实验结果如 

表 2所列。 

表 2 对比实验结果 

从表2可以看出对于 取不同的值，不带动量项的异步 

梯度算法的平均迭代次数远远大于带动量项的异步梯度算法 

的平均迭代次数，由此可说明带动量项的异步梯度算法比不 

带动量项的异步梯度算法更高效。同时可以看出 取值较大 

时，收敛速度较快，但 的取值不应超过假设 3给定的界限。 

为了说明带动量项的异步梯度算法的收敛性质，给出了 

当 0．001，r=O．9， 一0．002时误差函数变化和权值调整 

的曲线图，如图 3和图4所示。 

带动量项 

1 

迭代次数 

图3 带动量项和不带动量项算法的误差值变化曲线 

2 

1 

1．6 

嚣1．4 
L2 

螽 · 
0 

n6 

不带动量项 

， 

- _ I  

● _ ‘ ● ●  

J 

图4 带动量项和不带动量项算法的权值向量模值变化曲线 

图3展示了使用带动量项的异步梯度算法和异步梯度算 

法的误差变化，可以看出随着训练次数的增长，两种算法的误 

差函数值都单调下降，且误差函数的切线最后是趋于0，实验 

结果与单调性与弱收敛性理论是一致的。但是对比可以看出 

加入动量项后的异步梯度算法在迭代 4500多次后达到收敛， 

而不加动量项的异步梯度算法需要迭代 14000多次，可见改 

进后算法的收敛速度更快，效率更高。图4展示了两种算法 

的权值向量模值的变化趋势，对比可以看出带动量项的异步 

梯度算法比不带动量项的异步梯度算法的权值收敛速度更 

快，因此可说明改进后的算法更高效。从图中还可看到在迭 

代次数达到2000之前，两种算法的权值矩阵的模值都随着训 

练次数的增长而迅速调整增大，这点变化与图3是吻合的，因 

为在这个阶段误差函数梯度值较大，使得权值向量调整也比 

较大。权值矩阵的模值从迭代次数 2000之后随着训练次数 

的增长变化较小并逐渐趋于稳定，表明权值向量达到了误差 

函数的极小点，与定理3的强收敛性的结臬一致。 

结束语 本文提出了将动量项加入到神经网络异步梯度 

训练算法的方法，分析了RPNN带动量项的异步梯度算法的 

收敛性。从仿真实验分析可以看出，加人动量项后的异步梯 

度算法比不加动量项的异步梯度算法的收敛速度快，实验结 

果也验证了文中得出的收敛性结论。 
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