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摘 要 三元概念分析是对形式概念分析理论的扩展，三元背景作为其数据基础在实际生活中普遍存在。三元背景 

所反映的三元关系是形成概念三元格的基础，它比形式概念分析 中的二元关系更复杂，因而在此基础上形成的三元概 

念以及概念三元格就更为复杂。对此，提出一种三元背景和概念三元格的信息简化方法，该方法将三元关系拆解为最 

本质的二元关系，并在保证所有二元关系不变的基础上，同时考虑三元背景的 3个论域，删减其中不必要的元素，以减 

少数据量，简化三元背景和概念三元格的表达方式。进而，得到简化后概念三元格的一些性质以及简化前后三元概念 

的关系等理论结果，为进一步的算法研究与应用以及更深入的理论分析工作奠定基础。 
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Simplification of Triadic Contexts and Concept Trilattices 
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Abstract Triadic concept analysis(TCA)is an extension of formal concept analysis(FCA)．As the data foundation， 

the triadic contexts is commonly~ased in the real world．The ternary relationship shown in a triadic context is the base to 

forming concept trilattice，it is more complicated than binary relationship shown in a formal context．It results in intrica— 

tion of triadic concepts and concept trilattices．Aiming to the inform ation simplification of a concept trilattice，an ap— 

proach to simplifying a triadic context and its concept trilattice on the basis of binary relationship was proposed，since 

the binary relationship is essential to some extent．The main idea is to delete the redundant elements in each universe 

while keeping all the binary relationship of the original triadic context．Actually，three universes of a triadic context can 

be considered at the same time using this method．After the simplification，we obtained some properties about the sim— 

plified concept trilattice，and we also discussed the relationship between former triadic concept and later triadic concept． 

These conclusions are research basis for the future algorithm research and application，also the base for the deeper 

theoretic study． 

Keywords Triadic concept analysis，Triadic context，Triadic concept，Concept trilattice，Simplification 

现代社会中，人们所面对的三维数据越来越多。比如，用 

于社会性网络服务的Folksonomy，用于照片分享的 Flickr系 

统，书签和出版物信息共享系统 BibSonomy，以及新出现的搜 

索引擎 Bookmarking系统。要从诸如此类的三维数据中获取 

有用的信息 ，使得获取的数据能真正体现其价值，就需要选择 

合适的数学方法和计算机手段。三元概念分析就是诸多方法 

之一 。 

概念是人类语言与思维的基本单元 ，概念的使用遍及我 

们生活的方方面面。在哲学中，概念被理解为由外延和内涵 

所组成 的统一体。基于这一哲学理解 ，德 国数学 家 Wille 

R l1 ]给出了概念的形式化描述，并于 1982年提出了形式概 

念分析理论(Formal Concept Analysis，FCA)来用于概念的发 

现、排序和显示。目前，其已有相当丰富的研究成果。 

受 PeirceC．E33 3个论域范畴 的实用主义哲学的启 发， 

Wille R．等人又于 1995年提出了一种进行信息处理的新方 

法：三元概念分析(Triadic Concept Analysis，TCA) 。其本 

质思想是把概念的二元组理解推广到三元组理解 ，即把形式 

概念分析理论扩展到三元情况。三元概念分析继承并推广了 

形式概念分析的方法和技巧，是处理、分析三维数据 的新框 

架，其研究方法与结果又有其自身的独特性。 

由于三元背景比形式背景复杂，基于三元背景所定义的 

算子也比形式背景上定义的算子更加复杂，因此其研究难度 
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较形式概念分析大，现有成果不多，且主要集 中在国外，国内 

报道极少。文献1-27~从概念三元格的构造[ 、三元蕴含及关 

联规则挖 掘 、三元概念 聚类 。 、三元 背景 的因子分 

析[“。 、模糊化[18-24 及应用[ 等角度对三元概念分析的研 

究现状进行了梳理、总结[2 ]。基于此，我们对三元概念分析 

有了较为全面的把握。 

本文在回顾基于二元关系的形式概念分析相关理论的基 

础上 ，提出一种方法来简化三元背景以及相应的概念三元格 

刻画，该简化方法可以保持原始的所有二元关系不变。在此 

基础上，文中也探讨了三元概念、概念三元格的一些性质以及 

三元背景简化前后概念三元格的变化。 

1 相关概念及基本理论 

1．1 形式概念分析的基本理论 

形式概念分析是一种基于概念和概念层次的数学化表达 

的理论。其研究基础是刻画对象与属性之间的二元关系的数 

据集，即形式背景，而以此为基础获取的概念格结构模型是该 

理论的核心数据结构，能生动且简洁地体现概念之间的泛化 

和特化关系[ 】。 

定义 1[1] 设(G，M，，)为一个形式背景，其中G一{gl，⋯， 

}为对象集，每个 gi( ≤p)称为一个对象；M一{m 一，％ } 

为属性集，每个 m，(j≤q)称为一个属性 ；J为 G和M 之间的 

二元关系，I~_GXM。若(g，m)E J，则表示对象 g有属性 ， 

也记为 gIm。 

在对象子集 X G和属性子集B M 上定义一对对偶 

算子： 

X 一{ } ∈M，Vg∈X，gIm} 

B 一{gjgEG，VmEB，gIm} 

X 表示 X中所有对象共同具有的属性集合，B 表示共 

同具有 B中所有属性的对象集合。如果一个二元组(X，B) 

满足 X 一B且B 一X，则称(X，B)是一个形式概念，简称概 

念。其中，X称为概念的外延，B称为概念的内涵。 

用 L(G，M，J)表示形式背景(G，M，D的全体概念，在偏 

序关系(XI，B1)≤(X2，B2)㈢X1 X2(㈢B1 B2)下，可以证 

明(X ，BI)̂ (X2，B2)一(Xl n ，(Bl UB2)”)和(XI，B1)V 

(X2，Bz)一((Xl U )一，Bl nB2)也是概念 ，从而 L(G，M， 

J)是格，并且是完备格，称为形式背景(G，M，J)的概念格 。 

例 l 表 1是形式背景(G，M，，)，G一{l，2，3，4}，M一 

{a，b，C，d，e}，其概念格如图 1所示。 

表 1 形式背景(G．M，，) 

n b c d e 

× × × × 

× × × 

× 

× × × 

1．2 三元概念分析的基本理论 

三元概念分析的数据基础是三元背景，其是 由 3个集合 

间的三元关系形成的数据。下面首先 回顾 Lehmann F．和 

W．1le RI提出的基本概念。 

定义 2E 阳 称(K ，K ，K。，y)为一个 i元背景 ，其中 

K 一{g 一， }为对象集，每个 gi( ≤p)称为一个对象； 

K 一{ 一， }为属性集，每个 ( ≤q)称为一个属性； 

K。一{b 一， }为条件集 ，每个 (是≤r)称为一个条件；Y为 

Kl，K2和 K3之间的三元关系，即 y K ×K2×K。。若(g， 

m，6)∈y，则表示对象 g在条件 b下有属性m。 

在三元背景的基础上，可以定义两类不同的诱导算子。 

例 2[ 表 2是一个三元背景 一(Kl，K2，K3，y)，K【一 

{A，B，C}，K2一{l，2，3，4，5，6}，K3一{a，b，C，d}。其中每个 

元素的意义如下。 

A：Superordinate stereotypes B：Unspecified 

C：Subtypes 

l：Physical appearance 2：Political beliefs 

3：Attitudes 4：Behavior 

5：Traits 6：Situations 

a：Recall b：Impression Formation 

c：Behavior Prediction d：Evaluation 

表 2 i元背景K一(Kl，K2，K3，y) 

三元背景可以看作是 3个集合 K-，Kz，K。中任意两两 

组合所对应的 3个形式背景的一种信息合成表达方式。比 

如，表 2左端条件集合中元素 a下方所对应矩形内的数据 可 

以看作是形式背景 (K ，K ， )；而形式背景(K ，K。， ) 

所反映的实为对象集中元素A所对应的整行信息；而每一个 

属性集中的元素 1对应的 4列数据即为形式背景 (K ，K ， 

y} )。 

定义 3 。 设K一(K。，K2，K。，y)为三元背景，{i，J，走}一 

{1，2，3}且 J<是，X K ，Z Kj× ，定 义( )一诱导算子 

如下 ： 

X“ 一{(aj，a女)∈ ×K I(口 ，a ，a☆)∈Y，Vd ∈K } 

Z“ 一{a ∈K (＆ ，aj， )∈Y，V(d，， )∈Z} 

这类诱导算子实为形式背景 “ 一(K ，K，×K ，y( )上 

的算子，对于任意的 gEK ， ∈K，，bEK ，有 

g ”( ，b)~ mY (g，6)∞ 6y(。 (g，m)㈢ (g，m ，6)EY 

定义 4L 设K一(K ，K2，K。，y)为三元背景，{ ，走)一 

{1，2，3}，Xi K ，XJ f(J， K ，定义( ，j， )诱导算子 

如下： 

“ 一{ ∈Kj 1(Ⅱ ， ， )∈Y，V(n ，â)∈x ×X } 

x 一{a ∈K 】(＆ ，＆ ， )EY，V(口，，Ⅱ )∈xj×X } 

这类诱导算子相当于形式背景 一(K，， ， )上的 

算子，其中(国，aj)Ey ．㈢ va女E溉 ，(a ，a，，a女)flY。 

定义 5[ 设K一(K1，K2，K。，y)为i元背景，{i，扎走}一 

会 
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{1，2，3}且j<k。若 Xi一(xj× )“ ，则称(Xi，XJ，Xk)为三 

元背景 的三元概念。其 中，称 X 为它的外延 ，称 X，为内 

涵，称 为方式。 

用 ( )表示三元背景 的所有三元概念。对于任意的 

(A1，A2，A。)，(B ，B2，B。)∈ ( )，可以定义预序关系< 

和等价关系～ 如下(ViE{1，2，3})： 

(A1，A2，A3)< (B1，B2，B3)甘A B 

(Al，A2，A3)～ (B1，B2，B3)仁 —B 

记 E(A ，Az，A3)] 三元概念(A ，A ，A。)在等价关系 

～  下的等价类，则可得一个几何结构 ( (K)，～ ，～ ， 

～s)。记 ( )／N 为等价关系～ 下的商集 ，则预序关系 

< 在 ( )／～ 上诱导了一个偏序关系≤ ，即( ( )／～ ， 
～  

≤ )。 

对于任意(A ，Az，A。)，(B ，B2，B。)∈ ( )，如果(A ， 

A2，A3)< (Bl，Bz，B3)，(Al，A2，A3)<，(Bl，B2，B3)，则有 

(A1，A2，A3)> (B1，B2，B3)，其中{i，J，志}一{1，2，3}。 

Wille R．[ 称 ( )一( ( )，<1，<2，<3)为概念三 

元格。它是由几何结构 ( ( )，～ ，～ ，～。)和序结构( 

( )／～ ，≤ )这两部分组成。 

需要注意的是：概念三元格并非 由三元概念构成的数学 

意义上的格，它与 FCA中的概念格有本质不同。它是由所有 

三元概念按照它们之间的预序关系及等价关系形成的一种特 

殊结构而已，其数学性质不如 FCA中的概念格好。 

例 3 给出例 2所示三元背景的三元概念格。 

表 2的所有三元概念的集合 T(K)一{( ，123456， 

abcd)，(C，126，abcd)，(C，123456，ab)，(B，15，cd)，(A，124， 

)，(AC，12，abcd)，(AC，126，C)，(BC，6，6)，(ABC，123456， 

D)，(ABC，1，acd)，(ABC， ，abcd))，其相应的概念三元格如 

图2所示l4]。 

图2 概念三元格 ( ) 

图 2中间三角形上的白色小圆圈代表 11个三元概念，同 

一 个方向的直线代表 ( )／～ ，即该直线上的三元概念关 

于第 i维是等价的；外围的 3个偏序集即为( (K)／～ ，≤ ) 

( 一1，2，3)。比如，左下方偏序结构是( ( )／～z，≤z)，即所 

有概念在第 2维上的偏序结构 ；该结构中标记 3的节点对应 

着三角形的 3个概念：(ABC，123456， )，(D，123456，abcd)， 

(C，123456，ab)，这 3个概念在第 2维上是相等的，即关于属 

性集 Kz是等价的。 

2 三元背景与概念三元格的简化 

从上节的基本概念和例子可以看出，三元背景及其相关 

算子、运算、结构层次等的表达明显比形式背景及其相应的概 

念格复杂。因此 ，我们希望在原始的数据基础上进行简化，使 

得三元概念以及概念三元格得以简洁表示。 

三元概念分析中最基本的两类诱导算子表明，三元背景 

上的三元关系实际上是 3个二元关系(3个论域中两两间的 

二元关系)的综合。而信息的这种综合表达方式也提示我们， 

二元关系与形式概念仍然可以作为三元概念分析的研究基础 

与核心。 

因此，本节利用三元背景及其内含的形式背景的关系，研 

究以原始的二元关系为基础的三元背景的简化方法，给出可 

删除元素的概念和性质，进而获得概念三元格的简化结构以 

及约简前后三元概念的关系。 

2．1 简化思想与算法 

首先给出可删除元素与子背景的概念。 

定义 6 设K一(K ，Kz，Ks，y)是一个三元背景， 

K ， 一1，2，3，称 ： 

K ∞一(Nl，N2，N3，Yn(Nl×N2×N3)) 

为 的子背景。 

定义 7 设K一(Kl，K2，K。，y)为三元背景， ，Y∈K ，々 

{ ， ，是)={1，2，3}且 i<j。如果 L(K ，Kj， )一L(Ki，KJ， 

)，则称 与Y是等价元素，所有满足该式的Y记为[ ]，读 

作 的等价元素类。 

定义 8 设K一(K ，K2，K3，y)为三元背景，：rEKk，{i， 

，志}一{1，2，3}且 i<j。如果 

L(K ，K，， ) U L(K ， ，y；) 
yEKk—It} 

则称 ．．，是可删除元素，称三元背景 是基于二元关系可约的。 

可删除元素 ∈K 如果满足l[ ]l>1，则须进一步考虑 

L(K ，K，， )与 U L(K ，Kj， )的关系。 
y∈ K 一 L 

定义 9 设K一(K1，K ，K。，y)为三元背景， ∈Kk是可 

删除元素，{ ， ，是}一{1，2，3}且 i<j。如果 

L(K ，K，， ) U 
，

L(Kn ， ) 
yE^ 一L j 

则称 是绝对可删除元素，称 ]为绝对可删除类。如果 

L(K ，Kj， ) U 一 一L(K ，Kj， ) 
∈ Kk— 

则称 ．T是相对可删除元素，称[z]为相对可删除类。 

绝对可删除类意味着将[ ]全部删除后，[ ]所反映的二 

元关系仍然可以由 中的其他元素来反映，则在进行背景 

简化时可以将等价元素类[ ]全部删除。相对可删除类则表 

示将[．r]全部删除后，[ ]所反映的二元关系将无法完全保 

留，即新背景所反映出的二元关系必定比原背景有所减少，造 

成数据信息的丢失。因此，在进行背景简化时，必须要注意保 

留[ ]中的一个元素。 

下面给出三元背景的简化方法。 
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算法 1 元背景简化算法 

输入：原始 元背景]《一(KI，K2，K ，Y) 

输出：简化背景K I1 

Step 1 选择域 K—Kk，k一1。 

Step 2 v x∈K，汁算所有的I (K．，K，，Y )，并确定[x]。 

Step 3 借助 Step 2的结果，计算所有 X∈K的 U I (Ki，K ， 
yt ^l， 【xI 

Y )。 

Step 4 V x∈K，比较 I (K ，K ，Y )与 U I (K ，K ，Y )，如果 
Yc ^L L 

I (K ，K J，Y ) 
～ ，

U I (K-，KJ，Y ) 
y k 1 】 

则 Kk—Kk一[x]。如果 

I (K．，K ，Y ) 
一

U L(Ki，KJ，Y ) 
y∈ hL LxJ 

则 K中仅保留[x]中的一个元素，[x]中的其他元素全部删 

除，从而得到子背景K 。 

Step 5 k—k+1。如果 k<4，K—Kk，转 Step 2；如果 k一4，输出 

’1l11。 

经过上述简化以后的背景是原始背景的子背景，将其称 

为原背景的简化背景，记为 ，其相应的概念 j元格记为 

( R)。 

注：Step 4决定了此算法输出的简化背景只有一个，但是 

由于等价元素类的存在，只需要把简化背景中等价元素类的 

元素做任意替换 ，就可以得到全部的简化背景。 

例 4(续例 2) 对于每一个元素 ∈K ，逐一计算表 2中 

的所有 L(K ，J【< ， )。结合例 2的计算结果可知，2，3∈K 

和“∈K： 均为可删除元素，且它们各 自的等价元素只有 自 

身。把这 3个元素删除后的子背景 R一(K ，K 一{2，3}， 

K- 一{a}， ，)如表 3所列。其所有的三元概念如下： 

1．( ，1456， )2．(C，16，6f ) 3．(C，l456。6) 

4．(B，15，cd) 5．(A，14， ) 6．(AC，1。 ) 

7．(AC，1 6，c) 8．(BC，6，6) 9．(ABC，1456，O) 

10．(ABC，1，cd) 11．(ABC，O， ) 

表 3 简化背景(Kl，Kz {2，3)，K3一{日)，Y⋯ ) 

简化背景相应的三元概念格如图 3所示。对比图 3与图 

2可以看 ， 3显然比冈2更简洁。 

e  

图 3 简化概念三元格 ( R) 

按照形式概念反映H{的二元关系，可以还原到三元背景 

上，从三元关系的角度分析获得可删除元素的性质。 

2．2 可删除元素的性质 

可删除元素的定义表明，任何一个可删除元素所对应的 

形式背景中的形式概念，皆可由该元素所在论域的其他元素 

来反映。因此可得可删除元素具有以下性质。 

性质 1 设 Ⅱ是 K ( 一l，2，3)的可删除元素，则有如下 

性质成立。一定 |6∈K {a}，使得 ： 

(1)若 —l，(&，v， )∈Y，必有(6， ， )∈Y； 

(2)若 =2，(na， )∈Y，必有(．nb， )∈Y； 

(3)若 一3，( ，＆)∈y，必有( lv，6)∈Y。 

从定义 7即可证明以下结论。 

定理 1 设 一(K1，K2。K ，y)为 元背景，若 r∈K女 

(是一1，2，3)是可删除元素，i<j，则有 

U U L(K ，K，，y )一 U U L(K ，K ，y≈) 
∈{1·2，3f ∈Kk {1·2—3j V∈ _1 } 

该结论的意义在于：删除任何一一个域中的仟何一一个元素 

后，新的子背景中所有的二元关系与原始三元背景中保持一 

致，冈此所有基于二元芙系的形式概念都保持不变。性质 1 

与定理 1皆可由例 3验证。 

因此，去掉可删除元素对原j元背景进行简化的方法，实 

际上保存了原来的所有二元关系。 

2．3 简化前后概念三元格的关系 

前文的简化方法保证了三元背景中最基本的二元关系保 

持不变，而概念三元格有所简化。本节探讨在背景简化前后， 

原概念三元格结构与新结构的关系。 

通过集合论知识，可以得出以下简单结论：设集合u天 

于集合A上的等价关系Rn的熵集为 U／Rn，如果 B ／、，则 

有IU／RA J≥J【，／ J。[六J此，在去掉可删除元素后，各个论 

域上的等价类可能进行合并，于是，可以得到以下结果。 

陛质 2 设 元背景 一(K1，K ，K y)，V 一1，2，3， 

I ( )／～ l≥I (] K) ～ I成立。 

该性质表明，简化后新的 t元背景中各个论域上等价类 

的个数少于或等于原背景中各个论域上等价类的个数。 

例 5 从例 2的概念 元格(见网 2)可看⋯，集合 K 上 

有 7个等价类，集合 K。上有 8个等价类，集合 K I：也有 8 

个等价类。而经过背景简化后获得的概念 _二元格(见 3)反 

映}}{，集合 K 上仍有7个等价类，而集合 K 上有 7个等价 

类，集合 K 上有 6个等价类 。显然，该三元背景简化后有两 

个论域上的等价类的个数少于或等于原背景巾的相应个数， 

实现了数据信息的压缩和直观表示。 

结束语 信息简化是当今知识发现研究领域的一个重要 

课题 ， 元概念分析的研究亦不例外。作为形式概念分析的 

推广，三元概念分析的研究尚在起步阶段。我们针对一元背 

景，提出一种同时对 3个论域进行信息简化的思想方法，直接 

对原始数据上的信息进行分析、压缩，得到简化的有效数据 ， 

从而得到了可视的、更为简洁的慨念 冗格。但是，我们必须 

承认三元背景数据刻I田j的复杂性以及概念一=元格数学性质的 

有限性，这些都是充分研究概念三元格简化前后的关系、形式 

概念与三元概念的关系以及形式概念分析与三元概念分析之 

间的关系时面临的难题，也预示着这是一个漫长而艰辛的 

研究过程。 
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