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摘 要 属性约简是粗糙集理论的重要应用之一，其目的是在保持分类能力不变的前提下去掉冗余的属性，从而简化 

信息系统。由于经典粗糙集等价关系的要求过于严格 ，为了更好地解决实际问题，将粗糙集与二型模糊集结合，得到 

二型模糊粗糙集。利用论域和特征空间的积空间上的两个一型模糊集来构造论域的一个二型模糊划分，将模糊粗糙 

集属性约简的模型推广到二型模糊粗糙集框架中，得到了一个二型模糊粗糙属性约简的模型，并举例说明了用此模型 

进行属 性约 简的方法 。 
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Abstract Attribute reduction is an important application of rough set theory，which aims to delete redundant attributes 

and simplify the information system while maintaining the classifying ability of the system．But traditional rough set 

theory is based on an equivalent relation，which seems to be a very restrictive condition that may Emil the application of 

the rough set mode1．To overcome this shortcoming，type-2 fuzzy rough set is obtained by combining rough set with 

type一2 fuzzy set．Two type~l fuzzy sets，defined on the universe and the product space of feature spaces respectively，are 

used to construct a type-2 fuzzy partition of the universe and a model for fuzzy rough attribute reduction is expanded to 

the framework of type-2 fuzzy rough sets。and then a model for type~2 fuzzy rough attribute reduction is obtained．An 

example is given to show the application of this mode1． 
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1 引言 

自从 20世纪 80年代初波兰数学家 Pawlak提出粗糙集 

理论以来 l，由于该理论能够处理不精确和不完备的信息，它 

作为一种有效的知识获取工具已经被成功地应用于机器学习 

和知识发现、数据挖掘、模式识别和决策分析等领域。属性约 

简是模式识别、机器学习、数据挖掘及生物信息学中所遇到的 

一 个重要问题，也是粗糙集理论应用最成功的核心问题之一。 
一 般来说，在数据分析任务中，并不是所有的属性都是必要 

的，有些属性是冗余的。所谓属性约简，就是在保持知识库分 

类能力不变的条件下，删除其中不相关或者不重要的属性，使 

得剩余的属性构成的属性子集与原始的属性集确定的知识是 

相同的。通过属性约简，可以使信息系统的知识表示更加简 

沽，使隐藏的知识更加清晰，从而简化决策规则。 

埘经典粗糙集背景下不同信息系统的属性约简的研究已 

经取得了丰硕的成果。Skowron~?提 了辨识矩阵的概念 ； 

张文修等 讨论了不协调目标信息系统和不完备信息系统 

中的知识约简问题；Wang等 分别讨论 _『属性动态增加的 

数据集的属性约简和大规模混合数据集的属性约简方法；吉 

晨莉等[7]研究了一致覆盖决策系统的属性约简；张颖淳等 

讨论了基于粗糙集的属性约简在数据挖掘中的应用；唐孝和 

舒兰L9 提出了基于粒计算的属性约简改进算法；刘静和米据 

生【 u利用条件属性集的幂集上的闭算子提出了属性约简的 

一 种新方法；刘芳和李天瑞 】提l{l了一种基于边界域的不完 

备信息系统属性约简方法。 

经典的粗糙集是基于等价关系的，而等价关系在很多情 

况下过于严格，从而限制了粗糙集理论的应用 。例如，传统的 

粗糙集理论只能处理符号型的数据，但我们在实际问题中所 

遇到的问题往往涉及到符号型数据和实值数据，这就需要对 

经典粗糙集理论进行推广。Dubois和Prade{ 将粗糙集与模 
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糊集结合，提出了粗糙模糊集和模糊粗糙集的概念；Jensen和 

Shenc“]提出了模糊粗糙属性约简的一种模型；Tsang等⋯ 讨 

论了模糊粗糙集的属性约简的形式概念与结构，介绍了一种 

利用区分矩阵计算所有约简的算法，建立了模糊粗糙属性约 

简的数学基础；Maji等_l5_提出一种最大化特征的相关性和重 

要性来进行模糊粗糙集的特征选择的方法；张照星等[1 研究 

了 k_近邻模糊粗糙集的快速约简算法 ；Zhang等_1 ]讨论了基 

于模糊粗糙集的信息熵进行混合数据特征选择的方法。 

二型模糊集是 Zadeh对模糊集概念[19]所作出的一种推 

广n 。由于每个对象的隶属度本身就是一个模糊集，因此与 

一 型模糊集合即经典的模糊集相比，二型模糊集合能够描述 

更多的不确定性。区间二型模糊集是二型模糊集的一个特 

例，指的是次级隶属度全为 1的那些二型模糊集，由于其形式 

较一般的二型模糊集更为简单，因此得到了比较广泛的关注。 

将区间二型模糊集与粗糙集结合起来就得到了区间二型模糊 

粗糙集。李冬梅等[2o]指出，区间二型模糊集可以增强系统处 

理不确定性的能力 ，因此他们基于区间二型模糊粗糙集模型 

研究了连续域决策信息系统的属性约简，通过紧计算域给出 

了新的约简算法。Maji等_21]提出了用最大化特征的相关性 

和重要性来进行区间二型模糊粗糙集的特征选择的方法。 

将粗糙集与二型模糊集结合就得到了二型模糊粗糙集的 

概念_2 ，本文所讨论的就是在二型模糊粗糙环境下进行的属 

性约简。Jensen和Shen[1。]提出了模糊粗糙属性约简的一种 

模型，这种模型以模糊等价类作为其核心。本文首先找到了 

构造论域的二型模糊划分的一种方法 ，然后在此基础上将 

Jensen等的模型推广到二型模糊粗糙情形中。 

2 预备知识 

下面对本文中用到的基本概念和性质进行介绍，相关的 

符号和表示主要参考文献[22—23]。 

考虑一个非空有限论域 X，一个二型模糊粗糙集 A可以 

表示为： 

一 {((z，“)， ( ，“))lxEX，uEJ [O，1]} 

其中， ( ，“)是 的二型模糊隶属函数，O≤ ( ，“)≤1。 

对任意取定的 Iz ∈X， 
r 

( ，”)一I⋯ _厂 (u)／u，J一 [o，1] 
r 

称为 (- f，“)的一个垂直切片，， ，称为一个次级隶属函数。 

Mendel和 John[ 。 于 2002年提出了二型模糊集 的一种 

新的表示方法 ，称为 Representation Theorem。考虑离散的 X 

和J 假设 X可以离散化为 -．，XN这N 个值，在每个 Xi 

上，对应的 ．厂 被离散化为Mi个值。后文讨论的二型模糊集 

都是指这种 X和-厂，都是离散情形的集合，将其称为离散二 

型模糊集。 

对于一个离散的二型模糊集 ，它的嵌入二型集合 是 

一 个特殊的二型模糊集合 ： 

一  ( 
．

(“ )／蜥)／x ，“ ∈．厂。 [o，1] 

这个二型模糊集包含了 N个元素，这 N个元素即H 一， 

是从每个J ，⋯， 中抽取一个元素形成的，并且带上 

它们所对应的次级隶属度_厂r。(“ )，⋯，f,N(“N)， 共有且M 
个这样的嵌入二型集 。 

对于一个离散的二型模糊集 ，它的嵌入一型集合 A 是 

一 个一型模糊集合 ： 

A 一 ／xi， ∈J [O，1] 

这个集合包含 N个元素，这 N个元素即 “ “，UN是从 

每个J rl’⋯，Jr~中抽取一个元素形成的， 共有jj[M 个这
i= I 

样的嵌入一型集A 。 

定理 1(Representation Theorem)E 。 对于一个离散的 

二型模糊集 ， 表示 的第J个嵌入二型集合，即 

A 一{(M (“ ))l 1，⋯，N) 

其中 “ ∈{ f愚一1，⋯，M }。 可以表示为它的所有嵌A-- 

型集合的并，即 

：  

J= 1 

其中， 一1／M 。 

Representation Theorem给出了二型模糊集合的一种新 

的表示，称为波浪形切片表示。 

设 X和y是两个非空有限论域，从 X到y的一个二型 

模糊关系是定义在XXY上的一个二型模糊集合哀∈ (X× 

y)。如果 X=-y，则 称为X上的一个二型模糊关系。 

设詹是从X一{ ”， }到 y_--{Y “， )的一个离散 

的二型模糊关系，第 z个嵌入二型关系 可以表示为： 

一

{( ，̂  (“ ))li----1，⋯ 一1，⋯，m} 

其中，“ { I志一1，⋯，M }。由于二型模糊关系也是二型 

模糊集合，同样可以利用 Representation Theorem得到 ： 

：  

其中，nR一Ⅱ II M 。 

将二型模糊集与粗糙集结合后可以得到二型模糊粗糙 

集 z 。设 X----{lz 一， }是一个非空有限论域， 是X上的 

一 个离散二型模糊集，爱是 X上的一个离散二型模糊关系。 

如果 一 ，哀一受 ，其中 

恕一 (，。(“ )／“ )／∞ 

一 ∑N( )／( ) 
p,q=l 

是嵌入二型集合 ，那 么二 型模糊粗糙集合是 一个二元 组 

( ( )， ( ))，其中 

哀( )一釜釜良 (恐)，夏( )一曼 ( ) 哀( )一 良 (恐)，良( )一∑∑ ( ) 

垦(恧)=荟N{ N [戤 ‰，( )̂ ( )]／ 

A‘[(1一 )V ]}／墨 

雨(盈)：善N{ N [戤 ‰ ( )̂ ( )]／ 
r 

V(  ̂ )}／墨 

有序对 (x， )称 为一个二 型模 糊近似 空间，映射 ： 
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F(X)一 (X)和 ： (X)一 (X)分别称为下二型模糊粗糙近 

似算子和上二型模糊粗糙近似算子。 

Jensen和 Shen[ 。 指出，正如等价类是粗糙集中的核心概 

念，模糊等价类也是模糊粗糙集方法中的核心。论域的一个 

模糊划分所构 成的一族 正规模糊 集恰 好可 以作为模 糊 

等价类【 ]。 

设 P为属性集A 的子集，X／P={Fl，⋯， }是 X的模 

糊划分，如果 y是要近似的概念，则Y的P一下近似和P一上近 

似定义为： 

(Fi)=infmax{1一 r( r)， (．z’)} 

I、，(Fi)=sup min{gu ( )， ( )} 

其中， 一1，⋯，k。对于属性约简的情形，模糊下、上近似定义为： 

(-r)= sup min{~F(·f)’ i
∈n(max{1-- (3，)，be(Y)EX } 一 I 7p )t 

·r 一

r

s

∈
u p min{ ， P min{ 』 ， ‘Y } 

基于模糊粗糙集的属性约简建立在模糊下近似的基础 

上，可以用来约简包含实值属性的数据。 

3 二型模糊粗糙属性约简 

3．1 二型模糊划分 

类似于模糊粗糙属性约简，二型模糊等价类也是二型模 

糊粗糙属性约简中的重要概念。由论域的一个二型模糊划分 

构成的一族二型模糊集正好可以作为二型模糊等价类。下面 

根据 Dubois和 Prade[ I提出的模糊划分概念给 二型模糊 

划分的定义。 

定义 1l1 ] 论域 X上的一族正规模糊集 一{F 一， 

}( < fXf)称为 X的一个模糊划分，如果 

(1) 能够充分覆盖X，即inf maxF (．z·)>O； 

(2)两两互不相交，即Vi， ，sup min(Fi(_)，FJ( ))<l。 

定义2 论域 X上的一族正规二型模糊集 击一{ 一， 

F }( <l X})称为 X的一个二型模糊划分，如果 

(1)存在一个 ∈(O，1]，使得(n，u 1F ( r))( )>O； 

(2)对任意 ， ，存在 ∈[0，1)使得(u ( ( r)几 ( ))) 

(．y)> O。 

其中，运算u，r]：[o，1]l(_’ ×Fo，1 ]一Eo，13 r。-门定义 

为 ]：对于任意A—f ，B—f ，A，B∈ 
J “ “ J - 

EO，1]E‘ ， ： 

AUB=f f 苎 
J“J l

,t V叫 

AnB—f『f~u)A g(w) J J
" ，、v．．g2 

在求并的运算中，如果有多对 “和 能计算得到相同的 

“V叫，那么选择隶属度最大的那一组 ；同样，在交运算中也选 

择隶属度最大的。 

下面构造能够作 为论域的划分 的那一族二型模糊集。 

Janet Aishett，John Rickard和 David Morgenthaler[ ]给出 

了如何从一个定义在论域 X和特征空间V的积空间上的模 

糊集和一个定义在特征空间上的模糊集来得到空间 x上的二 

型模糊集的方法。其中第一个模糊集作为 X中元素的模糊 

观测值；另一个模糊集定义一个模糊概念或者模糊类 ，得到的 

二型模糊集可以解释为定义在 X上的一个二型模糊概念。 

假设 F的隶属函数为厂：X×V一[0，1]，G的隶属函数为 

g： 一[O，1]。扩展原~：(Extension Principle) 可以将定义 

在v上的模糊集扩展为定义在[o，1]上的模糊集，对每个 ∈ 

X应用扩展原理，可以生成 X上的一个二型模糊集，其隶属 

函数 ：X×[O，1]一[O，1]定义为： 

F( ， )一 sup {厂(_’，t，)}，．r∈X，yff E0，1 
tl∈V g(【，)一y 

下面的定理告诉我们，利用上述方法可以由特征空间 

的一个一型模糊划分生成X 的一个二型模糊划分。 

定理 2 设 ： +[O，12( 一1，⋯， )是 的一个一型模 

糊划分。如果按照上述方法生成的一族二型模糊集 F ：X× 

[o，1]一[o，1]( 1，⋯， )是正规的，那么{ }构成了x的一 

个二型模糊划分。 

证 明：只需证 明二型模 糊划分定义 中的两个条件是 

成立的。 

由于{gi}是 V的一个一型模糊划分，因此有 

inf maxg，( )> O 
L1 一 1．⋯ ．rl 

也就是说， 

V ∈V，maxgl( )>O 
一 1．“． 

从而 V EV， i，s．t．gi( )>O。因为 l厂表示的是 X 中元素 

的模糊观测值 ，所以给定 EX，必然存在 ∈V使得： 

_厂(．n (】)>O 

一 方面，对于这个 存在 使得 ，、(t-【】)>O，因此 

( ，go( ()))一 sup {．厂(． )}≥ h ))>O 
EV~giO( gi0( o) 

另一方面，对于任意 。， 

F ( ，gl(7Jf)))一 sup {l厂(．n z，)}≥l厂(．n 0)>O 
Ev gi( ’)一gi( n) 

所以有： 

一  一  

(UL1Fi(r))(V 盛 ( 0))≥ A Fi(． 暂 ( 【 ))A Fi ，C 
』 1 ⋯ ll 

gi ( 0))> 0 

其中，V ( )≥g 。( c )>0。换言之，对于任意的 ∈X，存 

在y ∈(o，1]使得(u F (．r))(-y )>o。这样便可以得到： 

__ (U 1F (r))(八， )≥ ^，(U 。F (r))( )>0 

其中 ，̂ y >O。这就证明了第一个条件是成立的。 

下面证明第二个条件。对任意 ， ，由sup rain(gl( )， 

岛( ))<1，可以得到 V ，min(gl( )，霸( ))<1。给定 t∈ 

X，存在 使得_厂( ， )>O，并且对于这个 ，有： 

Fi( ，殷( ))一 sup {_厂(． ℃，)}≥．厂( )>O 
tE v gi(￡ ) gi(【 ) 

FJ(r，岛( ))一 sup {_厂( z，)}≥l厂(n )>o 
c∈ V ∞ 一 ‘c 

所以有： 

(F ( )V1 FJ( ))( ( )A ( ))>0 

( )八 ( )< 1 

也就是说，对于任意 ，存在 Iy，<1使得( ( )厂] ·)) 

( )>O。因此可以得到： 

(U (F ( )厂]FJ( )))(V y )>0 

其中，V，y，<1。这样就证明了第二个条件也是成立的。 
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3．2 二型模糊粗糙属性约简 

定义 3 设 P是属性集A 的一个子集，X／P={ ，⋯， 

)是 X的一个二型模糊划分 ， ∈ (X)是要近似的二型模 

糊概念。如果 

一

． 

一 萎{ [ ]／五) =1 z=l i=1～ ： 。。 

j 

一

j 
[ ] } 

那么，二型模糊 P_下近似和 P_上近似可以定义为 ： 

( )=蓦善nk{ N。尼 ( )̂ ( l j／ N[(1-- )V 
u1]} 

(R)一蓦蓦{ [ ( )八gi ( l j／ N[ ̂ ]) 
其中，志一1，⋯，m。 

对于属性约简的情形 ，二型模糊 P_下近似和 P-~．iS：似可 

以被重新定义为： 

舾 ( ) 胁U
／P{ ( )n (F)} 

( P{ ( )厂]胁(F)} 
正如模糊粗糙属性约简是建立在模糊下近似的概念基础 

上的，二型模糊粗糙属性约简也是通过二型模糊下近似的概 

念来进行的。 

定义 4 设 P和Q是属性集A 的两个子集，一个对象 

z∈X属于二型模糊正域的隶属度定义为： 

／2POSp(O)(z)一 Ux／。陋 (z)，xEX 

二型模糊粗糙依赖函数定义为： 

(Q)一 一可x
~xCmsv(Q>(x) 

其中，CP0sP(Q)( )是,aRCSP(。)(z)的形心。 

类似于模糊粗糙属性约简，我们需要考虑多属性的情形。 

一 般地， 

X／P= {X／JND({a})laEP} 

X，／P中的每个集合都表示一个等价类，因此一个对象属于这 

样一个等价类的程度可以通过计算每个成分模糊等价类 F 

( 一1，⋯， )的交集得到： 

／2F，n．．．NF( )一n 1 ( )
n 

／2Fi 

3．3 二型模糊粗糙属性约简的例子 

表1列给出了一个简单的例子。x一{e ，e ，⋯，e }是对 

象集(患者)，A-=CUQ是属性集，其 中C一{头疼，肌肉疼，体 

温}是条件属性集，Q一{流感)是决策属性集。不同于其他的 

条件属性“头疼”、“肌 肉疼”和决策属性“流感”，对于每个患 

者，属性“体温”的属性值是实数集的一个子集。这是因为患者 

通常会多次测量自己的体温，而这些测量结果可能是不同的。 

表 1 二型模糊粗糙属性约简的例子 

患者 

P1 

P2 

乌 

头疼 

是 

是 

是 

否 

否 

否 

肌肉疼 体温／℃ 流感 

否 

是 

是 

否 

否 

是 

设 C =头疼，C2一肌肉疼，C3一体温，则 

X／{c,} {E1，E2}一{{e1，82，e3)，{e4，P5，P6)} 

X／{c2)={Fx，F2}=“ e2，e3，e4，P6}，{e5}} 

cQ 一 一 ：。 

cQ 一上 一 ： e 

利用模糊集g~： 一[O，1]，gH： +[O，1]来定义概念“体 

温正常”和“体温高”，其中 —E36，42]。 

f ， xE E36，37] 
gN( )一 --x+38， ∈(37，38) 

f0， xE[36，37] 

gH( )一 一37， ∈(37，38) 

【0， ∈[-38，42] 

一 + ， 一 + 

f(ea)一 + ，f(e4)一赤 
f(e5)一孤1 + 

， s)一 + 

据此可以得到二型模糊等价类 X／{c。}一{ ，疗)，其中 

： 1／_ _ ／1+卫 ± + + + Q： ± Q+ 

疗一 + + + + ： ± + 

因此 

( )一毒{1／ ：̂4， E1一 ( ， )]}一1／o 
}y 
(H～)=I／0

． 2+1／0 

}Y2(』＼，)一1／0．9+1／1 

}y2(H) 1／0 

) (P1)一[ (e1)厂] }y】( )]u[脂 (e )I--I }y1 

(疗)] 

一 (1／1厂]1／o)LJ(I／0厂](1／o．2+I／0)]一1／0 

}Y2(P1)一[ (P1)几 3)y2( )]Lj[ (P1)r] 3}y2 

(蔚)] 

一(1／1厂](1／0．9+I／I))U(1／0厂]1／0) 

一1／o．9+1／1 

3}y1(82) I／0．2+1／0， }Y2(ez)一1／0．1+1／0 

／2(c。}Y1(ea) 1／O．2+1／0，／2 }Y2(ea)一1／0 

}y1(e4) 1／0，／2 (e4)一1／O．9+1／1 

(es)=1／o．2+1／0，／2 (e5)：1／0．2+1／0 

／2 }Y1(e6) 1／0．2+1／0， q} (e6)一1／0 

由上面这些数值可以得到一个对象 e X属于二型模糊 

正域的隶属度 ： 

／2POS{c3)( (e1)一 y
l
(e1)U (e1) 

=1／o U(1／o．9+1／1)一1／O．9+1／1 

4  1  0  0  5  
勰∞ 勰姐 

o；日 钆 

弘 嚣 盯 ∞ 

是 是 是 是 否 是 
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H }( 
(e2) 

因此 ， 

y )(Q) 

y1
(P2)LI }Y

2
(P2) 

1／()．2+1／O．1+1 O 

yl
( )U ，y

2

( ) 

1／0．2+1／O 

ily1( )U 3}Y2(e4) 

1／0．9+1／l 

}y1
(岛)U IY

2
( ) 

l／0．2+1／O 

』 1(Q)(P)I 

Xi l X 

2．3 

6 

可以看出，属性 c。可以带来二型模糊粗糙依赖度的最大 

增长 ，因此这个属性被加入潜在约简集合中。继续迭代此过 

程 ，可以由X {c ，c }一{E nN，E nN，E nH，Ez nH}和 

X／{c2，c }一{F n ，F2 n ，F n再，F。n曰}计算得 m 

。，一4．1／6， 。 )一5．75／6。将属性 c2加入约简候选集 

可以带来二型模糊粗糙依赖度的更大增长，因此新的约简候 

选集就变成了{c ，c。}。最后，把属性 c。也加入潜在约简集 

合，从而可以得到 )， }一5．8／6。然而，若把例子中的模 

糊属性分明化，则得到表 2中对应的粗糙属性约简的问题，可 

以看到{c-， }和{c ， }都是约简，{0}是核，yj一 (Q)一 

)／ ⋯ (Q)一1。 

表2 粗糙属性约简的例子 

从上面的讨论可以得到，当我们把本来模糊的问题简单 

分明化时会损失一些信息，如果用二型模糊的方法来讨论则 

可以明显得到 3个属性的重要性排名：c。，e ，c。。 

结束语 本文讨论了二型模糊环境下的属性约简，将一 

型模糊划分的概念推广到二型的情形，提 了论域的二型模 

糊划分的慨念，并在此基础上提出了一个二型模糊粗糙属性 

约简模型。二型模糊粗糙的属性约简由于刻画了更多的不确 

定性 ，因所得到的约简不能像经典粗糙集的属性约简那样由 

依赖度确切得到，但是可以在不损失信息的前提下得到各个 

属性重要性的刻 。本文对二型模糊粗糙集的定义是基于 

Mendel所提 的二型模糊集合 的波 浪形 切片表示，也 即 

Representation Theorem。Mendel_2 指 出，二型模糊集合的 

Representation Theorem在进行理论推导时是非常有用的，但 

是并不推荐将其应用于计算的 目的，这是凶为在波浪形切片 

表示中，即使对于一个简单的二型模糊集合 ，嵌入二型模糊集 

的个数 ”n也是非常巨大的，所以本文只给 了一个较简单的 

例子来说明这个二型模糊粗糙属性约简模型的应用方法，而 

没有进行真实数据的数值实验。本文所提lLH的属性约简方法 

是对二型模糊粗糙集应用的一个有益探索。未来希望能够找 

到更适合二型模糊粗糙集属性约简的计算方法，以更好地用 

二型模糊粗糙集理论解决实际问题。 
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