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Galois环上的不完全指数和及其在 Zp2导出 
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摘 要 给出了Galois环上不完全指数和的上界，并在此基础上对 Z 导出的 P元 Kerdock序列的非周期 自相关性 

进行了研究，给出了序列非周期自相关性的上界，其中P为任意奇素数。结果表明，该类序列具有极低的非周期自相 

关性，在密码学和通信领域具有潜在的应用价值。最后，还对序列元素的部分周期分布进行了估计。 
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Abstract An upper bound for the incomplete exponential SLlInS over Galois rings was derived．Based on the incomplete 

exponential sums，the nontrivial upper bound for the aperiodic autocorrelation of the Kerdock-code p-ary sequences de— 

rived from 2 was given，where P is an odd prime．The result shows that these sequences have low aperiodic autocorre— 

lation and provide strong potential applications in communication systems and cryptography．T_he estimate of the partial 

period distributions of these sequences was also derived． 
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1 引言 

具有良好密码性质的伪随机序列因其在密码学和通信领 

域中的重要应用始终是序列研究中的一个热点问题。近几十 

年来，已经构造得到了大量具有良好伪随机性质的序列，例如 

m序列[ 、GMW序列 和级联 GMW 序列[3’4]、最高权位序 

列[引、小集合的Kasami序列 及广义的Kasami序列[ 、d-齐 

次序列 引、l-序列 、基于椭圆曲线的伪随机序列[ ]、Z4上的 

6类序列集甄 、 、9、 和 11-14]以及利用上述 6类四元序 

列构造得到的一些二元序列[15-18 等。本文主要研究由Galois 

环 Z。2导出的Kerdock序列。 

Kumar等人在文献[19]中提出了Galois环GR(p ，优)上 

wei1指数和的概念并给出了其上界，其中P为素数，l，m为 

正整数。随后，Shanbhag等人在文献[20]中进一步定义了 

Galois环上的混合指数和，同时给出了其上界，并以此为基础 

对Galois环上部分序列的极大非周期相关性进行了研究。 

事实上，文献[2O]的证明过程中已经隐含了不完全指数和的 

概念。Hu等人在文献[21]中明确了Galois环上不完全指数 

和的定义，并给出了不完全指数和在 P一2时的上界。本文 

对 Hu等人[札]的工作进行了推广，给出了Galois环上的不完 

全指数和在P为任意奇素数时的上界。 

Lahtonen等人在文献[22]中首次定义了Galois环 z2』导 

出的二元Kerdock序列，并且证明了该类序列具有极低的相 

关性，其周期互相关性及非同步 自相关性的上界为0．19／ 

(2卜 一1)~／T+1，这里 T为序列周期。从而，环导出 Ker- 

dock序列的构造与分析逐渐成为了近年来的一个研究热点。 

在文献[213中，Hu等人对 Lahtonen等人[22]的工作进行了补 

充，对其所构造的二元Kerdock序列的非周期自相关性及元 

素的部分周期分布进行了估计。文献[233中构造了一类具有 

极低相关性的多元 Kerdock序列，其相关性的模值具有与 

Welch下界相同的数量级。文献[24]中定义了一类环 z导 

出的具有周期 T-----pm一1的P元 Kerdock序列，其中P为奇 

素数，m为正整数，并且证明了该类序列具有大线性复杂度、 

极低相关性和可用序列条数多等良好的密码性质，其线性复 

杂度的阶为O(mP)，周期互相关性及非同步自相关性具有与 
一  

welch下界相同的数量级√ ，可用的序列条数约为÷。本文 

继续研究了文献[24]中所定义的P元 Kerdock序列，利用 
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Galois环上的不完全指数和以及傅里叶变换，给出了序列非 

周期自相关性的上界以及序列元素部分周期分布的估计。结 

果表明，该类序列具有极低的非周期自相关性，在密码学和通 

信领域具有潜在的应用价值。 

2 预备知识 

设P为奇素数，l，m为正整数。Rz=GR(p ，m)表示具有 

特征P 及阶Ph的Galois环。彤 表示R z中所有单位元组成 

的单位群。令车为R 中元素并且满足 =亭。定义 R 中的 

Teichmtiller系 r={0，1， ，⋯， 一。}。 

设 为R 中任意元素，其 p-adic展开可以表示为 

z—z0+px1+⋯+ 卜 一1 

其中，320，z ”，．27H ∈F。对上述 ．27，如下定义 Frobenius算 

子 F，即 

F(x0+px1+⋯+ 卜 Xl一1)=霹+ +⋯+ 卜 啦 l 

以及从R 到Zpz的迹函数n ，即 

Tr(x)一∑ (z) 

设 

厂(z)=∑C 

是Rl ]中的 次多项式。将 _厂( )的系数 Ci进行P—adic展 

开，可以得到 ，(z)的 p-adic展开，即 

，( 一F0(z)+户F1( )+⋯+∥1 F[一1(z)，E(z)∈F[ 

设 ( )一墨FJ ，其中 为F (z)的次数。称多项式 

，(z)是非退化的，如果 (z)的系数 ． 满足 

， 
一O，当 i=0(rood户)，O≤ ≤ ，0 ≤Z一1 

Rl[ ]中任意多项式，(z)的权重次数N=f，，定义为 

Nz．y----max{hop 一 ，nlpl一 ，⋯， 一1} 

对 R 中的任意元素 ，令 ( )一e2~Tr(x)lpt，其 中 i一 

厅 。进而定义R 上的加法特征 ( )=e2 ( ) ，V ∈ 

R 。 

定理 1[19] 设， )是RzIx]中具有权重次数 ，，的非 

退化多项式，则 

I (，( ))I≤(N2，厂 1) 

定义映射 ：R，一C满足 (z)=eZ~／(pm_1)，其中 = 

rood P。并且令 (z)一O，当xEpRf时。从而 为R 上的 

乘法特征。 

定理2E20,21] 设，( )是R Ex]中具有权重次数 ．，的非 

退化多项式，对任意tEz 一 ＼{0)，有 

I (，(z))( ( ))fl≤ ．， 

对任意 k∈ ，定义 上的加法特征 ( )=eZ~x／p‘。 

定义映射 ：Z 一{1，e。 ，e2 zip，⋯，e2 ‘ }满足 (口)一 

e2施 f_1 
，其中口一 ai∈z ，勘，al，⋯，al一1∈ 。利用z 

上的傅里叶变换[25]，有 

)一 ( 其中 一古 (咖( ( )一 善 (z)，其中 一古 互 (z)钐(一 ) 
引理 1[23] 对任意o≤ ≤∥一1， 满足 

f0， ≠1(mod ) 

旷1击 ， ：l(mod p) I H1一 e-2~qlp ’ 一 
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I l~2lln(p)／p+2 

3 RI上的不完全指数和 

对Vk，H，0≤忌< +H一1≤p,-一2，H<p,-一1，本节主 

要讨论不完全指数和 

I∑ (，( ))1 

的非平凡上界，其中 厂(z)是 RzEx]中具有权重次数 ，，的非 

退化多项式。令 

=  

抖  

从而有 

E (厂( ))= ∑ (，( ))文，H( ) 

令 T= 一1。定义 ， (￡)的傅里叶变换 
AkH( )：T∑--1&

。

H( )e- ：k+∑H--1e一 2~d 

从而 

，

H(￡)： 1 T厶--1 A
，
H(s) 

易见 

I ，H( )l—l 茧 e．I I一1 1 

引理 2 

( )l<塑1 +1 

证明：由 

T-- 1 H  -- 1 2n／
~

s= l 

=  I蔷 I 一1 t=O s一1 1一 一 s 
以及 sinx= 可得， 

一 ． ． 一 ． sin(1-1 A 1-1 sH) 一1--．1 I 

蚤 lH 一置。亩sln(---~s)‘≤皇 smL。= s 
一2 一 +1 

sin( s) 

由于 1／sinx为(O， )上的凸函数，因此利用积分形式的 

Jensen不等式，可得 

1 ≤ dx ≤  一  

sin( s) 一 sin( ) 

进而有 

{

刍-1 1≤ 毒 < 南 sin( s) 专sin( ) {sin( ) 
— ’{ln tan 丌 上 

当 O<x<~／4时，由 tan x>x可得--ln tanx<--in X，进 

而 

上 <三l 

s ( s) “ 

于是 

( )1<2T1 +1 



 

定理3 设，(z)为R』上具有权重次数NfI，的非退化多 

项式。对 V忌，H，0≤忌<是+H一1≤ 一2，H< ～1，有 

I 1 ( ( ))I< 
． ， [-- -~in +23 l善 (，( ))l< t，~／ 

证明：由 
+∑H- (，( ))一T∑--1， ，( ))&

，
H(￡) 

：  

T∑--1 ))T∑--1 Axlt(f(( 
， 
(s) = ∑ ))∑ ，H(s)e 

=  (，( ))+{ lH(s) T “ T ⋯ 
(-厂( )) “ 

= 譬T善--I (，( ))+寺1 T蓦--I A，“(s)T善--10 0 (厂 』f= 』‘ 1 l= 
( ))(X( )) 

以及定理 1、定理 2和引理 2可得， 

I (，( ))1≤睾lT∑--1 (，( ))l+亍I T厶--1l ，H(s)l 
t=k 』 f=0 』 s=l 

I∑ (，( ))( ( )) l 

<睾[(N2，，一1) +1]+{NfI， 
[ ln 4- --T+I] 

<N』，， [ h +2] 

推论 1 对V ∈R』， ≠0，0≤忌<忌+H一1≤ --2，H< 
一 l，有 

I 茧 ( )I<／一 [ ln +2] I互 ( ) [ n +2] 

证明：令-厂(z)一 。由 ∈R』， ≠O可知，，(z)为 R』上 

的非退化多项式，并且其权重次数不超过PH 。利用定理 3， 

即得结论。 

4 Z 导出Kerdock序列的非周期自相关性 

文献[24]指出了由z 导出的多元Kerdock序列具有大 

线性复杂度、极低周期相关性和可用序列条数多等良好的性 

质；同时，非周期自相关性也是周期序列一个非常重要的性 

质[26,27]，故本节主要讨论由Z 导出的多元Kerdoek序列的 

非周期自相关性，并给出其非平凡的上界。以下均假设／=2。 

类似于最显著比特映射，对V ∈ z， ：勘+px ，其中 

o， ∈ ，定义最高权位映射 HC．z 一 满足HC(x)一 

X l。 

设 c=( ) 。是由 z导出的具有最小周期 T一 一1的 

P元 Kerdock序列，则其通项 Ct可以表示为 C =HC(Tr 

( ))，其中AER{。 

令 一ez p。对任意 r，序列 c=( ) 。的非周期自相关 

性 tTc(r)定义为 

(r)一J ， ，一 } 一 h， ～( —1)≤ 丁～ 
【0， ≥丁 

易见 ， (O)一T。 

定理4 设c=(c,)F--o是由Z 导出的具有最小周期 T一 
一 1的P元Kerdock序列。对V r，1≤ ≤T一1，有 

l )l<户 #v／~-[pln( +2]2[2 1n +2] 

证明：由映射 的定义可知 

0
2一】 

0 = (n( ))=‘量 ( ( )) 
0
2一 】 

= ( ) 

同理 

O--ct+r： (一n ( )) 

2— 1 

= (一Tr(~Gh)) 

d
2一

】 

=  
一 m ( ) 

其中，aE{1，0)。于是 

(r)= ∑ 一 件r 

= n 

卜  讨 

J 
( ) )

l= ~
#xh 

p2--i

t=nix(0 i2 。一r} ’ =O’ ’ 

一菘 ， 
其中，p=i(j -jz )。只需讨论j·，jz不全为0的情况(否则 

由引理 1知 一 2一O)，此时由AER{及 Z 可得 

0。对 V O，由推论 1可得 

I )I<p [ 1n +2] I 
， 一  

( ) n +2] 

从而利用引理 1，可得 
一 1 血 {卜 1±卜 l～f} 

lac(r)I≤( 蓍Im0 ma x(0，--d ( )I 篁 t= ， 。。 

< [丢ln( +2] [睾1n +2] 
注 1 定理4表明由 z导出的多元 Kerdock序列的非 

周期自相关性具有数量级 lnT，无限接近于Welch下界的 

数量级~／T，这里 丁为序列的最小周期，说明该类序列具有极 

低的非周期自相关性。 

5 z 导出Kerdock序列元素的部分周期分布 

本节主要讨论由 z导出的多元 Kerdock序列元素的部 

分周期分布。 

本节沿用上节的记号。设( ) 。是由 z导出的具有最 

小周期 T= 一1的P元 Kerdock序列。令 H=pT，O< 

1，O≤忌<忌+H一1≤ 一2，则( )咎 是( ) 0中长为 H 

的片段。 

定理5 对Vz∈ ，令 表示片段( )鐾 中2出现 

的次数，则 

In=一 H 1<( 一1) [ ln( )+2] 一 [ 

In ． +2] 

证明：易见 

一  

+

∑H-- {∑Oe( _2】 娶+{ +∑H-- ~d(ct1-1 1 E z) 一量 暑 + 互 ： 
因而 

一  一 专 出 警 
由 

(n( ))一 磊船 ( ) 
可知，当dEZ 时， 

墨0 一互( 互 ( )) 
· 9】 · 



 

= ∑ ⋯ 1⋯ d 1 ( )⋯ ( )
t=k J o J -= a 0。 ’ “ “ 

： 。⋯： 。 ⋯ 量 c +ll州 ( ) 
由引理 1可知，当 l⋯ ≠0时，J =1 rood P， 1，2， 

⋯

，d。此时由dE 及 ∈彤 即可推出( +⋯+ja)A1&0。 

从而利用推论 1，可得 

I ～ )I<P [-- ~1n +2] 善 +1．．+J ( ) n +2] 

凼此 ，当 d∈ 时 ，再 次 利 用 引埋 1，日J得  

I量0 l≤( 蚤f It u ) f t善 十1．．_J ) ( )『 = ，一 一t ‘ 

< h( +2] [ ln +23 

从而 

l 一 H J 1 曼J 出J l 羔 t f 

<( 一1) [专ln( )+2]川[ 
ln +2] 

推论 2 

的频率，则 

对 V ∈ ，令 表示片段( ) 中 出现 

IA一 I J<( ) [专 )+2]p--I r-g ln 
+2]／H 

≈ 一
Cp
=

m  

,／p 

其中， 是关于P的常数，其阶为夕2 。 

结束语 本文给出了 Galois环 GR(p ， )(z，m为正整 

数)上的不完全指数和在P为奇素数时的非平凡上界，并利 

用该上界对 Galois环 z导出的 Kerdock序列的非周期 自相 

关性及元素的部分周期分布进行了估计，证明了该序列非周 

期自相关性的模值具有数量级 1n T(丁为序列的最小周 

期)。上述结果表明，此类序列具有极低的非周期自相关性， 

在密码学和通信领域具有潜在的应用价值。 
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