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带权混合支配问题的近似算法研究

张佳男　肖鸣宇

(电子科技大学计算机科学与工程学院　成都６１１７３１)
　

摘　要　图G＝(V,E)上的混合支配集D 是由图G 中的顶点和边组成的集合,因此对于图G 中的任意一条边或一个

顶点,若其不在D 中,则其必须与D 中某条边或某个顶点相邻.混合支配问题是在一个图中找到一个基数最小的混

合支配集.混合支配问题是图顶点支配问题和边支配问题的混合,在实际生活中有着许多应用,最近在算法中也备受

关注.混合支配问题在一般图上是 NP完全的.带权混合支配问题则是混合支配问题的一个自然推广,其将图中的

点和边以不同权重进行区分.令图中所有点的权重均为wv,所有边的权重均为we,带权混合支配问题则要求寻找一

个混合支配集使得其点和边的权重之和达到最小.尽管针对混合支配问题已存在一个简单２倍近似算法,但是对带

权混合支配问题的近似算法的研究进展却非常缓慢.在点的权重不大于边的权重的情况下,文中给出了带权混合支

配问题的一个３倍近似算法.
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ApproximationAlgorithmforWeightedMixedDominationProblem
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Abstract　AmixeddominationsetofgraphG ＝(V,E)isasetD withvertexesandedgesingraphG,thusforevery
edgeorvertexinG,ifitisnotinD,itmustbeadjacentorincidenttoatleastonevertexoredgeinD．ThemixeddomiＧ

nationproblemistofindamixeddominationsetwithminimumcardinality．Themixeddominationproblemcombines

boththevertexdominationproblemandtheedgedominationproblem,itisNPＧcompleteandhasmanyapplicationsin

reallife．Theweightedmixeddominationsetproblemisageneralizationofthemixeddominationsetproblem,wherea

weightwvissettoeachvertexandaweightweissettoeachedge,andtheproblemistofindamixeddominationsetfor

minimumweight．Althoughthemixeddominationsetproblemhasa２Ｇapproximationalgorithm,fewapproximationreＧ

sultsareknownfortheweightedmixeddominationsetproblem．Thispaperdesigneda３Ｇapproximationalgorithmfor

theweightedmixeddominationsetproblemwithconstraintwv≤we．
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１　引言

支配是图论和图算法中一个重要的研究内容.对于图,

一个顶点支配集(简称支配集)是图中一个顶点的子集,使得

该图中的每一个顶点,要么在该支配集中,要么它的至少一个

邻居在该支配集中.经典的顶点支配问题[１４]要求找到图中

最小的一个顶点支配集.

支配的概念和问题在算法领域和实际应用中非常重要并

且被广泛研究,例如,一个网络中的支配集对于控制和减轻网

络拥塞及广播风暴具有重要的作用.一条信息需要在网络中

广播时,通过支配集中的节点传播往往更高效且可以在很大

程度上减轻网络负载,同时可以保证这条信息被网络中的所

有节点接收[１３]等.

除了顶点支配问题以外,还有很多不同类型的支配问题

被广泛研究.边支配问题[１２]是另一个被热门研究的问题,该

问题要求从一个图中选取数量最少的一组边,使得图中任意

一条不在这个集合中的边都和集合中至少一条边相邻.

顶点支配问题是用最少的一组顶点去支配剩余的顶点,

而边支配问题是用最少的一组边去支配剩余的边.这两个问

题在不同领域有着不同的应用,但是它们均被证明是 NP完

备的[６,１２].关于算法方面的研究大多集中在特殊图上的多项

式可解性[２,５]、近似算法[９Ｇ１０]、参数算法[１５]等.



考虑到支配问题的重要性,研究者基于一些具体的应用

场景,提出了混合支配的概念.混合支配是顶点支配和边支

配两个概念的混合,其要求从图中选取一组具有最少顶点和

边的集合来支配剩余的顶点和边.Zhao等人[５]介绍了这种

混合支配问题的一个直接应用,使用混合支配问题来解决相

位测量单元(PMUs)在电力系统中的放置位置问题.事实

上,混合支配问题最初被 Alavi等人[１]提出,并被称为完全覆

盖问题.尽管该问题现在更多地被称为“支配问题”,但是从

其具体的数学定义来看,该问题也和“覆盖”这一类型的问题

有很多共同点,因此早期该问题被称为“覆盖问题”.混合支

配问题 在 被 提 出 后 不 久 就 吸 引 了 大 量 关 注,也 被 集 中

研究[２Ｇ５].

混合支配集的正式定义如下.对于简单图G＝(V,E),

一个混合支配集D 是图G 中的一个边和顶点的集合,对于图

中的每一条边:若其不在集合 D 中,则与之相邻的边和它的

两个端点构成的集合中至少有一个元素在集合D 中;对于图

中的每一个顶点:若其不在集合 D 中,则与之相邻的点和边

构成的集合中至少有一个元素在集合D 中.也就是说,一条

边可以支配它的两个端点和与它相邻的边,一个顶点可以支

配它的所有邻居顶点和连接它与邻居顶点的边.混合支配集

是一个同时包含点和边的集合.混合支配问题即要求找到一

个最小的集合来支配图中剩余的顶点和边.

混合支配问题在一般图上是 NP完全的[６],并且在很多

特殊图上也被证明是 NP完全的,比如二部图、分裂图(spilt

graph)[７]、平面图[６]等.目前对于混合支配问题的研究主要

集中在特殊图上的多项式可解性方面.Zhao等人[５]研究了

混合支配问题在树上的情况,即限定问题的输入(图G)是一

棵树,并给出了一个多项式时间的算法;之后,其在文中又证

明了混合支配问题在一些限制图上难解的结论.Lan等人[２]

研究了混合支配问题在仙人掌上的情况,给出了一个多项式

时间的算法;同时他们使用基于主对偶方法的标号法,为在树

上的混合支配问题设计了一个更好的多项式时间的算法.

支配相关问题在近似算法领域被大量研究.很容易证明

任意一个最大匹配是边支配集问题的一个２倍近似算法.但

是对于顶点支配集问题,目前没有找到常数倍的近似算法,已

知最好的近似率为１＋log|V|[９].作为顶点支配和边支配问

题的结合和推广,混合支配问题也存在一个简单的２倍近似

算法[１６].

现有研究也非常关注混合支配问题带权重的推广模型.

混合支配集包含点和边,在初始混合支配问题中不对点和边

进行区分,仅仅考虑它们的个数.点和边是两种不同的元素,

在实际问题中它们的贡献和代价不一样,往往需要对其进行

区分.因此,在混合支配问题中对点和边进行加权区分是非

常有必要的.本文研究如下推广形式的问题.

带权混合支配问题:给定一个图G,其中每个点的权值都

为非负数wv,每条边的权值都为非负数we,求一个混合支配

集S,使得其中点的权值之和加上边的权值之和最小.

在该带权问题中,所有点的权值都一样且所有边的权值

都一样.尽管有如此限制,但是该问题的难度已经陡然增大,

特别是关于近似算法方面的研究目前没有任何进展.很容易

证明文献[１６]中的简单２倍近似算法在带权问题上不成立.

事实上,很多类似问题在带权重的情况下会变得更复杂,比如

边支配集问题,不带权重的２倍近似算法只能算是教科书上

的一个习题,但是带权重的２倍近似算法则得到了多年的

研究[１０].

本文着重研究带权混合支配问题的近似算法,但是并没

有为上述一般带权混合支配问题设计一个常数倍的近似算

法.考虑实际情况,本文进一步将带权混合支配问题分为两

种情况:１)点优先的带权问题,其中点和边的权值要求满足

wv≤we;２)边优先的带权问题,其中点和边的权值要求满足

we≤wv.点优先带权问题中边的权值更大,选边的代价更

大;而边优先带权问题中点的权值更大,选点的代价更大.

本文将为点优先带权混合支配问题设计一个３倍的近似

算法.对于边优先带权混合支配问题,本文没有给出任何近

似算法,事实上,我们初步怀疑边优先情况的难度会很大,原

因是当边的权值较小时,则希望解集中点的个数越少越好,这

样就与最小点支配集问题非常相似,而点支配集问题已经被

证明是在基于合理的假设下不存在常数倍的近似算法[１７].

本文针对点优先带权混合支配问题研究的近似算法主要

基于线性规划技术.观察到混合支配问题和经典的点覆盖问

题具有一些相似性,本文将在点覆盖问题的线性规划近似算

法的基础上深入讨论混合支配问题和点覆盖问题的解的关

系,从而构建一个点优先带权混合支配问题的近似算法.通

过简单的分析,本文首先给出了一个较为直观的４倍近似算

法,然后通过更细致的分析得到针对点优先带权混合支配问

题的一个３倍近似算法.

２　基本性质

对于图G＝(V,E),本文给出如下符号和定义.

带权图是指图中的点的权值为非负数wv,边的权值为非

负数we.一个点优先带权图是指图中的权值满足 wv≤we,

一个边优先带权图是指图中的权值满足we≤wv.

对于图的任意一个由顶点和边构成的集合 D,用VD 和

ED 分别表示集合D 中的顶点集和边集,也就是说:

VD＝D∩V

ED＝D∩E

D＝VD∪ED

并且定义V(D)为D 中的所有顶点以及边上的两个端点构成

的点集.记D 的权重w(D)＝wv|VD|＋we|ED|.

若一个带权混合支配集S 使得w(S)达到最小,则称其

为最小带权混合支配集.

定理１　对于任意一个带权图G(满足wv≤we),总存在

一个最小带权混合支配集S＝VS∪ES,使得ES 要么是空集

要么是图G 中的一个匹配.

证明:(反证法)令S′是G 的一个最小带权混合支配集,

其中包含的边的条数达到最小.反设S′中包含的边集不是

空集也不是一个匹配.那么S′中必定存在两条边(u,v)和

(v,w)共用一个顶点v.令ES″＝ES′{(u,v)},VS″＝VS′∪{u}.
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因为wv≤we,所以S″＝VS″ ∪ES″ 是一个混合支配集且满足

w(S″)≤w(S′),因此S″仍然是一个最小带权混合支配集.但

是S″中包含的边的条数比S′中包含的边的条数少１,从而与

假设S′是包含边最少的最小混合支配集矛盾.因此假设不

成立.证毕.

定理２　一个图的任何混合支配集都包含了这个图中所

有度数为０的点.

由前文对混合支配问题的介绍可以看到,混合支配问题

与其他一些类型的覆盖和支配问题有很大的相似性,下面将

研究混合支配问题与点覆盖问题的关系.

对于一个图G＝(V,E),一个点覆盖是图G 中的一个顶

点集合S,使得图中的每一条边至少有一个端点在集合S中.

点覆盖问题要求找到图G中的一个最小的点覆盖.

对于一个图的点覆盖C,因为图中的任何一条边都至少

有一个端点在C中,C在覆盖了图中所有边的同时也支配了

图中的所有顶点,所以可以直接得到如下定理.

定理３　在不含０度点的图中,任何一个点覆盖都是一

个混合支配.

对于一个混合支配集D,因为其支配了所有的边,所以每

一条最少有一个端点是D 中的一个点或者D 中一条边上的

端点,这就蕴含着V(D)是一个点覆盖集.

定理４　对于任意一个混合支配集 D,V(D)是一个点

覆盖.

由以上定理很容易得到推论１.

推论１　对于图中的任意一个最小点覆盖Svc和任意一

个混合支配集D,有:

|VD|＋２|ED|≥|Svc|
对于点覆盖和混合支配问题的最优解与可行解之间的关

系,有如下结论.

定理５　对于任意一个不含０度点的点优先带权图G,用

S和Svc分别表示点优先带权混合支配问题和点覆盖问题的

一个最优解集;用D 和C 分别表示任意一个带权混合支配集

和点覆盖,则w(S)≤w(C)且w(Svc)≤２w(D)成立.

证明:首先C 是一个点覆盖,由定理 ３可得C 是一个混

合支配集,从而也是点优先带权混合支配问题的一个可行解,

而S是点优先带权混合支配问题的一个最优解,因此w(S)≤

w(C).

V(D)是一个点覆盖,满足:

|V(D)|≤|VD|＋２|ED|≤２|D|
而Svc是点覆盖的最优解,因此有:

|Svc|≤|V(D)|
故:

|Svc|≤２|D|
将上式两边同时乘以wv,得:

w(Svc)≤２wv|D|＝２wv|VD|＋２wv|ED|
因为权重满足we≥wv,所以:

２wv|VD|＋２wv|ED|≤２wv|VD|＋２we|ED|＝２w(D)

因此,w(Svc)≤２w(D).证毕.

由定理５可以很容易得到推论２.

推论２　在不含０度点的图中,对于点覆盖问题和点优

先带权混合支配问题的最优解Svc和S,有:

w(S)≤w(Svc)≤２w(S)

通过定理５及其推论,可以得到定理６.

定理６　若存在一个点覆盖问题的α倍近似算法,则存

在一个点优先带权混合支配问题的２α倍近似算法.

证明:对于某个点优先带权图G,记I为图G 中度为０的

顶点,令S为图G 中混合支配问题的一个最优解,由定理 ２
可知I一定在最优解S 中.考察从G中删除度数为０的点以

后的图G′,令C为图G′中点覆盖问题的一个α 倍近似解,则

C是一个点覆盖,由定理３可知C也是图G′中一个混合支配

问题的可行解.下面证明C的大小.

令Svc为图G′中点覆盖问题的一个最优解,则

|C|≤α|Svc|
令S′为图G′中点优先带权混合支配问题的一个最优解,

则S＝S′∪I.由推论２可知:

w(Svc)≤２w(S′)

综上可得:w(C)≤αw(Svc)≤２αw(S′).因此在原图G
中,w(C)＋w(I)≤２αw(S′)＋w(I)≤２α(w(S′)＋w(I))＝

２αw(S),即C∪I的权重最差不会超过最优解S＝S′∪I的２α
倍.证毕.

目前,针对点覆盖问题的最好的近似算法是２倍近似算

法,并且得到点覆盖问题２倍近似解的方法有多种,后文使用

的线性规划方法便是其中的一种重要方法.因此根据定理

６,利用点覆盖问题的２倍近似算法可以直接得到点优先带权

混合支配问题的４倍近似算法.

推论３　点优先带权混合支配问题存在４倍近似算法.

定理７说明在一种特例下,点优先带权混合支配问题存

在２倍近似算法.

定理７　对于一个带权图G,若满足we≥２wv,则G 上任

意一个最小点覆盖是一个最小带权混合支配集.

证明:令S为G 的一个最小带权混合支配集,令S′为将

S 中所有边替换成该边的两个端点后得到的点集.显然S′是

G的一个混合支配集.并且由we≥２wv 可知w(S)≥w(S′).

因此S′仍然是G 的一个最小混合支配集.

又因为图G 的任意一个最小点覆盖C 仍然是一个混合

支配集,且满足|C|≤|S′|,所以图中任意一个最小点覆盖是

一个最小带权混合支配集.证毕.

以上定理暗示:当权值满足关系 we≥２wv 时,任意一个

点覆盖问题的α倍近似算法是点优先带权混合支配问题的一

个α倍近似算法.因为点覆盖问题存在２倍近似算法,所以

在这种特例下,点优先带权混合支配问题存在２倍近似算法.

对于一般情况下的点优先带权混合支配问题,目前只得

到了一个４倍的近似算法.若要进一步得到３倍近似算法,

则需要对点覆盖问题２倍近似算法的内部结构进行更细致的

分析.本文则主要在点覆盖问题的线性规划算法的基础上,

通过对其解结构内部性质的分析,证明了混合支配问题的一

个３倍近似算法.算法中用到了点覆盖问题中两个重要的概

念,因此在正式描述本文算法之前,先介绍这两个点覆盖问题

中常用的技术.
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３　NT定理与皇冠分解

线性规划是设计近似算法的强大工具,并且已经被运用

到了很多问题的近似算法设计中,得到了大量优良的结果.

本文也使用线性规划来研究点优先带权混合支配问题的近似

算法,不直接对点优先带权混合支配问题进行线性规划建模.

定理５及其推论和定理６揭示了混合支配问题与点覆盖问题

的紧密联系.受此启发,本文将从点覆盖问题的线性规划模

型入手,进一步分析并设计点优先带权混合支配问题的近似

算法.

对于一个图G＝(V,E),若对图中的每一个顶点v设置

一个变量xv∈{０,１}来表示该点是否在解中,则点覆盖问题

可以用如下整数规划模型IPVC表达.

min ∑
v∈V

xv

xu＋xv≥１,∀(u,v)∈E

xv∈{０,１},∀v∈V
若将IPVC中的０Ｇ１变量xv 松弛为０≤xv≤１,则可得到

点覆盖问题的松弛线性规划模型LPVC.求解整数规划模型

是 NP难的,但是线性规划模型是多项式可解的,只是线性规

划模型可能得到非整数解,从而不能对应到原问题的一个解.

对于图G,记其点覆盖问题线性规划模型 LPVC的最优解为

x∗
v ,对应的目标函数值为vc∗(G),在不引起歧义的情况下也

记为vc∗ .

Nemhauser和 Trotter[１１]给出了 LPVC的可行域顶点的

如下重要性质,这些性质又被称为 NT定理.

定理８[１１]　若x∗
v 是LPVC的一个最优基可行解,则x∗

v

满足半整性,即x∗
v ∈{０,１

２
,１},并且可以在多项式时间内得

到一个１/２分量最少且满足半整性的LPVC最优解.

定理９[１１]　若LPVC的一个最优解满足半整性x∗
v ∈{０,

１
２

,１},则存在一个最小点覆盖包含x∗
v 中所有分量为１的

顶点.

下面用x∗ 表示满足定理８的一个使得１
２

分量最少且满

足半整性的LPVC最优解.根据x∗ 将图G 中的顶点划分为

V１,V１
２
和V０３个集合,分别表示对应分量为１,１

２
和０的顶

点构成的集合.本文将基于点优先带权混合支配问题的线性

规划最优解x∗ 来构造其近似解.下面先分析 x∗ 的一些

性质.

注意,C＝V１
２
∪V１ 是一个点覆盖,且满足如下关系:

|C|＝|V１|＋|V１
２
|＝ ∑

v∈V１
x∗

v ＋２ ∑
v∈V１

２

x∗
v ≤２(∑

v∈V１
x∗

v ＋

∑
v∈V１

２

x∗
v )＝２vc∗ (G) (１)

因此,C是点覆盖问题的一个２倍近似算法.由定理６可知,

C是点优先带权混合支配问题的一个４倍近似算法.事实

上,由式(１)可以得到如下更强的一个关系式:

２|V１|＋|V１
２
|≤２vc∗ (G) (２)

这个关系式将在３倍近似算法的证明中用到.为了得到

点优先带权混合支配问题的一个３倍近似算法,文中还需要

用到皇冠分解和其他的一些技术.

定义１(皇冠分解)　对于图G,皇冠分解是将图的顶点

划分成一个三元组(C,H,R)并且其满足如下３条性质:

１)C是一个独立集,即C 中任意两个顶点之间都不存在

一条边.

２)H 将C 与R 分隔,即C与R 之间没有边.

３)在由顶点C与H 和它们之间的边构成的二部图中,存

在一个匹配 M 包含了H 中的所有顶点.

　　　　　注:粗边表示一个C与H 间的匹配M

图１　皇冠分解

Fig．１　Crowndecomposition

定理１０给出了 NT定理与皇冠分解的一个重要联系.

定理１０　一个由 LPVC最优解x∗ 确定的(V０,V１,V１
２
)

是一个皇冠分解.

证明:由于x∗ 是 LPVC的一个解,因此V０ 中的任何一

个点都只能与V１ 中的点相连,则V０ 是一个独立集且V０ 与

V１
２
之间没有边.若(V０,V１,V１

２
)不是一个皇冠分解,说明在

由顶点V０ 与V１ 以及它们之间的边构成的二部图中,不存在

一个饱和顶点集 H 的匹配.由 Hall定理可知,存在一个顶

点集X⊆V１,使得|NV０
(X)|＜|X|成立,其中 NV０

(X)表示

顶点集 X在V０ 中的邻居.很容易根据x∗ 构造 LPVC一个

新的解x
~:

x
~
v＝

０, ifv∈V０\NV０
(X)

１
２

, ifv∈V１
２
∪X∪NV０

(X)

１, ifv∈V１\X

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

因为|NV０
(X)|＜|X|,所以 w(x

~)＜w(x∗ ),这与 x∗ 是

LPVC的最优解矛盾.证毕.

４　３倍近似算法

下面将证明点优先带权混合支配问题的一个３倍的近似

算法.算法判断we≥２wv 是否成立,如果成立则由定理７可

知该问题可以转换为一个点覆盖问题,从而返回一个点覆盖

问题的２倍近似解即可.本文假设 wv≤we＜２wv.首先将

图中所有度数为０的点放入解集中并将其从图中删除.其次

在处理后的图上进行LPVC求解,根据其最优解确定一个皇

冠分解(V０,V１,V１
２
).然后在V１

２
导出的子图G[V１

２
]中求出

一个最大匹配 M∗ .最后将 M∗ 中的边放入解集中,将V１ 中

的所有顶点放入解集中,将V１
２
中不在匹配 M∗ 中的点放入解

集中.具体步骤如算法１所示.
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算法１　
输入:一个点优先带权图 G,点权 wv 和边权 we(其中 we≥wv)

输出:一个混合支配集 D

１．初始化解集 D＝Ø.

２．若 we≥２wv,返回点覆盖问题的任意一个２倍近似解.以下假设

wv≤we＜２wv.

３．记I为 G中所有度数为０的顶点的集合.

４．将I中的顶点加入到解集 D中.从 G中删除I从而得到图 G′.

５．对 G′进行LPVC求解得到皇冠分解(V０,V１,V１
２
).

６．将 V１ 中的顶点加入解集 D中.

７．在 V１
２
导出的子图G[V１

２
]中求出一个最大匹配 M∗ ,并将 M∗ 中所

有边加入解集 D中.

８．记N为V１
２
中剩下未包含在 M∗ 中的顶点的集合,将N中所有点加

入解集 D中.

９．返回解集 D.

定理１１　算法１返回的集合D 是图G 的一个点优先带

权混合支配集,且其大小满足如下关系:

|D|＝|I|＋|V１|＋|V１
２
|－|M∗|

证明:首先,由定理２可知任何混合支配集都将包含图中

度数为０的顶点.下面考虑从G中删除度数为０的点以后的

图G′.根据皇冠分解的定义可知V０ 是一个独立集,其中每

一个点都不与V１
２
中的点相邻,但每一个点都至少与V１ 中的

一个点相邻(因为G′中没有度数为０的点).由于D 包含了

V１ 中的所有点,因此 D 支配V０ 中的所有点以及以V０ 中的

点为一个端点的边.由于V１ 和V１
２
中所有顶点都在V(D)

中,因此所有V１ 和V１
２
中的点以及它们间的边都被支配.故

D 是一个混合支配集,也是一个点优先带权混合支配集.

根据算法的步骤可以直接得到:

|D|＝|I|＋|V１|＋|M∗|＋|N|
由于 M∗ 是G[V１

２
]的一个匹配,因此有:

|N|＝|V１
２
|－２|M∗|

故|D|＝|I|＋|V１|＋|V１
２
|－|M∗|成立.证毕.

定理１２　令S＝VS∪ES 为G的一个最小点优先带权混

合支配集,它使得ES 构成一个匹配.其大小满足如下关系式:

|ES|≤|V１|＋|M∗|
证明:ES 中的边可以被分为两个部分:ES１和ES２.其中

ES１的每一条边至少有一个端点不在V１
２
中;ES２的每一条边的

两个端点都在V１
２
中.故|ES|＝|ES１|＋|ES２|.我们通过证

明|ES１|≤|V１|与|ES２|≤|M∗|成立来证明定理成立.

由于V０ 是一个独立集且V０ 和V１
２
之间没有边,因此可知

ES１中的每一条边都最少包含V１ 中的一个顶点.故|ES１|≤

|V１|成立.

根据定义可知,ES２也是G[V１
２
]中的一个匹配,而 M∗ 是

G[V１
２
]的一个最大匹配,因此有|ES２|≤|M∗|.证毕.

定理１３　令D 是算法１在图G上返回的一个解,令I为

G中所有度数为０的顶点集合,令G′＝G－I.设S＝VS∪ES

是图G′的一个最小点优先带权混合支配集,其中ES 构成一

个匹配,则|D|≤|I|＋２|VS|＋３|ES|成立.

证明:由定理２可知,G的任何点优先带权最小混合支配

集都将包含度数为０的点,即I中的点.因此下文将重点考

虑从G中删除度数为０的点以后的图G′.
因为S＝VS∪ES 是G′中一个最小点优先带权混合支配

集,所以S∗ ＝S∪I是原图G 的一个最小点优先带权混合支

配集.由推论１可知:

|VS|＋２|ES|≥|Svc(G′)|
再由式(２)可知:

２|V１|＋|V１
２
|≤２vc∗ (G′)≤２|Svc(G′)|

因此:

２|V１|＋|V１
２
|≤２|Svc(G′)|≤２|VS|＋４|ES|

再由定理１１可知:

|D|＝|I|＋|V１|＋|V１
２
|－|M∗|

因此:

|D|＋|V１|＋|M∗|≤|I|＋２|VS|＋４|ES|
由此可得:

|D|≤|I|＋２|VS|＋４|ES|－(|V１|＋|M∗|)

由定理１２可得|ES|≤|V１|＋|M∗|.因此:

|D|≤|I|＋２|VS|＋４|ES|－(|V１|＋|M∗|)

≤|I|＋２|VS|＋３|ES|
故|D|≤|I|＋２|VS|＋３|ES|成立.证毕.

以上３个定理主要描述解集 D 和最小点优先带权混合

支配集S 中点和边的元素个数的关系.由定理 １３的结论可

以直接推导出不带权重的混合支配问题的３倍近似率.下文

将在定理１３的基础上证明点优先带权混合支配问题的３倍

近似率.
定理１４　算法１给出的解D 是一个点优先带权混合支

配问题的３倍近似解.
证明:若we≥２wv,则 D 是一个点覆盖问题的２倍近似

解;又由定理７可得,D 也是一个点优先带权混合支配问题的

２倍近似解;否则,由|D|＝|I|＋|V１|＋|M∗|＋|N|和定理

１３中的|D|≤|I|＋２|VS|＋３|ES|可得:

|V１|＋|M∗|＋|N|≤２|VS|＋３|ES|
将上式两边同乘以wv 得:

w(V１)＋wv|M∗|＋w(N)≤２w(VS)＋３wv|ES| (３)
又由推论１可知:

|VS|＋２|ES|≥|Svc|≥|M∗|
令δ＝we－wv,将上式两边同乘以δ可得:

δ|M∗|≤δ|VS|＋２δ|ES| (４)
将式(３)与式(４)相加可得:

w(V１)＋wv|M∗|＋δ|M∗|＋w(N)≤２w(VS )＋
３wv|ES|＋δ|VS|＋２δ|ES|
因此有:

w(V１)＋w(M∗ )＋w(N)≤２w(VS)＋２w(ES)＋
δ|VS|＋wv|ES|

因为wv ≤we ＜２wv,所 以 w(V１)＋w(M∗ )＋w(N)≤
３(w(VS)＋w(ES)).因此w(D)≤３w(S∗ ).证毕.

结束语　混合支配问题是众多热门研究的支配问题之

一.本文紧扣混合支配问题与点覆盖问题的相似点,以 NT
定理和皇冠分解为核心技术,设计了针对点优先带权混合支

配问题的第一个高效的近似算法,为一般带权混合支配问题

近似算法的后续研究打下了基础,也为将 NT定理和皇冠分解

等重要方法用于研究其他类似问题提供了一个良好的思路.
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