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命题逻辑公式中的冗余子句及冗余文字 
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摘 要 主要研究命题逻辑公式中的冗余子句和冗余文字。针对子句集中必需的、有用的、无用的子句，分别给出了 

一 些等价描述方法，进而讨论子句集的无冗余等价子集。另外，得到了子句集中冗余文字的判别方法，借助可满足性 

给出了冗余子句的一种等价条件。上述结果为命题逻辑公式的化简奠定了一些理论基础。 
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Abstract We mainly studied the redundancy of clause and literal in the propositional 1ogic formula．Some equivalent de— 

scriptions of necessary，useful and useless clause for a particular set of clauses were given respectively，and the irredun- 

dant equivalent subsets of any set of clauses were discussed．In addition，an approach of identification of redundant literal 

was presented．At last，an equivalent cond ition of the redundancy clause was obtained by using the concept of satisfi— 

ability．These results serve as the theoretical found ation of a new method for simplifying the propositional logic formu— 
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一 个知识库是冗余的，如果它包含有在不减少其所携信 

息的情况下可以删除的部分。冗余以及与其密切相关的化简 

已经成为具有重要现实意义的问题。首先，化简在某些情况 

下有一些计算方面的优势(例如，它可以降低指数)；此外，代 

表同样信息的简化了的公式更容易理解，因为冗余部分可能 

会掩盖或混淆所要表达的信息。 

逻辑公式的可满足性问题是理论计算机科学和人工智能 

中的著名问题。世界各国学者在这方面做了大量的研究工 

作，特别是命题逻辑的可满足性问题(即SAT)l_】。]。其中，逻 

辑公式的化简是重要的研究方向_3。]。命题逻辑(又称命题演 

算、布尔逻辑)是最简单的一种形式逻辑系统，命题是其研究 

对象。每个命题可能为真，也可能为假。我们用 1，0分别表 

示命题的真、假值。本文主要研究命题逻辑中公式的冗余子 

句和冗余文字。针对子句集中的必需的、有用的、无用的子 

句，分别给出一些等价描述，进而讨论子句集的无冗余等价子 

集。另外，得到了子句集中冗余文字的判别方法。 

1 冗余子旬和无冗余子句集 

本文讨论命题逻辑中的公式。称原子公式及其否定为文 

字(1itera1)，若干个文字的析取称为子句(clause)。合取范式 

(conjunctive normal form ，CNF)是如下形式的公式： 

(xll V⋯ VXl 1)A⋯ A( 1 V⋯ V‰  ) 

这里的麓 是文字。 

设 Ⅱ和 Ⅱ 为两个子句集。如果对任一赋值 v，都有 v(̂ 

1I)= (A 1I )，则称Ⅱ与 Ⅱ 等价，记作 Ⅱ一Ⅱ ；如果对任一赋 

值 ，当 v(II)一1时，有 v(II )一1，则称 Ⅱ可以语义导出 Ⅱ ，记 

作 Ⅱl一Ⅱ [ 。 

约定 文中出现的子句集如不加特别说明，则默认为是 

CNF形式的命题逻辑公式，并假设子句集中的子句为非重言 

式。 

定义 设Ⅱ是子句集，y∈II，称 y在 Ⅱ中是冗余的， 

如果Ⅱ一{y}{一y。 

设 s一{C1，⋯， ，D}是命题逻辑中的子句集。显然，D 

是s中的冗余子句，当且仅当： 

C1̂ ⋯  ̂ AD= C1 A⋯  ̂

从上面的定义中可以看出，一个子句是冗余的，暗示此子 

句可以从子句集中删除[ ，5]，不会影响子句集所要表示的信 

息。同理，一个子句集是冗余的可以定义为它和它的一个真 

子集等价。 

定义2[。 子句集 Ⅱ是冗余的，当且仅当存在 II fiZYI，使 

Ⅱ ----- II。 

在命题逻辑中，此定义和以下说法是等价的： 
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(1)存在I1 cⅡ，使Ⅱ l一Ⅱ； 

(2)11中含有冗余子句。 

定义3C胡 称子句集Ⅱ 是Ⅱ的无冗余等价子集(irredun— 

dant equivalent subset，I．E．S．)，如果 ： 

(1)Ⅱ Ⅱ； 

(2)11 --=11； 

(3)1I 是非冗余的。 

任何一个子句集至少含有一个无冗余等价子集。 

例 1 令1I={a V ， Vb，口V C，bV c}。Ⅱ 一Ⅱ一{a V c} 

是 Ⅱ的一个无冗余等价子集。事实上，若赋值 v使得 (rl ) 

=1，当 (a)=1时，显然 v(aV c)=1；当 (n)=0时，由 w(aV 

6)=1可得 v(6)=O，又由v(bV c)一1可得 (c)一1，从而 v(ct 

V c)一1。于是 rl =ii。若赋值 满足 (6)= (6)一 (口)一0， 

则 v(aV )：1，v( V6)一1，v(bV c)=o。故 bV C不是 Ⅱ 中 

的冗余子句。同理，可以验证aV ，a—Vb都不是Ⅱ 中的冗余 

子句，即Ⅱ 是非冗余子句集。 

同理，IIz=rl＼{bV c}也是 Ⅱ的一个无冗余等价子集。 

如果令几一 U HE{a／a ，b／b,，c／c }]，从 中删除冗 
i一 1．⋯ ．n 

余子句时有n个相互独立的选择，并且Vi∈{1，2，⋯，n)，我 

们可以删除a V Ci、 V Ci中的一个，这就说明 皿 有 2 个无 

冗余等价子集。 

一 个公式可能含有多个 L E．S．，根据这种情况可以把公 

式中的子句分为如下 3种类型。 

定义4[。] 设 Ⅱ是子句集，)，∈II。 

(1)称 )，在 Ⅱ中是必需的(necessary)，如果对于Ⅱ的任 

一 无冗余等价子集 Ⅱ ，有 ’，∈1I 。 

(2)称 y在 Ⅱ中是有用的(usefu1)，如果存在 Ⅱ的一个无 

冗余等价子集 Ⅱ ，使 y∈II 。 

(3)称’，在 Ⅱ中是无用的(useless)，如果对于 Ⅱ的任一 

无冗余等价子集 Ⅱ ，有 y II 。 

从定义中注意到，必需的子句也是有用的，而有用的和无 

用的是两个相对的概念。就知识库来说，必需的子句是非冗 

余的，无用的子句是“强冗余”的，即它不但可以被删除，而且 

总可以删除。文献[3]中给出了子句是必需的等价描述。 

定理 。 设 Ⅱ是子句集，)，∈II。y在 Ⅱ中是必需的当 

且仅当 Ⅱ一{ )l≠y。 

下面给出有用和无用子句的等价描述 。 

定理 2 设 Ⅱ是子句集，y∈II。y在 Ⅱ中是有用的当且 

仅当存在 Ⅱ的一个无冗余等价子集 Ⅱ ，使 Ⅱ 一{y}f≠y。 

证明：(充分性)设 Ⅱ 是 Ⅱ的无冗余等价子集，且 Ⅱ 一 

{̈ I≠ 于是存在一个赋值 ，使 v(II 一{y))一1，v(y)一o。 

若’， II ，则有 v(1-I 一{)，})=v(Ⅱ )=1，但由y∈II， (y)一0 

知 (Ⅱ)一O，这与II Ⅱ矛盾，故 ∈17 ，即y是有用的。 

(必要性)设 y在Ⅱ中是有用的，则存在 Ⅱ的一个无冗余 

等价子集Ⅱ ，使 y∈Ⅱ ，又Ⅱ 是无冗余的，Ⅱ 的无冗余等价子 

集只有II ，)，∈II 。故 在 Ⅱ 中是必需的，由定理 1知 Ⅱ 一 

{’，)J≠y。 

定理3 设 Ⅱ是子句集，y∈II。y在 Ⅱ中是无用的当且 

仅当Ⅱ的无冗余等价子集恰为Ⅱ一{y)的无冗余等价子集。 

证明：(充分性)设Ⅱ 是 Ⅱ的无冗余等价子集，则 Ⅱ 亦是 

Ⅱ～{y}的无冗余等价子集，故Ⅱ Ⅱ一{y}，所以’，E壬Ⅱ 。故’， 

在 Ⅱ中是无用的。 

(必要性)设 )，是无用的。若 Ⅱ 是 Ⅱ的无冗余等价子集 ， 

则 y II ，于是 Ⅱ Ⅱ一{y)，̂ Ⅱ ≥^(Ⅱ一{y})≥A11，又 

^I-i 一 Ⅱ̂，故^II =A(Ⅱ一{y))，又Ⅱ’是无冗余的，故 Ⅱ 是 

If-{)，}的无冗余等价子集。另一方面，设 Ⅱ 是 Ⅱ一{y)的无 

冗余等价子集，则 Ⅱ 是无冗余的，Ⅱ Ⅱ一{y} Ⅱ，且由定理 

1可得 Ⅱ一{y}I—y，于是有： 

^Ⅱ 一A(Ⅱ一{)，})一^Ⅱ 

即 Ⅱ 是 Ⅱ的无冗余等价子集。 

借助定理 2与定理 3，可以判断一个子句集中某子句是 

否为有用子句或无用子句。 

定理4[3] 设Ⅱ是子句集，Ⅱ有唯一的无冗余等价子集， 

当且仅当Ⅱw兰三三Ⅱ，其中l-IN一{y∈IIl y在Ⅱ中是必需的}。 

利用定理4可以判断任一子句集的无冗余等价子集是否 

唯一 。 

2 冗余文字 

本节讨论子句中的冗余文字。 

定义5 设 S={C】，⋯， ，D}是命题逻辑中子句集， 

D=xVD ，其中X是一文字，D 是一子句，如果 

D^C ̂ ⋯  ̂ =D1 AC1̂ ⋯  ̂

则称 z是D中关于S的冗余文字。 

定理5 设 S，z，D如定义 5，如果 D 是 S 一{C1，⋯， 

，D )中的冗余子句，则 是D中关于S的冗余文字。 

证明：因D 是 s 中的冗余子句，故D ̂ c1̂ ⋯  ̂ 一 

C1̂ ⋯  ̂ ，从而 

D^C ̂ ⋯  ̂

=(Dl Vz)̂ C1̂ ⋯ ^G 

一

(D ̂ C ̂ ⋯ A )V( A C1 A⋯ A C卅) 

一 (C ̂ ⋯  ̂ )V(zAC1̂ ⋯  ̂ ) 

=C1 A⋯  ̂ —D AC1 A⋯  ̂

即 z是D 中关于 S的冗余文字。 

定理 6 设 S， ，D如定义 5，z是 D中关于S的冗余文 

字当且仅当D 是子句集 S ={D ， ，C1，⋯， )中的冗余子 

句。 

证明：(充分性)因 D 是 S 中冗余子句，故 D1 A AC1 A 

⋯ ^C埘一 AC1̂ ⋯ A C埘。 

于是有： 

D^C ̂ ⋯  ̂

一 (D1 Vz)̂ C1̂ ⋯  ̂

一 (D1 A( A⋯  ̂ )V(zA C1 A⋯  ̂ ) 

一 (D1̂ C1̂ ⋯  ̂ )V(D1 Az^Cl̂ ⋯  ̂ ) 

=D1 A C1̂ ⋯ ^G，l 

即 是D中关于S的冗余文字。 

(必要性)设 z是D中关于S的冗余文字，则 

(D ̂ C ̂ ⋯  ̂ )V( A C1 A⋯  ̂ ) 

=(D1 Vz)A C1̂ ⋯  ̂

=D1 A C1 A⋯ A 

故 ^C1̂ ⋯  ̂ ≤D1̂ C1̂ ⋯  ̂ ， A C1 A⋯  ̂ ≤ 
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D1，从而 

D1 A sĉ C1̂ ⋯  ̂ —z^C1̂ ⋯ A 

即D 是 s 中冗余子句。 

定理 5与定理 6给出了子句集中某子句中的某个文字是 

冗余文字的等价刻画，可用于命题逻辑公式的化简。 

注：设s，D如定义5，若 D是s中的冗余子句，D中的文 

字并不一定是D中关于s的冗余文字。例如，令 S一{z ，z 

Vzz}，显然 D=x V z是子句集 S中的冗余子句，当 v(z ) 

一 1，v(z2)一O时，有 1̂ lz2≠z1八( 1 V动)，所以 z1不是 D 

中关于s的冗余文字。 

3 公式的可满足性判定 

徐扬在文献E6]中针对析取范式讨论了命题逻辑公式中 

文字与小项的可消性，给出了文字及小项可消去的等价条件。 

在此基础上，本节讨论子句冗余性与可满足性的关系。 

对于子句A，B，以下用A表示A中出现的文字构成的集 

合 ，且 A—B— V x。 
xE

—

A
— —

B
—  

定理 7 设 S一{C1，⋯， ，D}是命题逻辑中子旬集，且 

D中不含互补文字。D是 s中的冗余子句当且仅当子句集 

S =(C1一D，C —D，⋯， 一D}不可满足。 

证明：(充分性)若 D不是s中的冗余子句，则 

C1̂ C2̂ ⋯  ̂ ≠C1̂ ⋯  ̂ ^D 

于是存在赋值 使得v(C A C2̂ ⋯  ̂ )一1且 口(C1̂ ⋯  ̂

D̂)：O，从而有 (D)=0。故对于任意文字 yED，有 ( ) 

一0 对于任意的 i，1≤ ≤m，有 口(G)一1，从而存在 xi∈G 

使v(x )一1。显然 D，即xi∈G—D，故有 (G—D)= 

1。由i的任意性可得S 是可满足的，矛盾。 

(必要性)假设 S 是可满足的。由于 

(C1一D)̂ ( —D)̂ ⋯ A(( 一D) 

一  V z1̂ ⋯ ^z 
( 1，⋯ ， _卅)6CI—D×⋯ D 

故存在赋值 及(z ，⋯， )∈C1一D×⋯×Cm—D使得 

v(x1)一 ( )一⋯ 一 ( )=1。 

由于{z ”， )ND=O，且 D中不含互补文字，可设对 

于任意yED， ( )一o，于是有 (D)一0。对于任意 G，1≤ 

≤m，注意到 ．zi∈Ci且v(xi)一1，故 口(G)一1。于是可得 

(C1̂ C2̂ ⋯  ̂ )一 (C1)A⋯  ̂(C埘)一1 

(G ^c2̂ ⋯ 人 ^D)一 (C1)A⋯  ̂( )A口(D)一0 

故Cl̂ ⋯  ̂ ≠Cl̂ ⋯^Cm̂ D，此与D是s中冗余子句 

矛盾。 

由定理 6、定理 7可得如下推论： 

推论 设 S，z，D如定义 5，则x是D中关于S的冗余文 

字当且仅当子句集{z，C1一D ”，C卅一D1}不可满足。 
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O≤d ，g≤2 + 。 一2”+ 

且町，g—o当且仅当_~· ：o；当f=g时，有 一2 。 

本文借助于Plateaued函数的定义及函数分解理论得到 

了任一Plateaued函数与其对偶函数之间的一些关系，并运用 

Plateaued函数的对偶这一工具得到了任意两个Plateaued函 

数的互相关函数平方和指标的界 。 
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