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王维琼 肖国镇。 

(长安大学理学院 西安710064) (西安电子科技大学ISN国家重点实验室 西安710071)。 

摘 要 研究了Plateaued函数的对偶性 ；基于Plateaued函数对偶性的定义及函数限制的理论，得到 了Plateaued函 

数与其对偶函数在子空间上的限制及正规性上的对应关系；利用 Plateaued的对偶这一工具，得到 了两个 Plateaued函 

数的互相关平方和指标的界。 
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Abstract The dulity of Plateaued functions Was analyzed．Based on the definition and the restriction of Plateaued func— 

tions on some affine subspaces，we proved that there are strong relationships between a Plateaued function and its duli— 

ty，especially on the restriction on flats．We also derived the bound of the sum-of-squares indicator of the cross-correla— 

tion between any two Plateaued functions by using the tool of dulity． 
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1 引言 

布尔函数在密码学尤其是对称密码学中发挥着重要的作 

用。为满足 Shannon提出的混淆及扩散准则，一个好的密码 

函数必须足够复杂。为了精确刻画布尔函数的复杂性，密码 

学研究者从不同的角度给出了一系列复杂度指标，如非线性 

度、代数厚度、代数次数、正规性、相关免疫、弹性、代数免疫 

等。其中非线性度是重要的指标之一，具有最大非线性度的 

偶数元布尔函数被称为 Bent函数。这类函数能有效地抵抗 

线性攻击和最佳仿射逼近攻击，从而引起了国内外密码学研 

究者的广泛关注。1974年 Dillon提出了 Bent函数的对 偶 

性 1]，并用 walsh谱的特征函数予以刻画。Dillon指出：Bent 

函数的对偶仍为 Bent函数。这一结论表明不仅 Bent函数的 

非线性度很高，其对偶函数的非线性度也很高。研究发现，对 

偶是研究 Bent函数的一个非常有用的工具。Canteaut等 

人[2]在研究Bent函数的分解时，讨论了 Bent函数在子空间 

上限制的walsh谱与它的对偶函数之间的关系，得到了一些 

结论。文献E32中讨论了两个 Bent函数的导数与它们的对偶 

函数在 Walsh谱方面的关系。 

尽管Bent函数具有最高的非线性度，但它是不平衡的， 

不具有任一阶的相关免疫性，且变元的个数只能为偶数，这些 

缺陷都限制了Bent函数在密码学中的直接应用。为弥补这 

些缺陷，相继出现了部分Bent函数[4]及 Plateaued函数[5 的 

概念 ，其中Plateaued函数是 Bent函数和部分 Bent函数的推 

广，它提供了一些能达到多个密码学指标折中的函数，且不具 

有非零的线性结构，因而对这一类函数性质的研究也是非常 

必要的。Gong等人[6 于 2003年提出了 Plateaued函数的对 

偶性这一概念，并用Walsh谱的特征函数予以刻画。本文从 

Walsh谱的角度研究 Plateaued函数的对偶性，分析了 P1 

teaued函数与其对偶在子空间上限制的wa1sh谱及正规性方 

面的关系，并用对偶这一工具得到了两个 Plateaued函数的互 

相关平方和指标的界。 

2 预备知识 

元布尔函数 f(z)定义为映射 ：厂： — F2，其 中 z= 

( ， z，⋯，Xn)∈ ，并记 为FZ上所有 元布尔函数的 

集合。 

定义 1 元布尔函数 _厂( )∈ 在 口∈ 处的 Walsh 

谱变换定义为 

F(厂+％)一 ∑ (一1) ’ ％‘ 
z∈ 

当F(_厂)一。时，称 厂( )为平衡函数。其中a一(a ，az， 
⋯ ，an)∈ ，z一 (z1，37,2，⋯ ， )∈ ， (z)一 1 1+a2z2+ 

⋯ 十口 z 。 

定义 2 设 S={af F(．厂+ )≠0，口∈ }，其中 _厂(z)∈ 

。 若存在某一偶数 r(O≤ 72)，使#S一2 ，且对任意口∈ 

，都有 F(厂+ )∈{0，±2 }，其中 — —r／2，则称 厂(z)为 
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元r阶Plateaued函数。 

f ntl，当 为奇数时 

特别地，若 一．《 ，则称，(z)为三 
l_rit z，当 为偶数时 

值几乎最优函数。在所有的 Plateaued函数中，这类函数因具 

有最高的非线性度而特别引人关注。 

设 -厂( )EB ，V为 F≥上的一个 愚维线性子空间，称 

为，(z)在V上的限制，其中 (z)一{ ：三主 。显然， 
v( )=1当且仅当-厂( )一1且xEV。若 -厂(z)在某一k维 

的仿射子空间n+ 上的限制为常数，则称 ，( )为是正规布 

尔函数 ，或称 _厂(z)关于 n+ 为k正规的。 

定义 3E ] 设 _厂(z)为 Plateaued函数，则 厂(z)的对偶 

厂( )定义为 

一  

定义4E 设 _厂(z)，g(z)EB ，_厂(z)与g(z)的互相关平 

方和指标定义为 

af，g— E△}，g(a) 
∈ 

式中，△，． (口)： ∑ (一1)D，， “ ，而 p，， (口)一_厂(1z)+g +口)。 
∈ 

3 主要结论 

Gong等人E 已经证明，若平衡三值几乎最优函数的对偶 

函数仍为三值几乎最优函数，则厂(z)具有几个优良的密码学 

性质，如一阶弹性、高非线性性、有最优的自相关值等。因而 

要使 Plateaued函数具有良好的密码学性质，其对偶函数也需 

具有较强的密码学性质。 

引理 1[ 设
．

厂(z)EB ，V，W分别为F 上的 忌， 一忌维 

子空间， ×w— 。并设 _厂(z)关于 的分解序列为{ w l 

bEW)，简记为{_厂6 1bEW}，则 

∑ F2(，+ )一2 ∑F ( ) 
口∈ hEW 

基于 Plateaued函数对偶性 的定义及引理 1，可 以得到 

Plateaued函数与其对偶在子空间上限制的wa1sh谱之间的 

关系。 

定理 1 设 厂( )EB 为 Plateaued函数，其 Walsh变换 

取值于{0，4-2 }，并设 V，w分别为F2上的忌， —k维子空 

间， ×W= ，则 

F( )一2 L 2n--k--2i+1
。 

(强 +V) 

特别地，若 _厂( )EB 为三值几乎最优函数，则 

F(fCv~)=2”一 一2 ∑F (_， +v) 
a6W 

证明：由 Plateaued函数对偶 的定 义知， (_厂+ )一 

2。 _~( )一2 H El-(一1)z‘ ]。同时由引理1可知： 

E
．
F2(厂+仇)一2 ∑F (体 +v) 

∈v上 aEW 

而 

∑ F2(厂+ )一2 H E El-(--1)s。 ] 
EV~ ∈v__L 

一 2 H E2 —F(_~ )] 

从而 

F( )一2 一 2"k 21+1
。 

(强 +v) 
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特别地，当_厂(z)为三值几乎最优函数时， 

F( 声 )一2 一2一 
。 

(，如+v) 

推论 1 设 _厂(z)为n(n为奇数)元三值几乎最优函数， 

( )为厂(z)的对偶函数，V为F2上的一个 维子空间。 

若_厂(z)关于仿射子空间“。+V(nE )正规，则7(口)也关于 

正规。 

证明：因_厂( )为三值几乎最优函数，且正规，则存在一 

维的仿 射子空 间 “。+V( ×W— ，n。Ew)，使 得 

强  +v一￡(e=0或 1)。另一方面，由Plateaued函数的正规 

性 。 可知，厂 +v(n≠ 。EW)为平衡函数，即对任意 a：／=ao E 

w，有 F2(，血 )=o。将这些结论代入定理 1中，便有 

F(fCv~)一2 一 一2一 2z 

一 2n 一2 — 一2 一 — 一2 

即_~( )关于 正规。 

该推论表明三值几乎最优函数与其对偶函数在正规性上 

也存在很强的对应关系。在文献[4]中，Carlet证明了Fourier 

变换的如下性质。 

引理 2E 设 _厂(z)EB ，V为F2上的一个 k维子空间， 

则对 V口∈ ，有 

=F。(-厂+仇+口)一 E (--i) F( L厂) 

其中， ，(z)一，( )+厂(z+P)表示 _厂(z)在 处的差分。 

定理2 设 _厂(z)E ( 为奇数)为三值几乎最优函数， 

V为F2上的一个忌维线性子空间，口∈ 。若对任意 ∈ ＼ 

{0}，DJ 为平衡函数，则 v也为平衡函数。 

证明：因为 厂(z)为三值几乎最优函数，则 (厂+ )= 

2 1一(一1) ]。由引理 2可知函数 _厂(z)与其导数的 

Walsh变换之间存在如下关系： 

(，+ +p)一 E
．
(--1) F( ，) 

⋯  ∈v_ 

又由于对任意 eE ＼{0}， f为平衡函数，即 F( _厂) 

一0，因此上式变为 

EF (厂+仇+ )=2 E L 1一(一1)7‘ j一2k2 ，即 2 一 
a∈V 。 口∈V 

，

(一1)7‘口 一2 ，从而推出 
，

(一1)7‘口 一o，也即 一y也 
口℃ v C  y 

为平衡函数。 

在文献E73中，作者提出了用于衡量两个不同布尔函数相 

关程度的指标，即互相关函数的全局雪崩准则，它用互相关函 

数的平方和指标加以刻画。借助于 Plateaued函数的对偶性 ， 

不难证明两个Plateaued函数的互相关函数平方和指标的界。 

定理 3 设 _厂( )，g( )EB 为 Plateaued函数，Walsh变 

换取值于{0，±2 }，则 

O≤ ，， ≤2 。 

证明： ， =∑ ， (a)=击∑P(厂+ ) (g+仇) 
a∈ a∈ 

= 击∑2 (a)2 ( ) 
a∈ 

又因为 

#{aI_~(a)=1}一2 ”～ 一#{aI (a)一1} 

所以 
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D1，从而 

D1 A sĉ C1̂ ⋯  ̂ —z^C1̂ ⋯ A 

即D 是 s 中冗余子句。 

定理 5与定理 6给出了子句集中某子句中的某个文字是 

冗余文字的等价刻画，可用于命题逻辑公式的化简。 

注：设s，D如定义5，若 D是s中的冗余子句，D中的文 

字并不一定是D中关于s的冗余文字。例如，令 S一{z ，z 

Vzz}，显然 D=x V z是子句集 S中的冗余子句，当 v(z ) 

一 1，v(z2)一O时，有 1̂ lz2≠z1八( 1 V动)，所以 z1不是 D 

中关于s的冗余文字。 

3 公式的可满足性判定 

徐扬在文献E6]中针对析取范式讨论了命题逻辑公式中 

文字与小项的可消性，给出了文字及小项可消去的等价条件。 

在此基础上，本节讨论子句冗余性与可满足性的关系。 

对于子句A，B，以下用A表示A中出现的文字构成的集 

合 ，且 A—B— V x。 
xE

—

A
— —

B
—  

定理 7 设 S一{C1，⋯， ，D}是命题逻辑中子旬集，且 

D中不含互补文字。D是 s中的冗余子句当且仅当子句集 

S =(C1一D，C —D，⋯， 一D}不可满足。 

证明：(充分性)若 D不是s中的冗余子句，则 

C1̂ C2̂ ⋯  ̂ ≠C1̂ ⋯  ̂ ^D 

于是存在赋值 使得v(C A C2̂ ⋯  ̂ )一1且 口(C1̂ ⋯  ̂

D̂)：O，从而有 (D)=0。故对于任意文字 yED，有 ( ) 

一0 对于任意的 i，1≤ ≤m，有 口(G)一1，从而存在 xi∈G 

使v(x )一1。显然 D，即xi∈G—D，故有 (G—D)= 

1。由i的任意性可得S 是可满足的，矛盾。 

(必要性)假设 S 是可满足的。由于 

(C1一D)̂ ( —D)̂ ⋯ A(( 一D) 

一  V z1̂ ⋯ ^z 
( 1，⋯ ， _卅)6CI—D×⋯ D 

故存在赋值 及(z ，⋯， )∈C1一D×⋯×Cm—D使得 

v(x1)一 ( )一⋯ 一 ( )=1。 

由于{z ”， )ND=O，且 D中不含互补文字，可设对 

于任意yED， ( )一o，于是有 (D)一0。对于任意 G，1≤ 

≤m，注意到 ．zi∈Ci且v(xi)一1，故 口(G)一1。于是可得 

(C1̂ C2̂ ⋯  ̂ )一 (C1)A⋯  ̂(C埘)一1 

(G ^c2̂ ⋯ 人 ^D)一 (C1)A⋯  ̂( )A口(D)一0 

故Cl̂ ⋯  ̂ ≠Cl̂ ⋯^Cm̂ D，此与D是s中冗余子句 

矛盾。 

由定理 6、定理 7可得如下推论： 

推论 设 S，z，D如定义 5，则x是D中关于S的冗余文 

字当且仅当子句集{z，C1一D ”，C卅一D1}不可满足。 
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O≤d ，g≤2 + 。 一2”+ 

且町，g—o当且仅当_~· ：o；当f=g时，有 一2 。 

本文借助于Plateaued函数的定义及函数分解理论得到 

了任一Plateaued函数与其对偶函数之间的一些关系，并运用 

Plateaued函数的对偶这一工具得到了任意两个Plateaued函 

数的互相关函数平方和指标的界 。 
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