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基于零空间分析的张量局部 Fisher判别方法 
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摘 要 结合局部 Fisher判别、张量子空间学习和零空间分析等技术的优点，提 出了一种基于零 空间分析的张量局 

部Fisher判别算法，其特点包括：i)引入类间判别信息，对局部Fisher判别技术进行调整，提升了算法识别性能并且 

降低了计算时间复杂度；ii)通过张量型降维思想对输入样本进行双边投影变换而非单边投影，获得了更高的信息压 

缩率；iii)随着训练样本量的变化，可采用基于零空间分析的求解方法和传统的直接迭代更新计算方法。通过 ORL、 

Yale和 ExYaleB 3个人脸数据库验证了所提算法的性能。 
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Abstract The tensor local fisher discriminant algorithm with null space analysis or NSTLFDA for short was proposed 

which incorporates the merits of three techniques，i．B ，tensor based methods，local Fisher discriminant analysis，and 

null space analysis．The main features of our implementation include：(i)local Fisher discriminant analysis is improved 

by inter-class discriminant information for better recognition performance and reduces time complexity．ii)the tensor 

based method employs two-sided transform ations rather than single-sided one，and yields higher compression ratio．iii) 

while TLFDA directly uses an iterative procedure to calculate the optimal solution of two transformation matrices．the 

NSTLFDA method takes the advantages of null space information when the training samples number is less than the di— 

mensionality of the vector samples．The effectiveness of our new method was demonstrated by the ORL，Yale，and ExY— 

aleB face databases． 
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1 引言 

有监督或无监督的子空间分析技术_1]已经广泛应用于机 

器视觉和模式识别等人工智能领域。在具体的应用如人脸识 

别中，2维图像样本往往要先依行或依列连接成一个一维向 

量[2】，其维数很高，不仅包含大量的冗余信息，而且增加了后 

续处理的计算量，因此，对其进行降维操作，使之在保持数据 

类内紧凑性的同时获得更大的类间判别散度成为一种合理的 

特征预处理方法。主成分分析方法(Principal Component A— 

nalysis，PCA)[3 和线性 Fisher判别(I inear Fisher Discrimi— 

nant，LFD)E 是两种应用最为广泛的向量型降维技术，PCA 

属于无监督投影技术，并不适合于分类问题；而 LDA通过数 

据类别信息，以类内散度最小和类间散度最大为目标进行最 

佳投影矩阵求解，分类效果较优。然而，PCA和 LDA仅能够 

揭示数据的全局欧氏结构，却无法对嵌入在高维数据中的低 

维子流形进行有效挖掘，并且在实际应用中，LDA还经常遇 

到小样本问题_5]，即输人数据量远小于数据维度时的类内散 

度矩阵奇异性问题。为提升算法性能并解决所存在的问题， 

已提出了不少基于 PCA和 LDA的改进型算法，包括基于概 

率的PCAE 、基于概率的LDA[7]、几何均值子空间学习法_8]、 

共同判别矢量法lg 等等。 

不同于上述向量型PCA和 LDA算法，二维 PCA(2 Di— 

mensional PCA，2DI CA)l】0_直接通过二维图像矩阵进行子空 

间特征的提取，省略了向量化过程。由于二维图像方差矩阵 

的规模远远小于传统的向量型方差矩阵，因此 2DPCA的计 

算时间复杂度也远小于向量型 PCA。然而，2DPCA更适合 

于数据表达而非数据分类 。基于此，u 和 YuanE“]将矩阵数 

据引人传统 LDA算法并指出了二维 LDA(2 Dimensional 

LDA，2DI A)。尽管有学者提出 2DLDA并非具有绝对的优 

越性l_】 ，但一般情况下，它不仅具有较 LDA更优的识别性 

能，同时其 2维的类内散度矩阵往往是非奇异的，解决了小样 

本问题。2DPCA和2DLDA的缺陷是只对原始图像数据进 

行依列或依行的单边降维变换，导致投影后的数据仍具有较 

多冗余的特征系数。近来，不少研究者提出了多边张量的子 
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空间分析技术 。Tao等人l13]提出张量判别分析方法并将其 

应用于步态识别。Wang等人_1 ]提出了双边 2DLFD(Bilat— 

eral 2DLFD，B2DLFD)，也可称之为张量 LFD(Tensor LFD， 

TLFD)。Qing等人l】5]采用 3阶张量进行视频运动对象的跟 

踪。Wu等人_l6 则采用更高阶( 阶)张量对通过 Gabor分析 

后的语音信号进行特征提取操作 。PCA、LDA及其相应的 

2D或高阶张量扩展技术并不能够对数据局部流形进行有效 

挖掘。He等人_1 以在投影空间中尽量保持原高维数据的局 

部近邻分布结构为宗旨进行降维分析，提出局部保持投影算 

法(Locality Preserving Projection，LPP)，之后，又通过张量技 

术将 LPP扩展为张量子空间分析算法(Tensor Subspace A— 

nalysis，TSA)[ ]。此外，yu[ 则将 LPP扩展至 2DLPP，其 

中直接通过矩阵图像数据进行样本局部结构的构建，并且引 

入了类别信息来提升算法的判别能力。Yan等人_2。。通过引 

入谱图理论，结合局部流形挖掘和类间判别思想，构建了统一 

的数据降维框架，提出了边缘 Fisher分析算法(Marginal 

Fisher Analysis，MFA)并 将 之扩 展为 张量 MFA(Tensor 

MFA，TMFA)。在此框架下，已提出了不少更新的子空间学 

习方法，包括正交张量近邻保持嵌入方法_2 、正交局部 Spline 

判别投影法 22]和流形弹性网算法[233等等。而 SugiyamaE ] 

直接结合 LFD和 LPP的优点，提出了局部 Fisher判别分析 

(Local Fisher Discriminant Analysis，LFDA)，它能够更好地 

适应具有多簇和类间交叉分布的数据。Zhang等人_25_将 LF_ 

DA进行直接张量化，提出张量局部线性判别分析算法(Ten- 

sor Locally Linear Diseriminant Amlysis，TLU)A)，进一步提 

升了性能。 

在 Yan等人_2。l所提的子空间分析框架中，向量型降维方 

法经常会遇到小样本问题，使得目标泛函中的分母矩阵具有 

奇异性，无法进行逆矩阵求取，其常见的解决方法都采用矩阵 

正则化_2。]等去除相应矩阵的零空间。然而实际上，分母矩阵 

零空间中包含丰富的判别信息，采用直接去除的方法并不合 

理，直接 LDA算法l_2 ]和对偶LDA算法l_2。 都通过引入零空 

间思想进行最佳投影矩阵求解，效果优于传统 LDA方法。此 

外，Chu和ThyeE 9_基于零空间提出快速的 LDA实现。Yang 

等人[30j则利用零空间求解 LPP算法并应用于人脸识别，两 

者分别获得了识别速率和识别性能的提升。张量型算法包括 

TLLDA等 ，它们能够 自然地规避小样本问题，但其实现过程 

需要采用迭代的双边投影矩阵更新操作，都直接通过广义的 

特征分解技术进行算法求解，最终的投影矩阵无法达到稳定 

解l3 。基于此，Xu等人[31]结合向量型类内散度矩阵的零空 

间和张量型类间散度矩阵的秩空间提出了收敛的子空间分析 

方法，从而在得到投影矩阵稳定解的同时也提升了算法判别 

性能。 

基于上述讨论，本文采用二阶张量子空间分析进行人脸 

识别应用，首先调整了TLLDA算法的目标泛函和计算过程， 

其称为张量局部 Fisher判别分析算法(Tensor Local Fisher 

Discriminant Analysis，TI，FDA)。然后引入零空间分析技术 

进行算法求解，提出零空间TLFDA算法(Nu11 Space TLF- 

DA，NsTLF【)A)，其优点包括：(a)在保持类内散度矩阵结构 

的基础上，通过样本均值矢量削减了TLLDA算法的计算量； 

(b)通过克罗内克积求解 TLFDA，计算过程更为清晰；(c)根 

据训练样本数量的不同，可选择 NSTLFDA求解方法和直接 

迭代 TLFDA求解方法，提升了算法的适应能力。 
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本文第 2节简述相关的LFDA算法和TLLDA算法；第 

3节引出 TLFDA算法，并分别给出了直接 TLFDA求解和 

NSTLFDA求解方法，同时进行了复杂度分析；第 4节通过 

ORL、Yale和EYaleB 3个人脸图像库进行了算法最优参数选 

择和性能对 比；最后对本文的工作进行了总结并给出了后续 

工作展望。 

2 相关工作 

2．1 子空间判别分析简述 

给定 N个张量型表达的训练样本为 ： 

X一{Ⅺ ， ，⋯， ， ，粥 ，⋯，碾  ”，Ⅺ ，殛 ，⋯， 

， } (1) 

式中，粥∈R 1 12是第C类样本中第i个数据的表达形式，样 

本类别总数为C，M 表示第c类训练样本数，且存在 N=N 

+N2+⋯+N 。相应的子空间投影即寻找最佳的变换矩阵 

UER 1 1和 VERI2 2，将原数据变换至： 

= X V (2) 

使得 ∈Rq 2具有最优的可识别能力，其中L <J 和L 

<Iz是子空间的数据维数。 

在向量型降维分析 中，样本 首先需要展开为 z ∈ 

j ，其中仇一I ×Iz，相应的子空间变换即寻找最佳的变换 

矩阵U∈ xL ，将原数据投影至： 

= L厂rXi (3) 

使得 ∈RE1 具有最佳的分类效果。 

2．2 局部 Fisher判别分析 

分别将局部类内和局部类间散度矩阵表达为 和 S ： 

s ：百1 动 ll xi一 ll。 (4) 

一 告 II五一 J} (5) 

式中，ll·ll代表欧式范数， 和 分别为： 

动一{ ～ c(xi)=c(xyif(x1)~c(xj； ㈣ 一i0 c ) ’ 
= { 1 f c(x⋯D=c( xy ； 

式中，At 表示样本 和 之间的相似度，一般采用热核函数 

计算得到 ]。LFDA最佳投影矩阵可通过式(8)计算得到： 

一

一

argm ax
L[ ] ㈣ 

LFDA在继承 LFD全局欧式判别能力的同时，又融人了 

LPP局部流形保持思想，获得了分类性能的提升，并且能够 

更好地适应多种不同类型的训练样本，包括多簇分布和具有 

类间交叉分布的各类数据。 

2．3 张量局部线性判别分析 

在LFDA的基础上，TLU)A采用二阶张量进行样本表 

达，其目标泛函描述为[Z53： 

tr(∑议岛Il【，TX 一 XJ ll；) 
max—上等L———————————一  (9) 

U’ tr( 喵 ll xlV一 XJV II；) 

式中，ll·II；表示矩阵的F范数，哪 和叫0的表达形式分别 

是 ： 

： 』A ／~／N，if c(zf)一c( ) (10) 1
0， if c(x )≠c(zf) 



 

一 J ／~／N， if c(五 ≠c(乃) (11) 一< (11) 
【A (1／~／2N一1／v／N)， else 

式(9)中的U和 都需要优化求解，两者互相关联，无法 

直接实现闭式求解。因此 TLLDA采用与 TSAE ]类似的迭 

代方式获取最优的投影矩阵。设定 和 D”是两个对角矩 

阵，其元素分别为 一∑叫 和D =∑ " UJ。将式(9)写成两 

个公式[2引： 

tr[【厂r( 一 ) 
面 骊  

． tr[ ( 一 )V] l一 

(12) 

(13) 

即分别在给定u或者 的前提下，迭代计算最佳投影矩 

阵 U和 ，其中 D =∑D X Ⅺ ， =∑叫 X ， 

= ∑D X ， = ∑ X ，D 一 ∑D 

X Ⅺ ， 一∑叫 X UUr ， =∑D犁X UUrⅪ ， 

一  XiU【J，r 。通过式(12)、式(13)可知 ，当给定 V时， 

最优投影矩阵U可通过求解以下泛化特征值问题得到： 

( 一V ) = ( 一V ) (14) 

类似地，当给定U时，最优 矩阵的求解方式为： 

(D2一 ) 一A(D 一聊 ) (15) 

3 张量局部 Fisher判别分析 

3．1 问题描述 

上节所述的 TLLDA采用二阶张量数据表达优化了 LF- 

DA算法，能够保存更多的样本空间信息，性能较传统的FDA 

算法提升不少，但仍然存在不足之处。 

1)从式(9)可见，经过调整后，TLu)A需要计算 2N次的 

矩阵相乘和相加操作。回顾FDA算法，其类内散度矩阵只需 

要 N次叠加计算得到，由于大部分的 值为零，因此其计算 

量并无明显增加。然而，FI)A的类问散度矩阵仅需 C次叠加 

计算就能得到，其中C<<2N。并且该矩阵不具有稀疏性，因 

此 ，随着训练样本数量的增加，TLLDA的计算量将较 FDA 

明显增加。 

2)通过式(11)可见，TLLDA仅引入了类内邻域相似度 

A ，却未考虑类间数据的近邻权重，因此，算法性能仍有提升 

空间。 

3)TLu)A采用传统的迭代求解方法进行最优投影矩阵 

计算，其解具有不稳定性以及非收敛性。 

针对上述几点，同时引入 2DLPP的思想l1 ，可将 TLL- 

DA中式(9)分子部分进一步调整为： 

．AJ II【，T V一 _JV 
l’J= l 

(16) 

即以各类数据的中心作为类间散度矩阵构建的基础，其加和 

次数仅为 2C。而且，不同类别的数据中心相似度也已通过 

进行反映。最终目标泛函由式(9)转变成 ： 
C 

∑A Ilu V—u _JVIl； 
H1ax ————————————————一  (17) 

∑嘴 II【，TX 一【，T墨 ； 

称之为张量局部Fisher判别分析。 

3．2 TLFDA最佳投影矩阵求解 

与TU DA一致，最优投影矩阵U和 的求解仍需通过 

迭代操作。首先，在给定 u的条件下，式(17)的分母部分可 

以化简为： 

∑ ll X!V一 x， ； 
￡’J— l 

Ⅳ 

一 ∑ w~tr(UrX／V-【厂r xJ ) ( X 一 X 

=2tr{ [P{7( 1L，)P{j，r—P{y(吣  )P ] } 

=2tr(VrS V) (18) 

式中，符号 代表矩阵克罗内克积，w 是由元素 组成的样 

本近邻相似度矩阵， 一 [( 一 )oh ]P ，P{7定义 

为： 
一 [(【厂rX ) ，(己，TXz) ，⋯，(【厂rX ) ] (19) 

类似地，式(17)的分子部分可以化简为： 
r 

∑A 【厂r —u 叉 ll； 

一 2tr{V叮P [(B—A)⑧ ]P ) 

一2tr( S ) (20) 

式中，A是类别中心的近邻相似度矩阵，其元素由A 组成， 

和B分别定义为： 
一 [( Xl ( )T’⋯，(UrXc) ] (21) 

B一 

。 C 

∑A1 
i一 1 

C 

置 

(22) 

综合上述分析，当给定 u时，式(17)可以转变为针对 

的目标泛函： 

m (23) 

其中， 可依下式泛化特征值问题计算得到： 

S V=2 V (24) 

相应解 一[ ， ，⋯， ]由式(24)求得的最大Lz个 

特征值相应的特征向量组成。 

同理，在给定 的前提下，式(17)可转变为针对 【，的目 

标泛函： 

式中， = [( 一 ) ]P ， = [(B 

P ，P 和P2，分别定义为： 

(25) 

A) IL ] 

= [x1 ，X2 ，⋯，XNv] (26) 

一 [叉 V， 2V，⋯，-cV] (27) 

式(25)的推导和求解过程基本与给定 己厂为前提时一致。 

类似地，U可通过求解如下泛化特征值问题获得： 

己，= S U (28) 

综上分析，TLFDA的最佳投影矩阵求解算法描述如表 1 

所列。 

表 1 TLF【)A算法描述 

输入：带类别标签的N个训练样本 x，子空间的维教I Lz以及最大迭代次 

数 Itrr ax。 

输出：投影矩阵u和 V。 

TU、DA算法： 

初始化u为单位矩阵，计算各类数据的平均向量，计算各类数据间的相似度 

矩阵A和w，以及相应的D和B。 

Fort= 1 tOItnmx 

计算sb和s ，通过式(24)计算最佳的V。 

计算s 和s ，依式(28)计算最佳的u。 

End For 

3．3 NSTLFDA最佳投影矩阵求解 

与TLFD的求解方法类似 ，直接根据目标泛函式(24) 

· 13 · 
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和式(28)两个广义特征分解式进行迭代操作并不能得到最终 

的闭合形式解，存在着解的收敛性问题[3 。基于此，NSTLF— 

DA根据文献E313的思想引入向量样本的零空间进行算法求 

解。首先寻找变换矩阵P ，将同类样本投影至同一子域，即 

将局部类内散度矩阵投影至零空间，然后最大化局部类间散 

度矩阵，使异类数据间隔最大化，以适合于模式分类。 

在实际应用过程中，张量型降维算法中的类内散度矩阵 

往往不存在零空间[5]。因此，需要借助式(4)向量型 的零 

空间，即先将二维图像样本 转换成一维向量z ，再创建局 

部类内散度矩阵。考虑到一般情况下，全局散度矩阵 S 一Sb 

+ 的秩是N一1，可采用PCA计算 Pf∈ ”，将向量 

样本转变为 ∈R ，即去除 和S 的公共零空间。基于 

，依式(9)计算(N一1)×(N一1)的局部类内散度矩阵 ， 

相应的类内零空间投影矩阵计算公式为： 

tr(Pi Pi)一O (29) 

式中， 由 矩阵零特征值相应的正交特征向量组成。至 

此，P 一R ×P{计算完成。 

通过上述 P ，将任意训练样本 五投影并重构为 ，即 

一P1 丑∈ 。由于 tr(AB)一tr(BA)，且 P1满足 

P 一j是一个列正交矩阵，因此根据重构后样本计算所得 

的局部类内散度矩阵是一个零迹矩阵： 
N 

tr[∑ 耽 (P1P 五一P1P )(P1PTXi—PlP lz，) ] 

=trEP1P S P1P ]一trEPTS P P P ] 

=trEP~ P 3=0 

同类样本统一投影至零空间后 ，即可进行类间散度最大 

化操作 。首先将重构样本重组为 2维矩阵表现形式 ∈ 

R 1 12。然后构建类间散度最大 目标泛函为： 
f 

max∑A Il u仃 V一【产 Vll； (30) 

式中， 是重构样本中第 i类数据的均值。与式(16)类似， 

式(30)并不存在闭合形式解，仍需采用迭代更新操作 ，即在给 

定 V时，根据重构后的 2维样本，依式 (20)构建 S汐，最优 U 

投影矩阵即由S 最大L 个特征值所对应的特征向量组成。 

类似地 ，在给定 U时，则构建相应的 S ，最优 V投影矩阵即 

由S 中最大L 个特征值所对应的特征向量组成。 
C 

针对上述求解 过程，如果定 义 h(Uf， )一1／∑ A 

ll【口叉 一~XTV, ，其中t是迭代次数，在式(30)的迭 

代计算过程中，̂(U，， )是非增的： 

( ， )≥ (̂ +1， )≥ (̂ ， +1) (31) 

表2 NSTLFDA算法描述 

输入：与表 1算法一致。 

输出：投影矩阵 P1，U和 V。 

NSTLFDA算法： 

1)将训练样本)(i转换成 ，通过PCA计算 ∈Rm (N 1)并将 投影成 

∈RN ； 

2)依式(29)计算得到P}，则P1= ×P}； 
3)对所有样本进行重 构 x —PlP xi，然后表达成矩阵形式xre∈R 1×I2； 

4)初始化u和 V为单位矩阵； 

5)Fort=1 t0Itr丌mx 

计算 s ，求得其最大Lz个特征值对应的特征向量得到Vt+l。 

计算s ，求得其最大L1个特征值对应的特征向量得到Ut+l。 

End For 

又由于 (̂ ，V，)≥o，因此 NSTLFDA能够达到稳定的 

局部最优解。表 2是 NSTLFDA的算法描述。值得注意的 
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是，在一些具体应用场合中，训练样本量较大，满足N>m，则 

式(29)的零 空 间并不 一定存 在，此时 NSTLFDA退 化为 

TLFDA(算法描述见表 1)。 

3．4 特征提取及分类 

根据 TLFDA和 NSTLFDA两种不同求解方法，在实际 

应用中，当N>m时，采用表1算法求得u和V，将任意原输 

入样本依式(3)投影至子空间，如输入测试样本为 X ，其对 

应的投影空间数据为 =L厂r V。采用最近邻法进行最 

后的数据类别判定，其中的相似性测度采用欧式距离： 

(Y )一l 一 } (32) 

如果 与 之间的距离为最小，则 的类别被判定 

为c。 

当N<m时，依表2求得 P 、u和V，将所有训练样本重 

构后投影到子空间，对于任意测试样本 X ，先进行重构得到 

x 一 P X ，然后进行投影操作，并依式(32)进行类别判 

断。 

3．5 时间复杂度分析 

张量型算法需要进行迭代求解，每一次迭代中，TLFDA 

计算 S2，， ， 和 S 分别消耗 O{ L}(I +1)}，O{ Li 

(J1+1))，O{C2Ll(Iz+1)}和 0{ L；(Iz+1))的时间复杂 

度，而两次特征分解分别需要用时 O( )和 O(髓)。如果统 

一 将 L ，Lz，I ，Jz表达为 I，则 TLFDA的完整时间复杂度可 

以表达为 0{ft ( + )I。))。 

当训练样本数 N>m时，NSTLFDA算法与 TLFDA完 

全一致。当N< 时，NSTLFDA也要计算与 TLFDA相同 

的 和 S移。此外 ，对 比TLFDA，NSTLFDA的额外运算量 

包括：生成 和 分别需要 0( )和 O{(N一1)。}的时间 

复杂度 ，对训练样本 X进行重构时需要 0{m(N一1)(C--1) 

+m2(N+C一1)}的计算量，总计为 O{2N。+m(N一1)(C一 

1)+m (N+C一1))。由于NsTLH)A并不需要计算 和 

s ，因此其总体计算量与TLFDA较为接近。 

LFDA计算 和 S 需要 O(m。N)的时间复杂度，特征 

分解则需要 0(m3)的计算用时，因此最终的时间复杂度为 0 

{m2(N+ )}。虽然 LFDA不需要通过迭代操作进行最优矩 

阵求解，但由于m—I ×Jz，并且当应用于人脸识别时，N<m 

是一个普遍存在的现象(小样本问题)，因此，一般来说 LFDA 

的计算用时要多于TLFDA。 

4 实验与分析 

4．1 数据集和实验配置 

分别采用 ORL、Yale和 ExYaleB 3个典型的人脸数据库 

验证本文所提张量投影算法的性能。 

ORL数据库(http：／／、̂ w．cam-or1．co．uk)共包括 4O人 

各 10张灰度人脸图像，根据眼睛的距离进行图像配准，使所 

有样本图像的左眼中心和右眼中心重合。图 1是 ORL人脸 

库的部分人脸样例。 

图 1 ORL人脸库部分样本示例 



 

Yale人脸 数据库 (http：／／cvc．yale．edu／projects／yale— 

faces)包含 15人共 165幅脸部图像 ，每人 l1幅。所有图像取 

自于不同光照条件，且包含正常、愉悦、悲伤 、困倦，惊讶和眨 

眼等不同表情。图2是Yale数据库中的部分样例图。 

图2 Yale人脸库部分样本示例 

ExYaleB人脸数据库包含38人的21888张图像，其中包 

括 9个姿态和 64个光照变化。本文抽取其 中 2500幅正面、 

光照各异的图像用于测试，其图像样例如图3所示。 

图 3 ExYaleB人脸库部分样本示例 

上述所有人脸数据库的图像都统一调整至32×32像素， 

每像素的灰度值在0~255之间。为验证算法性能，每个数据 

库都分为不同的训练集和测试集，并以 xtrain为标记，表示随 

机选取 张图像用于训练过程，余下的作为测试样本。在具 

体实验过程中，本文同时实现了 NSTLFDA、TLFDA、TSA、 

TLFD、TMFA以及它们各自的向量型版本 LFDA，LPP，LFD 

和MFA的对比测试。实验中热核函数的参数取所有训练样 

本间距离的平均值。TMFA与MFA需要构建类内近邻图和 

类间近邻图，实验中采用的类内近邻数为min(5，wnc)，类间 

近邻数为min(400，tmc)，其中 和bnc分别为同类训练总 

数和异类训练总数。TSA和 LPP也需要通过k近邻算法构 

建局部邻域图，实验中采用的近邻数为 min(10，wnc)。所有 

实验均在一台 Intel Core2 CPU 1．8GHz的 PC机上进行，操 

作系统为Windows XP，各算法都采用 Matlab7．1实现。所有 

的结果都通过2O次同类数据实验并取平均值获得。 

4．2 最佳迭代次数选择 

张量型数据降维算法包括 NSTLFDA、TLFDA、TSA、 

TLFD和 TMFA，它们都需要对 【厂和 进行迭代更新操作以 

获得最佳的投影结果。算法具体应用前需要确认最佳的迭代 

次数，在获得理想效果的同时又不至于耗费过多的计算量。 

图 4是不同迭代次数下 0RL库中 3train和 5train的识别率 

结果 ，其中子空间维数为 L1一Lz=10。图 5是 Yale中 4train 

和 6train的迭代效果 ，低维维数为 L 一Lz=7。类似地 ，图 6 

是 ExYaleB人脸库在 10train和 20train两种实验方式中不同 

迭代次数下 的识别率变化，子空间维数为 L =Lz一20。在 

ORL和ExYaleB中，各算法基本都在3次迭代后达到了近似 

最优的识别效果，而在 Yale中，各算法基本在 5次迭代之后 

达到识别率近似最优。可见，各种张量型数据降维算法都不 

需要过多的迭代次数就可获得近似最优的识别结果。需要注 

意的是，随着迭代次数 的增加 ，TLFDA、T 、TSA、TLFD 

都不能达到真正的稳定解，识别率曲线存在着不同程序的波 

动，而NSTLFDA则在 2～3次迭代过程后能够达到稳定的 

识别率结果。通过观察发现，各算法在 10次迭代时都能达到 

相对较优 的识 别率，因此在 后续实验 中，如无 特别声 明， 

NSTLFDA采用 3次迭代进行求解，而其它各张量型算法统 
一 采用 10次迭代进行求解。 

琶 嘶 
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图4 ORL人脸库中不同迭代次数下的识别率变化 

图5 Yale人脸库中不同迭代次数下的识别率变化 

图 6 ExYaleB人脸库中不同迭代次数下的识别率变化 

4．3 最优投影维度分析 

针对不同的人脸数据集，各种投影算法的最佳子空间维 

数是不确定的。本节主要分析在ORL、Yale和ExYal出 中，5 

种张量型算法和相应向量型算法的最佳低维维数选择。图7 

是不同维数选取下，0RL 3train和 5train的相应子空间维数 

选择效果 。图8是 Yale 4train和 Yale 6train的实验结果 图 

9则是 ExYa1出 的 10train和 20train相应维数识别率。表 3 

是所有算法在 3个人脸库中的最佳识别率和相应子空间维 

数。与向量型算法不同，张量型算法将数据降至L ×Lz。为 

方便实验操作，本文采用 Lt=Lz的实验策略，并在 图中统一 

表达为 L。此外，考虑到张量型算法和向量型算法的子空间 

维数跨度差异较大，本文将两类算法的实验结果分开表示，其 

中张量型算法图以T前缀标注，而向量型算法图以 前缀标 

注。 

从图 7一图 9可见，NSTLFDA算法在投影维数达到L 一 

Lz=8后，识别率曲线即进入稳定的近似最优状态，而其它几 

种张量型算法依子空间维数变化的识别率则近似呈抛物线 

状，这主要是由于 TLFDA、TMFA、TSA和TLFD都没有考 

虑零空间信息，当子空间维数进一步增加时，投影数据中冗余 

信息量增加，致使判别能力减弱。在向量型算法中，由于 L× 

lz>>L1，因此其识别率曲线后段也基本呈稳定状态。此外，在 

最佳降维维数选择方面，张量型算法的投影跨度是E1，323，远 

远小于向量型算法的E1，1o243。因此其子空间维数更易确定。 
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表 3 各种投影算法在 ORL、Yale和 ExYaleB人脸库中取得的最佳识别率及相应维度 

(c)T5train (d)V5train 

图 7 ORL人脸库中不同子空间维数下的识别率变化 

(c)T6train (d)V6train 

图8 Yale人脸库中不同子空间维数下的识别率变化 

子空间维数L 

(b)V10train 

子空问维数L 

(d)V20train 

图9 ExYaleB人脸库中不同子空间维数下的识别率变化 

· 16 · 

4．4 算法求解效率分析 

本节主要将 NSTLF【)A与 TLFDA、TSA和 LFDA进行 

算法求解效率对比，TSA的时间复杂度是O{Itr__max[-I{+琏 

+N2(I1×12)3／。]}l3 ，每次迭代都需要计算D ，w ，Dv和 

WU 4个矩阵，分别需要 0(NL 砰)、0( L 砰)、O(NL：熙)和 

O(N2Lz髓)的时间复杂度。在实际应用过程中，往往满足 N 

》C， 1>L 且 >L2。因此，TsA的计算代价高于TLF- 

DA。图 10一图 12分别是 4种算法在 ORL、Yale和 ExYaleB 

中的求解时间对比。为公平起见，所有实验都在相似的识别 

率前提下进行，且不同张量型算法的子空间维数和迭代次数 

需要一致。依据上节实验结果，在 0RL和Yale数据库中，子 

空间维数统一选为L 一Lz一6时几种算法的识别率最为接 

近，而 ExYaleB的子空间维数确定为 8，迭代次数统一为 10。 

LFDA的计算量主要是由原训练数据维数决定，子空间维数 

并非决定因素，实验中选择使识别率近似最优的L 一100。 

每类训练样本数 

图 1O NSTUFlDA，TLF【1A，TSA 图 11 NSn FDA，TI FDA，TSA 

和 LFDA在 ORL人脸库 和LFDA在 Yale人脸库 

中的求解时间对比 中的求解时间对比 

图 12 NSTLFDA，TLFDA，TSA和 LFDA在 ExYaleB人脸库 中 

的求解时间对比 

从图1O和图ll可见，在ORL和Yale中，由于N《m，因 

此张量型算法的求解时间明显低于向量型算法，其中在 0RL 

3train实验 中，LH)A需要耗费近 10s的求解 时间，而 

NSTLFI)A、TLFDA和TSA则分别只需0．5s，0．37s和0．77s 

的计算用时，远远快于LFI)A。由于N值较小，NSTLF【)A、 

TI，FI)A和TSA的计算用时基本一致，但仍能看出TSA需要 

花费更多的求解时间。在 Yale 6train实验中，NSTLFDA的 

求解用时为0．27s，而TSA则需要 0．95的计算用时，接近于 

TLFDA的4倍。NSTLFDA与TLFDA的求解时间非常接 

近，尤其是在 Yale实验中，两者基本达到一致，从具体数值来 

看，NSTLFDA的计算用时更高，在Yale 6train实验中，TLF— 



DA的求解时间仅需0．23s。如果进一步考虑算法收敛性，通 

过 4．2节 的迭代实验可知，NSTLFDA在 3次迭代后即进入 

稳定阶段，本实验中的后续7次迭代过程完全是冗余操作，而 

TLF【)A并没有稳定解 ，需要更多次迭代来达到近似稳定的 

算法性能。 

从图12可见，在 ExYaleB中，随着训练数据量的增加，N 

接近甚至高于m值。相应地，张量型算法的计算用时也接近 

甚至高于向量型算法。在张量型算法中，未达到 30train训练 

样本时，NSTLFDA的求解时间最短。之后，由于 N=1140> 

优=1024，NsTLm  退化为 TI，FDA，相应的求解时间当然 

也与 TLFDA一致。由于LFDA的计算耗时主要受输入数据 

维数的影响，受训练样本量的影响较小，因此其数值基本在 

13s左右。由于人脸识别中N>m的情形较少，且 NSTLF- 

DA能够在更少次迭代次数内达到稳定解，因此，综上所述， 

NsTL )A具有更高的算法求解性能。 

4．5 各类降维算法性能对比 

本 节 将 NSTLFDA、TLFDA、LFDA、TMFA、MFA、 

TSA、LPP、TLFD和LFD进行综合的识别性能对比，各算法 

的子空间维数通过对表 3相应数据取均值并向上取整确定， 

例如 TSA算法在ORL 3train中和 5train中的最佳子空间维 

数分别为9和12，则本节实验中具体取值为L1一L2—11。表 

4一表6给出了具体的识别率数值对比，加粗部分是最高识别 

率值。 

从表 4可见，在ORL人脸库实验结果中，NSTLFDA达 

到了最高的识别率，反映了零空间信息对判别结果的重要性。 

在所有结果中，张量型算法都较相应的向量型算法效果更优， 

其中TLFD在不同训练数时识别率都较 LFD高 1O 以上， 

说明张量型算法中空间信息保持对识别效果是有益的。除 

NSTLFDA外，TLm  具有最高的识别率，而 TMFA的识别 

性能与 TLFDA最为接近，两者都兼顾考虑了数据分布的类 

内近邻和类间近邻结构。TSA虽然考虑了全局散度最大化， 

但其近邻保持过程中并未引人类别信息，而LFD虽然充分考 

虑了数据类别信息，却忽略了样本近邻结构，导致 TSA和 

TLFD两者较上述 TLFDA和 TMFA两种算法性能略差。 

所有算法中，性能最差的是 LPP降维技术，其在训练数据量 

较为充裕的8train实验中也只达到了77 的识别率，验证了 

类别信息对判别性能的重要性。值得注意的是，在 2train实 

验中，TLFD的识别率达到了第二高的80．5 ，这主要是由 

于TLFDA、TMFA和TSA都需要类内近邻结构进行最终目 

标泛函的构建，而每类两个样本用于训练时，近邻数据过少， 

不足以反映直实的数据类内分布特性。 

从表 5可见，在 Yale数据库实验中，NSTLFDA算法仍 

然具有最高的识别结果。然而，除 NSTLFDA和 TSA外，其 

它张量型算法的识别率都不如相应的向量型算法，例如在 

3train实验中，TLFDA的识别率为 58．2 ，低于 LFDA的 

62．6 。这主要是由于Yale数据库中的同类人脸图像受光 

照和表情的影响，差异性较 ORL和 ExYa1eB更大，通过张量 

图像表达在保留更多空间信息的同时也保存了更多的类内差 

异性信息，导致识别结果不升反降。而LPP由于缺少类别信 

息，其综合识别率仍然低于其它各算法。 

表 4 各种投影算法在 ORL人脸库中不同训练样本数下的识别率对比 

在表 6 ExYaleB实验结果中，NSTLFDA和 LPP在所有 

算法中的识别率排位与上述实验一致。此外，各类向量型算 

法较所有的张量型算法识别率更低，再一次验证了张量型数 

据表达、零空间信息以及类别信息对判别性能的重要性。 

表 5 各种投影算法在 Yale人脸库 中不同训练样本数下的识别率对比 

4．6 综合分析 

鉴于上述一系列实验过程，强调如下几点： 

1)张量型数据降维算法都需要经过迭代训练过程获取最 

优投影矩阵。在具体求解过程中，NSTLFDA引入零空间思 
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想，能够获得稳定的识别率结果，而其它张量型算法在多次迭 

代后仍无法达到最终的稳定解，说明了零空间信息的重要性。 

2)NSTLFDA和 TLFDA的求解过程较 LFDA和 TSA 

更为高效，尤其是LFDA，其主要计算量用于维数矩阵的特征 

分解，导致在小训练样本时也需要更高的计算负担。 

3)一般情况下，对比向量型算法，张量型算法具有更高的 

识别性能、更小的计算量以及更易选择的子空间维数。然而， 

当数据类内分布具有较大的空间差异性时，张量型算法的效 

果反而逊于向量型算法。 

4)由于缺少类别信息，u)P并不适合于分类识别任务。 

虽然 TSA的分子目标泛函并未考虑类别信息，但其分母目标 

泛函却用于最大化全局散度。因此 TSA的识别性能较 LPP 

有质的提升，说明了类别信息和类间离散度在面向分类的子 

空间降维技术中的重要性。 

结束语 结合 LFDA和TSA两种经典子空间降维技术 

的优势，本文提出了张量 的局部 Fisher判别分析(TLFDA)。 

依据TSA，TLFDA采用张量降维技术，即对原输入数据进行 

双边降维变换，而非单边降维变换。依据 LFDA，TLFDA以 

类间散度最大和类内散度最小为目标，同时考虑同类和异类 

数据的近邻结构，并将各类中心代替各数据进行类间散度最 

大化 ，以减少计算量。引入零空间思想 ，对 TLFDA的求解方 

法进行改进，提出了 NSTLFDA，它可以得到更优的稳定解以 

及更少的迭代次数。通过理论分析，NsTLFr)A和 TLFDA 

较TSA以及 LFDA具有更低的计算时间复杂度。在 ORL、 

Yale和 ExYaleB 3组人脸库实验结果中显示 了张量局部 

Fisher判别分析技术及相应零空间分析的有效性。 

后续工作将重点围绕 TLFDA可挖掘的潜力。首先， 

NSTLFDA求解过程计算量主要依赖于训练样本数量 N，期 

望能够通过增量式求解策略进行改进。其次，本文TLFDA 

主要采用二阶张量，有必要进行更高阶的扩展，使得算法能够 

满足于更多任务需求。 
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一  +2 d 搿 ， =1，2，3 (11) 

州 = +2 d“ ， =1，2，3 (12) 

结合图 3所示的 FFU内部结构图，FFU工作过程如 

下 ： 

1)数据控制器把数据存人 FFU对应的位置 n ， ， 

n ，n 4个寄存器，d 即是由n 的符号位引出。设置 cnt 

—O；并启动 FFU。 

2)在FFU的控制下数据按照算法的要求流经不同的函 

数模块，并把得到的计算结果进行累加，分别计算 n茹+”， 

口笛+̈ ，口茹+”，口菩+"。 

3)更新。令口二耋)一n嚣+”，n笛 一口筠+"，倪等 =n茹+”，n茹 = 

ag ”，cnt=cnt+l。 

4)如果 cnt==64，计算结束，否则转到2)。 

vFU和SFU的结构和计算过程类似，这里不再赘述。 

4 硬件实现与测试 

整个设计采用 Verilog语言描述，在 Xilinx的 xc3sd 1800a- 

5 cs484 FPGA上进行了实现。为验证系统的正确性，同时测 

试系统的性能，本文用表 2所列的矩阵 x对系统进行了测 

试。表 3给出了硬件实现的综合报告。 

表 2 测试数据及结果 

表 3 综合报告 

Vendor Xilinx 

Family 

Device 

Number of Slice Flip Flops 

Number of 4 input I UTs 

Slice 

Maximum frequency 

Spantan-3dsp 

xc3sdl8OOa-5 

3020 out of 33280(9％) 

3121 out of 33280(9 ) 

2467 out of 16640(14 ) 

154M Hz 

结束语 本文利用 FPGA设计实现 了符合 IEEE-754标 

准的单精度浮点(32一bit)雅克比算法(基于 CORDIC算法实 

现)用于求解高精度浮点实对称矩阵的特征值和特征向量。 

该设计结合 FI GA自身的特点，采用流水线结构的设计思 

想，在保证运算精度的前提下，最大限度地优化了资源和速 

度。该设计采用浮点运算单元，相比定点设计提供了更高的 

精度和更大的动态范围。测试结果表明：1)对于 3*3的实对 

称矩阵(每个矩阵元素是 32一bit浮点数)，精度达到 2 。；2)设 

计实现的结构占用 2467个slices，占芯片总资源的14 ，最高 

运行时钟频率达到150MHz。 
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