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基函数可递归的泛函神经元网络学习算法 
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摘 要 将泛函神经元结构做了一个变形，给出了一种基函数可递归的泛函神经元网络学习算法，该算法借助于矩阵 

伪逆递归求解方法，完成对泛函神经元网络基函数的自适应调整，最终实现泛函网络结构和参数共同的最优求解。数 

值仿真实验结果表明，该算法具有自适应性、鲁棒性和较高的收敛精度，将在实时在线辨识中有着广泛的应用。 
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Abstract By transforming the functional neuron，we proposed a functional network learning algorithm with recursively 

base functions．The algorithm uses a reeursive method for solving matrix’s pseudo~inverse to achieve adaptive adjust— 

ment of base{unctions in functiona1 neura1 network，finally realizes the functiona1 network structure and parameters of 

the optimal solution together．The experimental results show that the learning algorithm has adaptive，robustness and 

high accuracy of convergence，and will have broad application in real-tim e online identification． 
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1 引言 

1998年，泛 函网络 (Functional Network，FNt)被西班牙 

学者Enrique Castillo提出El,g]，它是对人工神经网络(Artifi— 

cial Neural Network，ANN)模型的一种全新 的发展。它与 

ANN结构不同，泛函网络各个神经元之间的连接没有权值； 

并且神经元函数不固定，而是可学习的，通常是一些给定的基 

函数簇的线性组合。在实际应用中可据问题的特性来选择不 

同的基函数簇(如多项式、三角函数、Fourier函数等)；隐含层 

通常是由计算神经元层、中间存储单元层组成，其涵义明确； 

神经元之间的有向连线表示数据流动的方向，连线的多少及 

连接方式，对于某种 目标存在着最优连接，实现能用较小的网 

络规模获得更满意的泛化特性。文献[5，6]通过一些典型应 

用实例研究表明，泛函网络的性能优于 ANN，泛函网络不仅 

表现在 ANN可以解决的问题泛函网络同样可以解决，而且 

对于某些 ANN 不能解决的问题泛函网络也可解决。因此， 

泛函网络已成为人工神经网络研究领域的一个新的研究方 

向。 

目前，国内外学者关于泛函网络的研究已有 1O多年，其 

应用范围已扩展到许多领域，且表现出了卓越的性能。如时 

间序列预测_3]、海洋捕鱼作业_4]、微分差分方程求解l_6]、混凝 

土强度预测 、故障诊断E 、曲面重构[ ”]、非线性 回归[ ]、 

结构工程优化设计l_11]、水资源预测_1 、多维空间分类E“]、仪 

器分析E ]、软件可靠性分析l1。。 、非线性系统辨识_1 、混 

沌通信解码_l1 、多维函数逼近 2̈ 、互联网点对点的延时动力 

学E。 、智能计算[22 27]、植物生长动态建模E 。 等许多应用领 

域。对于以上应用，神经网络虽能解决，但存在着建模困难、 

逼近精度不高等缺陷_3 。随着泛函网络研究的不断深入，近 

年来其应用上取得了很大成绩，但理论与新模型及算法方面 

却进展不大。以下问题急待解决：一是泛函网络神经元函数 

选取问题。由于泛函网络神经元函数不固定，而是可学习的， 

是一些给定的基函数簇 的组合，因此，选取什么样 的基函数 

簇，在所选择基函数簇中哪一项是最重要的，这些确定着泛函 

网络的整体泛化能力。遗憾的是目前泛函网络基函数的选取 

没有理论指导，只能凭人为经验选取。如果网络基函数选取 

不当，网络的泛化能力就会受到很大影响。二是泛函网络结 

构学习问题。泛函网络学习目的是求出神经元函数的精确或 

近似表达式。学习方法可分为精确学习和近似学习两种。其 

中精确学习就是确定泛函网络所表示的泛函方程的解函数； 

近似学习是依据给定样本数据评价神经元函数。其基本方法 
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足线性组合基函数簇的函数 ，并优化线性组合t}j的系数。目 

前采用线性和非线性两种方法，特别是非线性方法 ，存在着有 

多个最佳参数，用梯度下降法可迭代出最佳参数，但通常需要 

较长的迭代时间，且易陷人局部极小点 ，学习精度不高。 

本文将泛函神经元结构做了一个变形，针对泛函网络基 

函数选取问题，利用矩阵伪逆递归求解法的思想，给出了一种 

基函数可递归的泛函神经元网络学习算法，用以完成对泛函 

神经元网络基函数的自适应调整，最终实现泛函网络结构和 

参数共同的最优求解。数值实验结果表明该算法具有较高的 

收敛精度。 

2 泛函网络 

一 般泛函网络由以下元素组成：(1)输入单元层：这是输 

入数据的一层单元，输入单元以带有相应的名字的实心圆表 

示。(2)输出单元层：这是最后一层单元，它输出网络的结果 

数据 。输出单元也是以带有相应的名字的实心圆表示。(3) 

一 层或多层神经元或计算单元：每一个神经元是一个计算单 

元，它计算一组来 自前一层神经元或输入单元的输入值 ，并给 

下一层神经元或输出单元提供一组输人数据。计算单元相互 

连接，每一个神经元 的输出可以作为另一个神经元或输出单 

元数据的一部分，一旦给定输入值 ，输出便由神经元的类型确 

定，它由一函数定义，神经元 由带有相应的 _厂J函数名称 的圆 

圈来表示。(4)有向连接线：它们将输入层、第一层神经元、第 

二层神经元、最后一层神经元及输出单元连接起来，箭头表示 

信息流动的方向，所有这些一起形成网络结构，它确定了整个 

网络的泛化能力。网络的结构是指神经元的组织及包含的连 

接。 

一 般地， 层泛函网络的模型为： 

y— · ⋯ ··厂1(X) (1) 

对应的网络结构如图 1所示。 

图 l 一股泛函瑚络的拓 扑结构 ，下惹图 

其中，YER"表示系统的输出，XER 表示系统的输入，_厂1， 

_厂2，⋯， 分别表示不同网络层的泛函神经元函数，其接受上 

层函数的输人(可能是多维输入)，负责向下层函数输出数据 

(可能是多维输出)。 

3 泛函神经元网络 

泛函网络拓扑结构由若干个泛函神经元组成，图2给出 

了其对应的图 l中每个泛函神经元拓扑结构图。 

—  

图2 泛函神经元结构图 
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一 般地，泛函神经元函数 _厂是由一些给定的基函数的线 

性组合，即 
m  

一_厂(z)一 (Iz)
,
~

_ ,
aicPJ 

J 1 

(2) 

式巾，m对应基函数的个数；q对应泛函神经元的泛函参数， 

且 “一[n n ⋯‰] ；仍(z)是一些给定的基函数，且 一[ 

( )伫(z)⋯ (-z)] 。因此，可将泛函神经元结构做一变形， 

变形后结构如图3所示。 

图 3 变形后的泛函神经元网络结构图 

4 泛函神经元网络学习算法 

对泛函神经元网络的学习实际上就是对该网络中神经元 

函数的学习，而神经元函数是一些给定基函数的线性组合，因 

此，对泛函网络的学习实际上就是对该组合中参数的学习，即 

对泛函网络参数的学习。对于有教师学习算法，事先给定学 

习样本数据。例如有 P个样本组：{(z ’， )l k一1，2，⋯， 

P}，将其代人式(2)，得到以下线性方程： 
(1) 

Z (2) 

+ “2 

+“2 

+“2 

(z‘ 

娩(z‘ 

娩(-z 

写成矩阵向量表达式形式如下： 

T 

Z(1) 

Z(1) 

： 
● 

Z (1) 

Y( ) 

(2) 

·+ 卅 (z‘户 )zy‘ 

吼(z ’) 

晚(z‘ ’) 

： 
● 

‰ ( ‘ ) 

劬 (z‘ ) 

娩 (z‘ ) 

● 

： 

‰ ( ‘ ) 

定义误差代价函数： 

zy ’一 仍 (z旺’) (3) 

其误差平方和表示为： 

E— 1量 。 (4) 

将式(3)代人式(4)并对其求n 的导，可得到式(5)： 

3E
一  

x~：

移( )*t蓦哟 ( )一 ㈨)] (5) 
非线性方法是指在参数学习过程中，通过利用标准的梯 

度下降法来求出泛函网络中的最优参数。因此依据梯度下降 

法有 ： 

aj(k+1)=aj( (6) 

由式(5)代人式(6)，并将其写成如下矩阵向量形式，即为： 



 

n(是+1)=n(是)一 [如(是)一y] (7) 

式中，a=Ealaz⋯ ] ；叩代表学习效率； 代表迭代次数；y= 

Ey‘ Y‘ ’⋯y(P’] ； 

厂 

一 I 

(z‘ ) 

(z‘ ) 

(z‘ ) 

吼( ‘ ’) 

娩 (z‘p’) 

(z‘ ) 

(8) 

当a(k+1)一a( )时，即参数不再调整时便达到了网络 

的稳定状态，则有 一 7=0。由此可以得到式(9)E31]。 

a=E 扣 (9) 

通过以上推导过程可看出，泛函参数可由基函数的伪逆 

求得。当某个基函数选取不当时，需要多次调整基函数，这样 

将会造成内存的使用效率降低。为解决这个问题，以下给出 
一 种递归地选取和调整基函数的方法。该方法当某个基函数 

选取不当时，在式(8)中，可以递归地新增一个基函数行(列)， 

删除一个对结果精度影响较大的基函数行(列)，这样，直到选 

取适合问题的解的基函数。图4给出其实施过程，其中‰+ 

是新增加的基函数， 是待删除的基函数。 

增 加 t】 

[二 > 

]  

删 除 - 

． 。 ) ． (2 )⋯ ． )) 
【l ) G(2 )⋯ ) 

： ： ： 

( )) 

G(I)) 
。 (1)) 

x )) 

(03 

：G )) 
。x，)) 

(Pm+l x ))⋯(Pm+l x ) 

图 4 基函数递归选取过程示例 

文献E28]中提出了一种矩阵伪逆递归计算算法，要求不 

使用求逆子程序，而使用w 和G2来计算 G2的伪逆wz。其 

中，w 表示 Gl的伪逆，G2与 G 包含( 一1)个相同的行 向 

量。该文献给出了详细的理论推导过程，将 G2 G2 、[G2 

G2 ] 和[G1 G1 ] 表示成式(10)一式(12)[28_。 

： [ ] 

cz时 [嚣耋] L J 
EGIG] =[ ] 

并将矩阵伪逆递归计算算法归纳为式(13) ： 

R=P。一 

y—DTb 

= bTb 

1 
—

$2_ y—TRy 

q2= -- q．Ry 

Q1 +警 

一

1)个行向量所组成的矩阵。该矩阵伪逆递归计算方法可 

以很好地实现该筛选基函数过程。 

基于基函数递归泛函神经元网络学习算法的实施步骤： 

Step 1 采集数据样本组Ex，y]；给定基函数簇、基函数 

个数numW及判定误差 o，并初始化学习次数忌一1； 

Step 2 开始第 k次 自适应学习：在基函数簇中选取 

numW个基函数随机初始化基函数矩阵：xiM，调用矩阵伪逆 

递归求解方法，利用式(9)获得泛函参数A，计算初始误差eT— 

rail； 

Step 3 基函数递归增删操作：调用矩阵伪逆递归求解 

方法，实现选择性删除基函数(删除泛函参数的绝对值最小值 

所对应的基函数)、随机性增加基函数(在基函数簇中剩余的 

基函数中随机挑选一个增加)，并求得新的误差 e 和泛函参 

数a ，比较e 和 errall的值，并保存较小的误差到errall及 

其相对应的泛函参数A；比较 errall与判定误差 。的大小， 

若大于或者等于 ，则反复执行该操作直至达到迭代次数阈 

值 L闺；否则终止该操作； 

Step 4 保存该次 自适应学习中最小的误差值、相应的 

基函数矩阵及泛函参数；k=k+1；重新开始 Step 2，直到达到 

学习次数阈值 ； 

Step 5 输出结果。 

图 5给出了程序流程图。 

图 5 基函数递归泛函神经元网络学习算法流程图 

( o) 5 数值实验仿真结果 

【w 一[ G2 1 G2 

式中，b代表新增的一个行向量；D代表矩阵G 与 G2相同的 

为了验证本文学习算法的性能，通过 Matlab编程，采用 

以下 2个 目标函数分别对泛函神经元网络进行仿真 ，基函数 

簇都选取{ ，z ，⋯，-z。}，在区间[一2，2]内以 0．01的采样间 

隔得到 401个训练样本集。基函数个数 的确定方法采用逐 

次“加 1”的方法；随机初始化基函数矩阵，通过选择性删除基 

函数、随机增加基函数操作来实现自适应学习 50次，下面给 

出算法实验仿真结果。 

在结果出现了误差相同或者相近的情况下，借助基函数 

复杂度来进行评判，复杂度最小的组合为最优解。所谓基函 

数复杂度是指基函数有效项(泛函参数中某个行向量为 0所 

对应的基函数为无效项，见表1中的 一8)的幂指数之和，用 

S表示。 

例 1 以 —z。+cos 为例，该泛 函神经元学习算法学 

习的结果如表 1所列。 

当n=5、6、7⋯8 9 10时，总误差errall都接近2．055370e--011。 
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在这种情况下，综合考虑基函数复杂度s的大小，确定选取5 

个基函数泛函神经元网络就能达到较高的精度。图6给出了 

一5时的逼近效果图。 

表 1 y=x2+co 实验结果 

n 泛函参数ai 基函数 S 总误差 errall 

2 O·95031449359931 f1
，X2) 2 0．36463898647933 O

．

62847677652329 il’ j ’ 

0．998262O47O9741 

3 0．5O92O0793737O4 f1，](2，X4} 6 4．597114203323665e--004 

0．03461646715329 

0．99996797559312 

4 O·50028856184423 {1．x2 ， 12 1
． 581041839511759e一 007 

0．04126782770840 ，x6) 

一 0．OO121341978567 

0．999999636O6829 

0．50000499640243 
5 0．04165584024909 ¨ ’ ’ 20 2

． 055374796712058e--011 

一

O．00138074216031 x8 x8) 

0．00002230025410 

0．999999636O68 J】 

0．5000049964041 4 

6
—

0．

．

04165584024716 {1

，

,X2

，

,X4

)

,

0 00138074215937 x6 x8 x9 3。 2．。55374796644235e 。11 
一

． ， ， } 

0．OOOO223OO25397 

0．OO00OOOOOOOOO0 

0．999999636O68O9 

0．O0O0OOO0OOOOOO 

0．5OOOO49964O38O {1，X，x2， 

7 0．O4165584O24746 x4，x6， 28 2．O55374796625120e--011 

一

O．O0138O74215933 x7，x8} 

0．OOOO0O0OOOOOOO 

0．OOO0223OO25397 

0．99999963606805 

—

0．00000000000000 

0．5OOOO49964O386 {1，X，X2， 

8 。。04 。5 84。。 z7 X4 ：， 30 2．o55374796611133e一011 

O 

O 

0．OO138O74215941 x9 

． OOOO223OO25396 

图6 n一5时的逼近效果图 

例 2 以 —sinx为例，该泛函神经元网络学习算法结果 

如表 2所列。 

当n=5、6、7⋯8 9 10时，总误差errall都接近 1．73369e--013。 

在这种情况下，综合考虑基函数复杂度 s的大小，确定选取 5 

个基函数泛函神经元网络就能达到较高的精度。图7给出了 

=5时的逼近效果图。 
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图 7 ”一5时的逼近效果图 

以上两例，也可以选用其它基函数，如指数基函数{1，矿， 

e ，⋯，e ，⋯}、三角基函数 {1，sinx，COSX，sin2x，cos2x，⋯， 

sinix，cosix，⋯}以及傅立叶基函数等都可实现其逼近，且可 

达到预定的精度。 

表 2 一sinx实验结果 

n 泛函参数ai 基函数 S 总误差 

errall 

5 

0．97162531780000 

— 0．132676797O7253 

0．99904946415567 

0．1645139O817154 

0．0071279774O939 

0．9999828768119O 

一 0．1666O384596057 

0．00827182879236 
—

0．00017615850600 

0．9999998O8O7986 

— 0．166665628927O3 

0．008331 77718820 

— 0．OOO19746539851 

0．0OO0O25O324588 

0．99999980807097 

— 0．16666562889963 

—

0．OOOOOO0OOOOOOO 

0．00833177716440 

一 O．00019746539061 

0．OOOOO25O3245O1 

0．OO0OO0O0O00OOO 

0．99999980807O96 

一 O．OOOOOOOO0O0OOO 

一

0．16666562889958 

0．008331777 l6440 

— 0．00019746539064 

0．00000250324502 

{X，x3) 4 0．01568264861671 

{X，x3，X5} 9 9．782908095437936e--006 

16 2．007261585142145e-- 009 

’ 25 ]
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x } 
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0．0OOOO00O0O0OO0 

0．9999998O807127 
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8 0·O000000000000O 
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．
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一

0．OOOOOOOOOOOOOO 

0．00000250324504 

O．OOOOOOOOOOOOOO 

0．99999980807102 

— 0．OOOO0OOOOOOOO1 

— 0．16666562889970 {1，x，X2， 

9 0．OOOOOOOOOOOOO1 X3，)[4，x5， 37 1．733687606328264e 013 

0．00833177716462 x6，x7，x9} 
～ O．OO0O0OOOOOO00O 

～ 0．00019746539074 

0．00000250324502 

0．OOOOOOO0O0O()1 1 

0．9999998O8071]9 

～ O．OOOOOOOOOOOO77 

～ O．1666656289O023 {1，x， ， 

i0 0·O0000000000091 X3，X4， 
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～

0．00000000000036 x7， ，X9 l 
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0．OOOOOOOOOOOOO4 

0．0OOOO25O3245O5 

结束语 文中提出一种基函数可递归的泛函神经元网络 

学习算法，通过数值实验可看出，它在规模较小时就能达到较 

高的精度，逼近效果也很好。因此，基于基函数递归的泛函神 

经元网络学习算法可在任意给定的基函数簇得到最优解。而 



传统的逼近方法先确定函数的结构形式，然后用最小二乘法 

确定参数，事实上这种假设在实际应用中是不合理的；而基于 

基函数递归的泛函神经元网络学习算法，可实现函数结构和 

参数共同自适应调整，且具有自适应性和鲁棒性，将在实时在 

线辨识中有着广泛的应用。 。 
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