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一 类有 限域上的置换多项式 
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摘 要 有限域上的置换多项式在科学工程 中的多个领域有着广泛的应用，尤其应用于现代通讯、密码学等领域中。 

基于Zha等人在文献[23]中提出，当t为偶数时，有限域 n上形如( 一 + + + 'r(z)的多项式是置换的，通 

过进一步研究，运用证明置换 多项式的一般方法，将其改进为无论 t为奇数或偶数。( ⋯ ～ + + +b~Pr(x)形 

式的多项式在 F 上均是置换的。 
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Class of Permutation Polynomials over Finite Fields 

WEI Qing SUN Guang-hong 

(College of Science，Hohai University，Nanjing 211100，China) 

Abstract Permutation polynomials over finite fields have been applied in wild areas of science and engineering，especial— 

ly in the modem communication technology，cryptography and SO on．Based on paper[23]，it has been proved that when 

t is any even integer，the form ( 一 + ) +72+卢Tr( )is a class of permutation polynomials over F ．Our work 

proved that whenever t is any even or odd integer，the form (2k 一 + + +JGTr(z)is perm utation polynomials 

over ． 
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1 引言 

设 P是素数， 为含有 户个元素的有 限域 ，其特征值为 

P。设 n[司是有限域 上的多项式环。如果多项式_厂( )∈ 

[ ]诱导出一个从 到 自身的双射，那么称多项式 

厂( )是 F 上的一个置换。 

有关有限域上的置换多项式的研究已有多年 ，其在编码、 

密码和组合设计理论中均有着重要的应用[1。]，因此构造新的 

置换多项式是人们迫切关心的问题。 

Lidl和MullenE ]最早提出发现和构造新的置换多项式 

这一公开性问题。Coulter等人_7]利用迹函数和线性化多项 

式构造出形如 L( )+xh(了、rF ，F̂( ))的置换多项式，Mar— 

cosE。]构造了形如 bL(z)+ ( ／， ( ))的置换 多项式。 

基于文献[8]中的前 4类构造，ZieveE 推广为更一般的形式， 

如( 一 + ) +L( )。Helleseth和 ZinovievC ]最早开始 

研究形如( --X+ +L(z)的置换多项式。之后，更多的 

学者也开始研究这类置换多项式。Yuan等_1 在 F2m上构造 

了形如(x2+X+ +z的置换多项式 。进一步，构造了在 

F 上形如( 一z+ +L(z)的置换多项式。Zeng等[1 ]补 

充了Yuan等在文献[11]中的结果，得到F 上形如( 一z 

n
打t

一 1 

+ 州+ + 的置换多项式。 

近年来，Cao等人利用分段函数 ，(z)一∑ (z)I ( ) 

构造置换多项式及 置换多项式 的逆m ，Yuan等人 利用 

AGW 准则 建立交换图构造 上 的置换多项式[16 17一，其 

中，Yuan等总结了形如(z +口z+ 十 一d ( =2，3，4， 

6)多项式的置换性 。之后，Zheng等人 ” 将其推广为形如 

-厂( )一(axq+ +c) ((axq+妇+f)‘q一 ’ )+盯 +伽 的 

更一般形式。Tu等人利用迹函数构造特征值为奇的有限域 

2m上形如( 一z+ +L( )的置换多项式 ]，以及偶特 

征值 F22m上(z +z+ +xE ，并构造厂(z)一(了 (z)+ 

∞ 十L( )形式的置换多项式[ ]。 

本文基于文献[23]的研究结果，构造 n上新形式的置 

换多项式 ，如( 一 + + + ( )。 

设n>l是一个给定的正整数。丁rF ／ (z)是从 n到 

F 的迹函数，记为： 

Tr(x)一r，rF ／F (z)一z+ +⋯+ 一 

2 主要结果 

本节构造新的形如( 州一 + )r+L( )的置换多项 

式。 
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引理 1C。 设多项式 -厂( )∈Fp- ]是 F 上的置换多项 

式当且仅当以下结论之一成立： 

1)映射 f：C卜-厂(f)是满射 ； 

2)映射 f：c卜-厂(c)是一一映射； 

3)对于任意的元素 aE ，厂(z)一口在 F 有一个解 ； 

4)对于任意的元素aE ，，(z)一口在F 有唯一解。 

定理 11。。 设 t为偶数， 一2k。令 p，y∈ ，r=／=o， ∈ 

， 一 一 艿，且 Tr(flY )≠一1，那么 

，( )=( 一 + t+7 + rr( ) 

是有限域F 上的置换多项式。 

上述定理只讨论了t为偶数的情形，当t为奇数时，该多 

项式是否为置换多项式没有涉及。本文进一步研究得到以下 

定理 。 

定理 2 设 k为正整数， 一2k。令 ∈F ， 一一 ， 

Tr(fl~一 )≠一1。，( )一(xpi 一 + +rx+fiT~(x)是 

有限域F 上的置换多项式当且仅当以下条件之一成立： 

1)t为偶数，卢，)，∈ ，且 0； 

2)￡为奇数， y∈ ，卢 一一 一一y且)，≠0。 

证明：假设 X，口∈ 使得厂(z)一，( +a)成立，可得 

以下等式成立： 

( 州 一 +艿+口 一 )t一( 州 一 + t 

一一7a--~Fr(a) (1) 

对式(1)两边同时取 次幂，可得 ： 

(a 州一 +扩+ 抖 一 州)t一( 抖 一 + 

矿 ) 一 。 一 n (。) 

化简可得： 

(xP一 州 一 + 一口 州 )t一( 一 州 一 t 

=一 口 _flpkTr(口) (2) 

1)当t为偶数时，因卢 =fl， = O，代入式(2)可得： 

( 州一 + +口 州一 )r一(∥州一 + r 

一一y口 一fiTr(n) (3) 

结合式(1)和式(3)，得： 

一 ~a--flTr(a)一一 一 rr(口) 

口一口pk即 口 一口pk十 

将 ap：口 代入式(1)，可得一 一 1r(口)=O 

口一一 1Tr(a) 

Tr(a)=一Tr( )Tr(a) 

又因为 n ( )≠～1，有 口一Tr(a)=0。从而 厂(z)= 

(xpk 一 + t+yz+ n( )是 F 上的置换多项式 。 

2)当 t为奇数时，因 一一p， 一一y≠0，再 由式(2) 

可得 ： 

一 [( 一 + +口 ．1一 )tm( 州一 + ] 

一yn +yD(a) 

即 

( 一 + +口 一 ) 一( 州 一 + 

一 一  一 flTr(口) (4) 

由式(1)和式(4)可得： 

一 ~a--ffFr(a)一一y口 一 (口) 

口==口 即口p==以 十 

将 一 代入式(1)，可得 )'a+fiTr(a)一O，n=一 

Tr(a)，Tr(a)一一n ( 厂 )Tr(a) 

又因为 11r( )≠一1，故 n—Tr(a)一O。 

因此 ，(z)一( 一 + +Yx+fiTr(x)是 上 的 

置换多项式。证毕。 

在定理2中，无论指数t为奇数或偶数，_厂(z)一( 一 

+ + +ff／',-(x)在某种限定条件下都是 上 的置换 

多项式。 

下面，对形如(xpk + + +Yz+~Tr(x)的多项式进 

行讨论。 

定理 3 设 P为奇素数，k为正整数， 一2k。若 ，p∈ 

F ，)，∈ n， =一y≠o且 Tr( )≠一1，那么 ，(z)一 

( + + + + ( 是有限域 上的置换多项式。 

证明：假设 ，。∈ 使得_厂(z)=，(z+n)成立，可知： 

( + + + 州 + )t一( 州 + + 

=一Ya--ffFr(a) (5) 

上面等式两边同时取 次幂： 

( 抖 + +扩+口 州+ )r一( 抖 +∥州+ 

) 一 。pk一 丁r (口) 

化简可得 ： 

( + 州 +汁  +口ph ) 一( + + r 

一  口 pk
一 口 Tr(口) (6) 

由 一 ， ： 一一)，≠o，结合式(5)和式(6)，可得： 

一 Ya--ffI'r(a)一 一 rr(口) 

口：一口 即口p一一口 州 

将 一一口 代入式(5)得到 一；Ca一 (口)一0，口一 
一  Tr(a)，Tr(a)一一n ( )Tr(a) 

又由 丁r( )≠一1，故口一Tr(a)一O。 

因此 -厂( )一( + + +~x+flTr(x)是有限域 

F 上的置换多项式。证毕。 

定理 3证明了在某些限定条件下，无论指数 t为偶数或 

奇数，多项式( + + +Ix+~Tr(x)在 上都是置 

换多项式。同样 ，考察形式(z + + 一 + pn( )或 

(z + + +惭一flrr( )的多项式在有限域 上都是 

置换的。 

结束语 基于 Zha等人对于( 一 + + +flTr(x) 

形式的多项式的研究，本文通过进一步研究得到无论 t为奇 

数或偶数，在某些条件下，(z 一 + ) + +pn( )形 

式的多项式在有限域 上也是置换多项式；并且研究了形 

如( + + t+ + (z)的多项式形式在以奇素数 

为特征值的有限域上也是置换的，从而得到一类新的置换多 

项式( 一 + + +p (z)。 
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