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摘　要　信息系统中的知识约简和知识发现是粗糙集理论的重要研究方向.针对决策系统中的不可区分关系及区分

关系,给出相应的协调集判定定理,进而借助区分矩阵及区分函数给出属性约简方法,并借助实例将其与已有的相关

研究工作进行了对比分析.
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１　引言

粗糙集理论是一种处理不确定性问题的数学工具,由波

兰学者Pawlak[１]于１９８２年首次提出,已经在理论和应用方

面取得了长足的发展,受到了学术界的广泛关注.目前,粗糙

集理论已经在人工智能、知识与数据发现、模式识别与分类、

故障检测等方面得到了广泛的应用.

信息系统理论研究是粗糙集理论的一个重要方向,其中

的约简问题是粗糙集理论和应用研究的热点问题.不可区分

关系[１Ｇ２]是粗糙集理论的基础,其实质指出这样一个事实:由

于我们认识问题的深入程度有限,或者可获得的数据样本不

完备,使得我们缺乏足够的知识去区分论域中的某些数据对

象.基于不可区分关系,人们从相关实际问题的研究背景出

发,提出了多种信息系统知识约简标准及约简理论,如正域约

简[２]、分配约简[３]、分布约简[３]、最大分布约简[４Ｇ５]、基于信息

熵的约简[６]、M 约简[７]、基于关系的约简[８]等.相关约简理

论还被应用于不完备决策系统[９].目前,基于决策粗糙集理

论的决策系统约简是热门研究方向,受到了学术界的广泛关

注[１０Ｇ１１].以上约简大多可以通过Skowron等[１２]提出的区分

矩阵与区分函数获得,但其中涉及的布尔合取范式到布尔析

取范式的转换是 NPＧ难问题.因此,人们分别从属性依赖度、

属性信息熵、属性在区分矩阵中出现的频率等角度提出了属

性重要度,进而基于属性重要度设计了一些计算约简的启发

式算法[１３Ｇ１７].不可区分关系用于刻画信息系统中对象的相

似性,具有明确的语义解释,即具有相同描述的对象之间不可

区分.目前,完备信息系统属性约简主要针对不可区分关系

进行讨论.Zhao等[１８]认为,作为不可区分关系的对偶关系,

区分关系的研究同样具有重要的理论意义,进一步提出了弱

不可区分关系、区分关系、弱区分关系的概念,讨论了它们的

基本性质及相互关系.本文在文献[１８]相关研究工作的基础

上,进一步讨论了基于不可区分关系以及区分关系的决策系

统约简方法.

２　Pawlak粗糙集模型

Pawlak粗糙集模型[１]将知识理解为对对象进行分类的

能力,形式化的知识通过论域(即所讨论对象构成的集合)上

的等价关系进行刻画.论域的子集从外延角度理解为概念.

如果某子集恰为若干等价类的并集,则它表示一个精确概念,

否则表示不确定性概念.在粗糙集模型中,不确定性概念借

助上、下近似算子通过精确概念进行逼近.



定义１[１]　设U 是非空集合,称为论域,R是U 上的一个

等价关系,称(U,R)为一个近似空间.对于任意的 X⊆U,X
关于(U,R)的上、下近似分别定义为:

R(X)＝{x∈U;[x]R∩X≠Ø} (１)

R(X)＝{x∈U;[x]R⊆X} (２)

其中,[x]R＝{y∈U;(x,y)∈R}为x关于R 的等价类.

信息系统属性约简和知识获取是粗糙集理论的重要研究

方向.一个信息系统是一个四元组T＝(U,A,V,f),其中U
是非空有限集合,称为论域,其中的元素被称为对象;A 是非

空有限集合,其中的元素被称为属性;V＝ ∪
a∈A

Va,Va 是属性a

的取值构成的集合,被称为a的值域;f:U×A→V 被称为信

息函数,它为每个对象关于每个属性赋予一个信息值,且对于

任意的x∈U,a∈A,有f(x,a)∈Va.

一个决策表是一个信息系统S＝(U,A,V,F),其中属性

分为条件属性和决策属性,即A＝C∪D,C∩D＝Ø,C 和D
分别为条件属性和决策属性构成的集合.本文仅考虑只有一

个决策属性d的决策表S＝(U,C∪{d},V,F).

设S＝(U,A,V,f)是信息系统.对于任意的B⊆A,由B
确定的不可区分关系Ind(B)可定义为:对于任意的x,y∈U,

(x,y)∈Ind(B),当且仅当对于任意a∈B,f(x,a)＝f(y,a).

显然,不可区分关系Ind(B)是一个等价关系,由Ind(B)

可以决定对象集合U 的一个划分{[x]B;x∈U},其中[x]B 是

x 关于Ind(B)的等价类.对于任意的a∈A,将Ind({a})简

记为Ind(a),显然有Ind(B)＝ ∩
a∈B

Ind(a).因此,当B⊆C⊆

A 时,有Ind(C)⊆Ind(B).

设S＝(U,A,V,f)是信息系统,B⊆A.Zhao等[１８]提出

了如下关系:

１)由B确定的弱不可区分关系WInd(B)定义为:对于任

意的x,y∈U,(x,y)∈WInd(B),当且仅当存在a∈B,使得

f(x,a)＝f(y,a).

２)由B确定的区分关系Dis(B)定义为:对于任意的x,

y∈U,(x,y)∈Dis(B),当且仅当对于任意的a∈B,f(x,a)≠

f(y,a).

３)由B确定的弱区分关系WDis(B)定义为:对于任意的

x,y∈U,(x,y)∈WDis(B),当且仅当存在a∈B,使得f(x,

a)≠f(y,a).

显然,WInd(B)是自反、对称关系,而 Dis(B)与 WDis
(B)是反自反(即对于任意的x∈U,有(x,x)∉Dis(B),(x,

x)∉WDis(B))、对称关系.一般情况下,WInd(B),Dis(B)

与WDis(B)都不具有传递性.对于任意的a∈A,B⊆A,下

列性质显然成立[１８]:

１)Ind(a)＝WInd(a),Dis(a)＝WDis(a);

２)Ind(B)＝ ∩
a∈B

Ind(a),Dis(B)＝ ∩
a∈B

Dis(a);

３)WInd(B)＝ ∪
a∈B

WInd(a),WDis(B)＝ ∪
a∈B

WDis(a);

４)WDis(B)＝U×U－Ind(B);

５)WInd(B)＝U×U－Dis(B).

由性质５)可知,WDis(B)与Ind(B)、WInd(B)与 Dis
(B)分别互为关于U 的补关系.因此,仅需讨论关于Ind(B)

与Dis(B)的约简问题.Zhao等[１８]针对以上关系分别提出了

不可区分约简和区分约简、不可区分Ｇ区分约简的概念,并借

助区分矩阵与区分函数给出了约简计算方法.

不可区分关系与区分关系可以推广至决策系统.设S＝
(U,C∪{d},V,F)是一个决策表.对于任意的B⊆C,相对于

决策属性d而言,由B确定的相对不可区分关系IndB(d)和

相对区分关系DisB(d)可分别定义为[１８]:

IndB(d)＝{(x,y)∈U×U;∀b∈B(f(x,b)＝f(y,b))∧

f(x,d)＝f(y,d)} (３)

DisB(d)＝{(x,y)∈U×U;∀b∈B(f(x,b)≠f(y,b))∧

f(x,d)≠f(y,d)} (４)

Zhao等[１８]对IndB(d)与 DisB (d)的相关特性进行了系

统的分析并提出了相对约简的概念.本文进一步讨论基于

IndB(d)与DisB(d)的决策系统属性约简问题,并借助区分函

数给出约简方法.

３　决策表基于相对不可区分关系的约简

定义２　设S＝(U,C∪{d},V,F)是一个决策表,B⊆C.

如果IndB(d)＝IndC(d),则称B 为S 的相对不可区分协调

集.如果B为S 的相对不可区分协调集,且对于任意b∈B,

B－{b}不是S的相对不可区分协调集,则称B为S 的相对不

可区分约简.

对于任意x,y∈U,令

Dmd(x,y)＝
{a∈C;f(x,a)≠f(y,a)}, 若f(x,d)＝f(y,d)

Ø, 若f(x,d)≠f(y,d){
基于Dmd(x,y),给出如下的关于相对不可区分协调集

的判定定理.

定理１　设S＝(U,C∪{d},V,F)是一个决策表,B⊆C.

IndB(d)＝IndC(d)的充分必要条件是:对于任意x,y∈U,若

Dmd(x,y)≠Ø,则B∩Dmd(x,y)≠Ø.

证明如下.

必要性:假设IndB(d)＝IndC(d),且x,y∈U 使得Dmd

(x,y)≠Ø.于是f(x,d)＝f(y,d),且存在a∈C 使得f(x,

a)≠f(y,a),从而(x,y)∉IndC(d),故有(x,y)∉IndB(d).

又有f(x,d)＝f(y,d),因此存在a∈B 使得f(x,a)≠f(y,

a),故B∩Dmd(x,y)≠Ø.

充分性:假设对于任意x,y∈U,当Dmd(x,y)≠Ø 时,有

B∩Dmd(x,y)≠Ø.IndB(d)⊇IndC(d)显然成立.对于任

意x,y∈U,若(x,y)∉IndC(d),则f(x,d)≠f(y,d),或存在

a∈C使得f(x,a)≠f(y,a).若f(x,d)≠f(y,d),则由定义

可得(x,y)∉IndB(d);若f(x,d)＝f(y,d),则存在a∈C 使

得f(x,a)≠f(y,a),从而Dmd(x,y)≠Ø.由假设可得B∩
Dmd(x,y)≠Ø,即存在b∈B 使得f(x,b)≠f(y,b),因此有

(x,y)∉IndB(d).故IndB(d)⊆IndC(d).

令FDm ＝∧{∨Dmd(x,y);Dmd(x,y)≠Ø},称FDm 为S
的相对不可区分函数.基于Skowron等[１２]的区分函数可以

得到如下约简方法.

推论１　设S＝(U,C∪{d},V,F)是一个决策表,B⊆C.

B为S 的相对不可区分约简的充分必要条件是:∧B 为FDm

的一个主蕴涵.
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例１　考虑如表１所列的决策表[１８].

表１　决策表

Table１　Decisiontable

a b c d e f D
o１ １ １ １ １ １ １ ＋
o２ １ ０ １ ０ １ １ ＋
o３ ０ ０ １ １ ０ ０ ＋
o４ １ １ １ ０ ０ １ －
o５ １ ０ １ ０ １ １ －
o６ ０ ０ ０ １ １ ０ －
o７ １ ０ １ １ １ １ －
o８ ０ ０ ０ ０ １ １ －
o９ １ ０ ０ １ ０ ０ －

其中,U＝{oi;１≤i≤９}为对象集,C＝{a,b,c,d,e,f}为

条件属性集,D 为决策属性.由定义２,Dmd(x,y)的具体情

况如表２所列.

表２　相对不可区分约简的区分矩阵

Table２　Discernibilitymatrixofrelativeindiscernibilityreduction

o１ o２ o３ o４ o５ o６ o７ o８

o１ Ø
o２ bd Ø

o３
ab
ef

ad
ef

Ø

o４ Ø
o５ be Ø

o６
abc
def

ac
df

Ø

o７ bde d acf Ø
o８ abce ac df acd Ø
o９ bcdf cd ae cef ad

ef ef

因此,有:

FDm ＝∧{∨Dmd(x,y);Dmd(x,y)≠Ø}

＝d∧(a∨e)∧(a∨c)∧(b∨e)∧(c∨e∨f)

＝(a∧d∧e)∨(c∧d∧e)

∨(a∧b∧c∧d)∨(a∧b∧d∧f)

故其相对不可区分约简为{a,d,e},{c,d,e},{a,b,c,d}

和{a,b,d,f}.

注:此例中的相对不可区分关系IndC(D)＝{(x,x);x∈

U}为论域U 上的恒等关系.Zhao等[１８]针对该决策表得到的

相对不可区分约简为{a,b,d,e},{b,c,d,e},{a,b,c,d}和{b,

c,d,f}.事实上,B＝{b,c,d,f}并不是相对不可区分约简,

因为显然有(o６,o９)∈IndB(D),(o６,o９)∉IndC(D),所以可得

IndB(D)≠IndC(D),即B＝{b,c,d,f}不是相对不可区分协

调集.另外,E＝{a,b,d,e}也不是相对不可区分约简,因为从

E＝{a,b,d,e}中删除属性b后得到的{a,d,e}仍然为相对不

可区分协调集.对于对象x,y∈U,当它们的决策属性值相

同,即f(x,d)＝f(y,d)时,需要进行区分;而当它们的决策

属性值不同时无须区分.因此,文献[１８]将区分属性定义为:

Dmd(x,y)＝
{a∈C;f(x,a)≠f(y,a)}, 若f(x,d)≠f(y,d)

Ø, 若f(x,d)＝f(y,d){
是错误的.

４　决策表基于相对区分关系的约简

定义３　设S＝(U,C∪{d},V,F)是一个决策表,B⊆C.

如果DisB(d)＝DisC(d),则称B为S 的相对区分协调集.如

果B为S 的相对区分协调集,则称B 为S 的相对区分约简,

且对于任意的b∈B,B－{b}不是S的相对区分协调集.

对于任意的x,y∈U,令

Imd(x,y)＝
{a∈C;f(x,a)＝f(y,a)}, 若f(x,d)≠f(y,d)

Ø, 若f(x,d)＝f(y,d){
定理２　设S＝(U,C∪{d},V,F)是一个决策表,B⊆C.

DisB(d)＝DisC(d)的充分必要条件是:对于任意的x,y∈U,

若Imd(x,y)≠Ø,则B∩Imd(x,y)≠Ø.

证明如下.

必要性:假设 DisB (d)＝DisC(d),且x,y∈U 使得Imd

(x,y)≠Ø.于是f(x,d)≠f(y,d)且存在a∈C使得f(x,a)＝

f(y,a),从而(x,y)∉DisC(d),故有(x,y)∉DisB(d).又由

于f(x,d)≠f(y,d),因此存在a∈B使得f(x,a)＝f(y,a),

于是a∈Imd(x,y).故B∩Imd(x,y)≠Ø.

充分性:假设对于任意的x,y∈U,当Imd(x,y)≠Ø 时,

有B∩Imd(x,y)≠Ø.DisB(d)⊇DisC(d)显然成立.对于任

意的x,y∈U,若(x,y)∉DisC(d),则f(x,d)＝f(y,d),或存

在a∈C使得f(x,a)＝f(y,a).若f(x,d)＝f(y,d),则由

定义可得(x,y)∉DisB(d);若f(x,d)≠f(y,d),则存在a∈

C使得f(x,a)＝f(y,a),从而Imd(x,y)≠Ø.由假设可得

B∩Imd(x,y)≠Ø,即存在b∈B 使得f(x,b)＝f(y,b),因此

有(x,y)∉DisB(d).故DisB(d)⊆DisC(d).

令FIm ＝∧{∨Imd(x,y);Imd(x,y)≠Ø},称FIm 为S 的

相对区分函数.

推论２　设S＝(U,C∪{d},V,F)是一个决策表,B⊆C.

B为S 的相对区分约简的充分必要条件是:∧B 为FIm 的一

个主蕴涵.

例２　考虑例１中的决策表.由定义３,Imd(x,y)如表３
所列.

表３　相对区分约简的区分矩阵

Table３　Discernibilitymatrixofrelativediscernibilityreduction

o１ o２ o３

o４ abcf acdf ce
o５ acef abcdef bc
o６ de be abdf
o７ acdef abcef bcd
o８ ef bdef ab
o９ ad ab bdef

因此,有:

FIm ＝∧{∨Imd(x,y);Imd(x,y)≠Ø}

＝(a∨b)∧(a∨d)∧(b∨e)∧(b∨c)

∧(c∨e)∧(d∨e)∧(e∨f)

＝(a∧b∧e)∨(a∧c∧e)

∨(b∧d∧e)∨(b∧c∧d∧f)
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故其相对区分约简为{a,b,e},{a,c,e},{b,d,e}和{b,c,

d,f}.

注:容易验证,此例中相对区分关系DisC(D)＝Ø.Zhao
等[１８]分别针对决策属性值＋和－计算属性约简,得到的相对

区分约简为:

f(im＋ )＝c∨(a∧b∧d)∨(b∧d∧e)∨(b∧d∧f)

f(im－ )＝(a∧b∧d)∨(a∧c∧d∧e)∨(a∧c∧e∧f)∨
(b∧c∧d)

因此,B＝{a,b,d}是相对区分＋约简,也是相对区分－
约简.事实上,经计算可得:

DidB(D)＝{(o１,o８),(o８,o１),(o３,o４),(o４,o３)}

因此,DidB(D)≠DidC(D),即B不能保持相对区分关系

不变,故B不是相对区分约简.对于对象x,y∈U,在相对区

分约简的标准下,当它们的决策属性值不同(即f(x,d)≠

f(y,d))时,需要区分;而当它们的决策属性值相同时无须区

分.因此,文献[１８]将区分属性定义为:

Imd(x,y)＝
{a∈C;f(x,a)＝f(y,a)}, 若f(x,d)＝f(y,d)

Ø, 若f(x,d)≠f(y,d){
是错误的.另外,相对区分约简应针对所有决策属性值统一

计算.

结束语　信息系统中的知识约简和规则获取是粗糙集理

论的重要研究方向.针对完备信息系统,相关文献大多基于

不可区分关系讨论其约简问题,基于区分关系的约简问题研

究较少.本文针对完备决策系统中的相对不可区分关系及相

对区分关系,给出了协调集判定定理,进而借助区分矩阵与区

分函数给出了相对不可区分约简及相对区分约简的计算方

法.本文给出的约简与已有约简(如正域约简、分配约简等)

之间的关系需要进一步研究.另外,高效约简算法的研究也

具有重要意义.
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