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模糊聚类中判别聚类有效性的新指标 

洪志令 姜青山 董槐林 Wang Sheng—Rui。 

(厦门大学计算机科学系 厦门大学软件学院 厦门361005) 

(Department of Computer Science，University of Sherbooke．Quebec，Canada)。 

摘 要 本文提出了一个在模糊聚类中判别聚类有效性的新指标。该指标可有效地对类问有交叠或有多孤立点的情 

况做 出准确 的判定。文中基于模糊 C一均值 聚类算法(FCM)，应用 多组的测试数据 对其进行 了性能分析 ，并与当前较广 

泛使用且较具代表性的某些相关指标进行 了深入的比较 。实验结果表明，该指标函数的判定性能是优越 的，它可以自 

动地确定聚类的最佳个数。 
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Abstract In this paper，we propose a new validity index for determining the number of clusters、It is based on a novel 

way of combining cohesion and discrepancy、Extensive tests of the index in a conventional model selection process 

(FCM algorithm)have been performed using generated data sets and public domain data sets，and comparison with 

several existing and important indices has been made．The results obtained show clearly the efficiency of the new in—— 

dex under the condition of overlapping clusters、 
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1 引言 

聚类分析是研究和处理给定对象分类的数学方法，它按 
一 定的距离和相似性测度将数据划分为一系列有意义的子集 

(或类)，每个子集中的数据尽量地“相似”或“接近”，而子集与 

子集间的数据尽可能地有“很大差异”。目前较广泛使用的聚 

类算法有 K均值(K—Mean)，K—Meriod，模糊 C一均值聚类算 

法(FCM)等。其中FCM 引人了模糊集的概念，可对孤立点、 

成员关系等更好地进行处理，因此更受关注，成为当前研究热 

点之一。使用该算法经常会遇到一系列的问题，如聚类初始中 

心点的选择[】]，模糊因子 m的确定[2 等，这些问题大部分都 

已经得到妥善解决。 

目前，人们关注的焦点是“聚类的有效性问题”，即如何聚 

类才是最合理的，一般采用有效性指标进行评价。迄今为止， 

已经提出了若干检验聚类有效性的指标，其中，较具代表性的 

是Xie和Beni[3 于1991年提出的基于“紧凑度”与“分离度”比 

值的有效性定义。根据该思想，相继提出了一系列的改革与创 

新，如Bensaid【4 于1996年针对“紧凑度”定义中对类大小的敏 

感性问题，提出了改进定义；KwonIs]于1998年针对 c趋近于n 

时，指标的失效性问题，提出了惩罚函数定义；Zahid【6 于1999 

年在考虑数据集几何结构的基础上，加入了对数据集模糊划 

分的考虑等。 

由于这些改进并没有从根本上摆脱整个模型定义的思 

路，“紧凑度”和“分离度”在数值上的悬殊差距一直没有得到 

适当的处理，因而先天不足。我们采用多种不同类型数据，进 

行大量实验测试这些指标，实验结果表明，这些仅在局部上做 

了优化的指标的判定能力并没有得到有效提高，有时甚至与 

实际结果偏差更大。更重要的是，该类指标无法准确处理类间 

有交叠或有多孤立点的情况。 

1998年，Rezaee L1 提出了采用线性组合，并通过比例因 

子对“紧凑度”和“分离度”进行缩放的思想，从而一定程度上 

弥补了度量差别上的缺陷。虽然该指标整体性能上已经有了 

很大提高，但结构上非常复杂，并且经常会给出与事实相悖的 

结果。针对线性组合法的不稳定性，Sun，Wang和JiangE 于 

2001年，2003年两次对其进行了改进，进一步完善了该指标， 

极大地提高了算法的稳定性，并且可以准确处理类间有交叠 

或有多孤立点的情况 

虽然经Sun，Wang和Jiang改进的指标在判定时具有优 

良的稳定性和准确性，但其复杂度仍然比较高，影响了计算效 

率。为此，本文提出了一个新的判别聚类有效性的指标函数。 

该指标也采用线性组合方法，但两个组合项却是通过对Xie、 

Bensaid、Zahid等的指标中“紧凑度”与“分离度”的精确定义 

改进而来，具有一定的直观意义。大量的实验充分证明，该指 

标不仅具有与 Sun，Wang和 Jiang相近的稳定程度，在复杂 

性上也有了一定程度的改善，它对于有交叠或有多孤立点的 

情况都能给出准确的判断，并自动给出正确的最佳聚类数。 

*)本文的研究受姜青山(教授)校科研启动基金(0630一X01117)资助。洪志令 硕士研究生，主要研究方向为数据挖掘、聚类分析。图像处理、数 

据库系统、地理信息系统等。姜青山 教授，研究领域包括数据挖掘、图像处理、数学模型、数据库系统、聚类分析、地球信息系统、数字通信、模糊 

集理论与应用、统计计算等。董槐林 副教授，从事应用软件系统的教学与开发工作。Wang Shengrui 教授，研究领域包括模式识别、人工智能、 

图像处理和理解、知识采集、信息系统 、神经网络 、优化等。 
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本文在结构上将做这样的安排：首先简要地介绍基本的 

FCM算法及利用 FCM 算法求解最佳聚类数的过程．然后详 

细描述我们的新指标，并与当前较广泛使用且较具代表性的 

某些相关指标进行深入的比较，最后通过实验结果报告．进一 

步验证指标的优越性能。 

2 基本算法 

其中：x：{ ． 。⋯ } R 是欧式空间的 维数据集，n是给 

定数据集中的数据个数； 一( ，) 是模糊划分矩阵．它由样 

本 在第 i类中的隶属度组成．且 

∑ 一1 (2) 
，一 1 

V：{ ， 。⋯仉} R 是聚类中心集合，f是聚类中心数； 

模糊因子 m是用来决定聚类结果模糊度的权重指数。 

基本 FCM聚类算法可表示成下面的数学规划问题 ： d( ． )：IIx—yll， ． ∈R 是一个距离函数，如欧几里 

Minimize J(X ,U,V)=耋吝 -z ㈩ 束条 应用 一 

『∑( 一 II／11~厂 ， 一 
“，J： r一 

l 1 

1 0 

∑( ) · ， 
，
： 上  — — 一  

∑(“，，) 
J一 1 

，1≤i≤f 

如果 一 ll>0(V 1≤r≤f) 

如果ll ，一 ，Il一0 

如果存在 r，rzfizt"，IIx，一 ，ll：0 

(4) 

2．1 基本 FCM聚类算法归纳如下 

1．输入聚类数目c，模糊因子 ，确定距离函数II口Il，给 

定迭代终止条件 ； 

2．初始化聚类中心 ( ：1，2⋯f)； 

3．使用式(3)计算； 

“，J( ：1，2，⋯f； 一1，2⋯n)； 

4．使用式(4)计算 ( ：1，2⋯f)； 

5．如果max( 一f圳／IIf川)≤ ，则迭代终止，转步骤6． 
1≤ ，≤ 

否则，令 — (r：1，2，⋯f)，转向步骤3； 

6．输出聚类结果( ， )。 

2．2 利用 FCM算法求解最佳聚类数的过程 

1．选择聚类数的范围[c ，c ] 

2．对于 f：f 到 f 

2．1初始化聚类中心( )； 

2．2应用基本 FCM 算法更新 和 V； 

2．3判断收敛性，如果没有，则转2．2； 

2．4通过有效性指标函数计算指标值 Vd(f)； 

3．比较各有效性指标值，最大(或最小)的指标值 (a ) 

所对应的 即所求的最佳聚类数。 

整个算法的流程如图1所示。最终聚类结果可通过模糊划 

分矩阵【，中的隶属度来确定，即若 UioJ—mfix(“．，)，则将z，归 

入第 。类；也可通过 z 到各聚类中心的距离来确定，即llz，一 

ll—rainlIx，一0ll，则将 z，归入第 。类，其Cio是第 。类的聚类 
l 

中心。 

5 新有效性指标 

有效性指标V (c)衡量了聚类算法结果的好坏，而指标 

的好坏在于对两种冲突标准的协调能力。标准一要求类内部 

尽可能地紧凑，即要求数值上越小越好；标准二要求类与类之 

间的距离尽可能地远离，即要求数值上越大越好。而好的指标 

正是在类内紧凑度与类间分离度之间找一个平衡点，从而获 

得最好的聚类效果。本文将首先简要介绍当前较广泛使用且 

较具代表性的某些指标，然后引入我们的新有效性指标函数， 

并做具体介绍，最后通过实验，对这些指标进行综合比较，并 

给出结论。 
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图1 求解最佳聚类数算法流程 

5．1 模糊聚类中的有效性指标 

3．1．1 Xie—Beni有效性 V (1991)[。] 

(3) 

∑∑“ 一0 
一  

恭 

( ， ，c)是类内紧凑度与类间分离度的比例。其中，函数 

，一上∑∑ 圳 一z川z用来衡量类内的紧凑度，值越小越 
，z i--1 j--1 

紧凑。函数 =minllv．一 川。用来衡量类间的分离度，值越 

大，分离得越好。x ( ， ，c)就是在类内紧凑度与类间分离 

度之间找一个平衡点，使其达到最小，从而获得最好的聚类效 

果。 

3．1．2 Amine M．Bensaid有效性 ‰， (1996)E~] 

⋯ ， 一  

“,~llxJ-v, 

V ( ， ，f)一 厶  ———一  
一  

，z，∑II'Oi--*UtII z 
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其中 ，一 ‰；相对于Xie—Beni的有效性指标，文[43中提到 
， 1 

该指标的优点：(1)、把类间分离度的衡量rain 一 川 替换 
≠  

f 

1  

为厶 一 fll。，可对聚类数目相同．分法不同的情况更好地 

进行比较，因为可能出现不同分法中类间距离最小值相同，而 

其它类间距相差较大，最终结果却是相同的情况。(2)、把类内 

紧凑度的衡量由整体总和上的平均替换为各个类中紧凑度的 

平均和。可使得对各个类的大小不再敏感。实际上，这样的考 

虑并不全面，我们的新指标将给出新的建议。易知。最小的 

V ， ( ，V，f)对应于最好的聚类结果。 

3．1．3 S．H．Kwon有效性 I (1998)[ ] 

 ̂ ( ， ，f)一 
客砉 一 +÷骞 ，一 

1 、_弋 

其中 一÷厶x ；该指标是对Xie—Beni的又一改进。主要体 

现在引入惩罚函数{∑ 一-ll z，即分子中的第二项。在 

变得很大，甚至接近 的情况下，Xie—Beni指标将趋近于0，渐 

渐失去其判定的能力，而经过这样的处理后，它可以有效地缩 

减指标值下降的趋势，从而使该指标仍保持有效。详细论述请 

参见文[5]。最小的对应于最好的聚类结果。 

3．1．4 N．Zahid有效性 Vzahid(1999)[ ] 

— SC1(U，V：X)一SC2( ) 

其中： 

∑ 一_ll ／f 
① C1(u，v：x)一_—— L———————一  

∑(∑( ) 一 Ill／n ) 

1  

这里 ．一2_5‰ ，易知，越大SC-对应越佳分类。SC 考虑了数 

据集的几何结构。 

~sc )一 FS一 
。  

这里，F 一∑∑(∑(min(‰， )z)／~ij)， 

1  

其中j=r-Fi，nij一 min(u )； 

FC= (max z／nb，其中nU一 max ≤ ； 1≤自 ) ，其中 一厶 1≤ ‰ ； 
⋯  ●一 1 

SCa考虑了数据集的模糊划分，其值越小，其分类法越佳。显 

然，对于综合的有效性指标函数 z ，最大值对应于最佳的 

分类数。 

3．1．5 H．Sun—S．Wang—Q．Jiang有效性 ，(2003)E ] 

V )~Sca )+ 

其中： 

÷∑lla(~．)It 
cdf(c)一 研 厂 ， 

这里 l一(zTz) 1， 一  ∑ 且 
_̂ 1 

(x)：{ (x) ， (x)z，⋯．d(x)，} ，d(x) 一土∑( f 
k--1 

一  ) 

)1 0- ⋯ )T O- ‰ (z} 

一  )。 

(P一 1，2，⋯ ，S) 

∞  一 c W,--W~,ilz ， 

这里D～=minh,，--V川(z。 ∈[1，c3)；D =maxll~, 一 川( ，， 

∈[1， ])Scat(c)表示类内紧凑度，Sep(c)表示类问分离度，权 

重因子a=Sep(C )用来补偿它们的度量差别，它实际是一 

个关于类内紧凑度和类间分离度的线性组合：a·Scat(c)+ · 

Sep(c)。它的本质就是如何确定a， ，或a与 的比值，以补偿 

它们之间的度量差别。最小的 ( 。 ， )对应于最佳的聚 

类数。 

5．2 一个新的有效性指标函数 

在实验的过程中，我们发现，当前使用的有效性指标对于 

类间有交叠或有多孤立点情况的处理还存在缺陷，对此类情 

况无法做出准确判别。然而在实践应用中，类间有交叠或有多 

孤立点情况是经常出现的，这引发了我们的研究。综合考虑前 

面各指标的优缺点，并结合实验进行深入考察与验证后，我们 

提出了如下的指标函数： 

( ， ：X)=Coh(c)+口·Dis(c) 

其中： 

①c。̂(f)：∑(∑( ) 一 聃) 

②Dis(c)一1／rainf J 一"川 

这里 ：÷∑ ．一∑ 。 
‘ i= 1 I毫 1 

Coh(c)表示类内紧凑度。这样的定义可以把各个类的个 

性体现出来，其值越小越好。Dis(c)表示类问分离度，当类间 

分离得较好时，类问的最小距离将大些，通过取倒数，将类内 

与类间数值的矛盾消除，从而达到预期的效果。 

该指标的核心在于比例因子的计算。首先要注意的是，比 

例因子是关于 C～的函数，这是我们经过分析比较并结合实 

验得出的结论：在各种不同的聚类数中，计算指标值必须有一 

个共同的参照，我们把参照选定为关于c 的函数。其次，我 

们考虑 Coh(f)与 Dis(f)度量值的差距，参照标准化处理方 

法，并结合类比的思想，把每一个类及其所属成员想象为一个 

大成员，由这些大成员又组成一个新的“大类”，如图2所示。 

图2 

这样，通过“大类”与原来“小类”的相似性．很容易把“大 

类”的度量缩放到小类中去。基于此思想并结合实验，我们提 

出了如上指标函数。比例因子中的B(C～)代表“大类”中各 

成员到“大”聚类中心的平均距离， (e～)代表“小类’’中各成 

员到“小”聚类中心的平均距离。最小的 ，( ，V： )对应于 
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最佳聚类数。 

该指标的另一创新之处在于对 (c一)的定义，比例因子 

作为一个共同的参照，必须或尽可能地做到对各种不同分类 

法，类的不同大小不敏感，也就是说要归一到统一的共性上。 

_、 

很容易看到它与Coh(c)定义的区别，我们对 一厶 做了 

开方处理 ，即 n ，g：1／2。 

为什么做这样的处理?考虑一般情况，假设在分类数 C 

较小的时候，某个类有50个成员，它们到该类聚类中心的距离 

总和为D ，随着C的变大，该类成员数变少，假设现在剩下10 

个成员，它们到聚类中心的距离总和为 Dz，那么D ／Dz会等 

于5吗?显然不会，究其原因，它们的聚类中心已经发生了偏 

移，D ／D 将小于5。为了尽量屏蔽这种情况引起的误差，我们 

引入了一个新的参数g，暂且称它为“泛化因子”，这里取 g一 

1／2。同时，为了保持各种分类法中各个分类的个性，Coh(c)不 

做这样的处理。 

4 实验结果比较分析 

为说明该新指标的性能，以下我们将对实验结果做一个 

报告。实验中我们测试了多组各种各样的数据，现仅以较具代 

表性的四组来做一个说明。其中两组数据来自于公众领域，另 

两组由混合高斯分布生成。这几组数据已经在文E73得到验 

证。实验中，统一取 m一2， 一0．001，C 一2，C一 =10，ll口ll 

定义为欧几里得距离。初始化方法采用 Greedy算法。为确定 

最佳聚类数，将 ， ， ， 一 与新指标 。 进行 

了综合比较。 

4．1 测试数据集一( so) 

该数据集来源于文[93，它由30个2一维的样本组成，分成3 

个类，每类含104"样本，如图3所示。对于 C一2到10的计算结 

果如表1所示。对于这个单的数据集， 一 ， 一。 不能给 

出正确的聚类数。 

图3 X 

表1 X。。的各种有效性指标值 

4．2 测试数据集二(IRIS)c⋯o] 

这是一组关于三种花的生物统计数据，通常称为 IRIS数 

据集。它包含150个样本，每个样本有4一维，分别为花瓣与花萼 
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的长和宽。它分为3类，每类包含50个样本。IRIS是数据分析 

中最经常使用的基准测试数据之一。图4与图5分别是它的卜 

3—4维和1—2-3维投影图。 

警 萋 誊 叠 {．__一 ’。。鸱． ⋯ ∥ ．⋯ ． ’ ·．； 卜
。 ’  

’‘‘ ≯一 ⋯ j ／- 。。‘ ，。 _．．． 

图4 IRIS：1-3—4维 图5 IRIS：1-2—3维 

虽然该数据集不大，但却包含着大数据集中经常遇见的 

重要特征。在它的三个类中，其中两个是互相重叠的。重叠性 

使得以前定义的很多指标不能对聚类的数目做出准确的估 

计。对于C一2到10的计算结果如表2所示。在这组数据集里， 

由于类间重叠的原因及孤立点的干扰，很多指标都不能给出 

正确的聚类数，而仅有 和我们的指标 能给出准确的 

判定。 

表2 IRIS的各种有效性指标值 

-⋯ J ⋯ ‘ ll一  

2 ：lo 0545 0．1024 +8．4571 2 4064 0．1768 ：1 6876 

3 ，0 1346 0．0576 21．605 2 9892 ．1245 圆  
4 ，1934 0．0442 31．809 2 756s 0．18s9 1．8765 ： 

5 0．2270 0．0338 38．668 3．甜37 0 2797 2．1930 

0 31* 0．∞l2 54．749 2 l976 0 4909 2，9160 

0．3739 O．。273 64．858 l 7067 0 6768 3．5445 

R 0 4277 O，0262 74．428 0 9够7 0，9409 ．Ill961 

9 O 2770 0．0l63 52．173 i．洲  0 6826 3．78 1 

l0 0．3529 ．叭47 68．277 1． 1．0174 {9660 

4．5 测试数据集三(6类) 

用真实数据测试聚类算法的不利之处在于聚类数目与聚 

类中心的真实值是未知的。因此也不可能据此去计算聚类算 

法引起的误差。而这正是我们使用生成数据评价聚类算法的 

原因。这里，我们首先使用混合高斯分布生成具有重叠性的数 

据集，并预先已知其最佳聚类数，接下来，就可用它来评价各 

种有效性指标的优越性了。 

图6 数据集三：有6个类的2一维数据，类间高度重叠 

数据集三由混合高斯分布生成，有300个2一维的样本，分 

成6个类，每个类50个样本，如图6。类1、3，类2、4，类5，6是重叠 

的。由于重叠性，加上含有一定数量的孤立点，这个数据集是 

相对较难聚类的。表3是使用各种有效性指标计算所得的指标 

值。 
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在这组数据集里，结果 比较令人满意，仅有 不能给 

出正确的聚类数。 

表3 数据集三的各种有效性指标值 

⋯ ” ———啊唧嘲目日g％ 鞣8∞辣嘟嚣  ： ∞ 一 

盱 ⋯ 一  ■■_ ，jT ■■■- ’， ■■_ ⋯ 一 t ■■_  

2 0．1058 0：i17 3：019 0 9088 0．3018 12．517 

3 0．1276 01075 38 983 li627 0 1 929 9 9928 

4 0l32。 D嘶52 D 782 5l14 0．1686 8 5391 

01 20 0 0378 3 973 1 8549 0．1565 7 l937 

0 0949 0 0286 30 347 1 9045 1530 ，圃  

O 31。5 O O235 l00．s6 1．7325 0．4370 6 354 

3 O．2685 0 O203 87 918 1 2弱3 0．44．49 6,26E 

0．5583 0 0163 - ；6．5i 1 2412 1 0255 5．5316 

】O O． 8牛。 ． O．0136 l65．舛 i．0927 i 0266 ：5． l3 

4．4 测试数据集四(5类) 

与数据集三一样．数据集四也是采用混合高斯分布生成 

的。它有250个3一维的样本，分成5个类．每个类5O个样本．如图 

7所示。在这个数据集里，类1和3重叠。表4是使用各种有效性 

指标计算所得的指标值。可以看到，我们的指标 ．还有 

，都可以给出正确的结果。 

2 

图7 有5个类的3一维数据 

表4 数据 集四的各种有效性指标值 

综上，新的有效性指标显著地改善了应用 FCM算法确 

定最佳聚类数的性能。在测试的多组数据集中，我们的有效性 

指标都能给出正确的聚类数。 。， 和 “． 虽然有时对于 

类问交叠且多孤立点的情况可以给出正确的判定，但它们不 

稳定，经常会出现难以预料的结果，如对于简单的数据集 

o， ·一 ， ，d竟然不能给出正确的结果。 虽说是 。的 

改进，但从上面的实验结果可以看出，该指标仅在局部上对定 

义进行了细化，但整体性能上并没有提高。值得注意的是指标 

，对测试的多组数据．它也都给出了很准确的判定。在接 

下来的工作中，我们将重点与 做更深入的比较分析，如从 

时间复杂性、空间复杂性等。 

总结与展望 本文主要是提出了一个新的确定聚类个数 

的有效性指标。该指标 实际是原始数据集 x、模糊划分 

矩阵 、聚类中心 的函数。实验结果表明，该新指标不管是 

对于类间无重叠、重叠．或者具有多个孤立点等情况都能给出 

正确的判定，而现存的指标却可能给出难以预料的结果。很有 

必要去从理论上证明为什么新指标可以产生这样令人满意的 

结果．但据我们所知．当前文献中对有效性指标的评估都是从 

实验结果入手的。结合统计领域的相关知识，并采用恰当的数 

学模型可对指标的深层次行为有更进一步的了解。 

我们也已证明，新指标应用于 K-Mean算法(硬划分)中 

也具有同样的优越性能。FCM 算法实质上是 K—Mean的自然 

推广，K-Mean是 FCM 算法在模糊因子的特例。实际上，新指 

标不做任何修改就可适用于 K—Mean．这一点已经通过了实 

验的验证。指标中“泛化因子”将是下一步研究的主要内容，我 

们将从理论和实验上对“泛化因子”做更深入的考察。 
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