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一 维可重构流水线总线并行机上平面点集的凸壳算法 

周世泉 许胤龙 陈国良 赵建勇 

(中国科学技术大学计算机系 国家高性能计算中心 合肥230027) 

摘 要 确定平面点集的凸壳是计算几何中的一个基本问题。一维可重构流水线总线并行机是近年提出的一种采用 

光连接的并行计算模型。本文在规模为 n的可重构流水线总线并行机上提 出了一个计算 n个平面点的凸壳算法 t当n 

个点按横坐标递增的顺序存储 时，该算法的时问复杂度为O(1ogn)。 
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1 引言 

给定平面点集 ，它的凸壳是指包含 的最小凸多边形。 

在计算机图形学、图像处理、模式识别和运筹学等领域都需要 

处理凸壳问题。凸壳的计算在计算几何中占有重要位置。F． 

P．Preparata[1]等人于1985年指出，求 n个平面点凸壳的串行 

时 间复 杂度 为 @(nlogn)。Tatsuya Hayashi于1998年 在 

RMESH上提出了成本最优的并行算法。当n个点按横坐标 
厂  厂  

递增排序且以邻近序存储在 × 的 RMESH上 

时，算法的时间为D((1oglogn)。)。 

在一维可重构流水线总线并行机(A Linear Array with a 

Reconfigurable Pipelined Bus System，LARPBS)L． 上，各处理 

器间通过一根基于光交换、可重构的光总线互连，其拓扑结构 

可以在算法的执行过程中动态地改变。该模型同时具有总线 

结构广播和非总线结构的点到点通信优势，借此增强并行机 

的通信能力，达到加速算法的目的。在这种模型上已经研究了 

不少领域的基本问题，如图论、计算几何、图像处理等[． 】。但 

是对于求平面点集的凸壳，在 LARPBS结构上还没有任何结 

果 。 

F．P．Preparata等人于1977年在文[8]中首次把分治技 

术应用于凸壳问题，基本思路如下：把 分成两个大小近似 

相等的子集 。和 ，分别递归地计算 。和 的凸壳，记为 

尸-、尸2，最后找尸。U尸2的凸壳。如何快速合并两个子凸壳是提 

高分治法求凸壳效率的关键。本文采用类似的思想，通过求两 

个子凸壳问的切线实现合并。假设点集 中任意三点不共线 

且任意两点的横坐标不相等，按点的横坐标递增的顺序划分 

集合，所得的两个子集的凸壳是分离的，它们之间的切线能通 

过并行计算点到凸壳的切线得到。文中先提出在 n个处理器 

的 LARPBS上常数时间内计算点到凸壳的切线算法，用n。个 

处理器并行执行该算法，在相同时间内得到两凸壳问的切线。 

然后采用与 LARPBS相适应的采样技术，使得当处理器数减 

少为 n时，在 0(1)时间内实现合并。凸壳算法分为 logn步， 

第 d步并行地实现 n／z。个凸壳对的合并，在常数时间内完 

成，故算法时间复杂度为 O(1ogn)。就我们所知，这是第一个 

在LARPBS上求平面点集的凸壳算法。 

本文第2节介绍LARPBS计算模型和与算法相关的基本 

概念；第3节介绍切线算法；第4节利用切线算法，得到常数时 

间的合并算法，由此推出对数时间的凸壳算法；最后总结全 

文。 

2 预备知识 

本节介绍 LARPBS计算模型及与算法相关的计算几何 

概念。 

2．1 一维可重构流水线总线并行机 

在 LARPBS中，n个处理器通过一根单向环绕的光总线 

相连，相邻处理器间的距离相等。假定相邻处理器问单位长数 

据的通信延时为 r，则某个处理器向总线写数据后，延时 r、 

2r、3r、⋯后分别到达其后的第一、第二、第三、⋯个处理器。n 

个处理器的 LARPBS的循环周期为nr，一个循环周期可分为 

n个时间片，通常假定一个处理器在一个循环周期内只能在 
一

个时间片读写数据。LARPBS上的算法通常以循环周期 nr 

作为时间复杂度的基本度量单位，尽管这会随着处理器数 n 

而变化，但就 目前的处理器速度，对于上千的处理器数 n，nr 

与一个 CPU操作(如加法与比较)的时间相当，所以这是一个 

合理的假定。K．Li等人于1998年在文Es]中对此模型有详细 

介绍。模型见图1。 

*)基金项目：本文工作受国家863项目“SMP机群体系结构上并行算法的研究与实现”(No：2001AAll1041)的资助． 
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。 处理器母 Ix2开关 2xl开笑 

图1 LARPBS模型 

本算法中用到了 LARPBS上的如下基本操作，详见文 

[61。 
·分段：相邻处理器间有重构开关，这些开关可动态地置 

成开或关，将LARPBS分成一些相互独立的子段； 
·广播：源处理器 PE，向其余 一1个处理器发送数据； 
· 点对点通信：发送处理器 PE，，PE|，'⋯，PE ，接收处 

理器 PB，，P ，，⋯，P 。PE，．发送数据给P臣．(1≤ ≤m)， 

且这 个数据可同时发送。 

·多播：源处理器向m个处理器发送数据，m<n。 
· 多重 多播 ：有 g个 不相 交的接 收组，G ={PE ， 

PE ，⋯}，1≤ ≤g，对应地，有 g个发送处理器 PEJ，，P EJ，， 

⋯

，PE,
．
。PE 向G 内所有处理器发送数据，这 g个数据可同 

时发送。 

·逻辑与：处理器 P 存储逻辑位 (O≤ ≤ 一1)，计算 

6。̂ ⋯ 6̂̂一。并存入处理器PE。。 

K．Li等人于1998年在文[SI中给出了如下结论： 

引理1 分段、点对点通信、广播、多播、多重多播以及逻 

辑与在 LARPBS模型上均在 O(1)时间内完成。 

2．2 相关概念 

平面点集的凸壳是一个封闭的并且包含点集内所有点的 

最小区域。在计算几何中，凸壳理解为上述的域及其边界。 

简单多边形 P是平面上一个封闭且连通的区域，P的边 

界由一些线段首尾相连成一条封闭的曲线，且不相邻的线段 

不相交。如果 P的内角均小于180度则称为凸多边形。平面点 

集的凸壳是一个凸多边形。而凸多边形通常用边界上顶点的 

顺时针(逆时针)顺序来表示。 

设凸壳CH 的最左、最右两点分别为 、 ，，那么 、 ，将 

凸壳的边界分为两条凸形链，其中位于 、 ，连线上方的称为 

上凸壳，下方的称为下凸壳，见图2。 

图2 上凸壳与下凸壳 

图3 点到上凸壳的切线 

若点q在凸壳 CH 的最左点的左边或在最右点的右边， 

则q与 CH 左右分离，分别称q在 CH 的左侧或右侧。相应 

地，该点与上凸壳和下凸壳也是分离的。 

设点q与凸壳CH 左右分离， 是 CH 的顶点集，则存在 

∈V，使得 中其余点均在直线g 的下方，称 为q到 

CH 的上切线． 为上切点。显然，上切点属于上凸壳，故也称 

上切线为 q与CH 的上凸壳间的切线。如图3，切线为直线 

qv 。q到 CH下切线的定义类似。 
·在图3中，以q为原点向右引一条水平射线作为 x轴， 

设 ，是上凸壳 u上的任意一个顶点，定义 为射线qv,同x 

轴正向的夹角，当 的另一条边在x轴的上方时， >o，反之 

<O。在图3中，01<O< < 。显然．上切线所夹的角最大。 
·设两个凸壳CH。、CH ，若 CH。的最右点在CHz的最左 

点的左边，那么CH。与CH 左右分离，称CH。在CHz的左侧， 

CH 在CH 的右侧。对应的两个上凸壳和两个下凸壳间也相 

互分离。 

·设两个分离的凸壳为CH。、CH ，V。、Vz分别是它们的顶 

点集，则存在 U。∈V。、 ，∈V ，使得 。和 z中其余点均在直线 

U．TJ，的下方，称 。 为 CH1与 CH2的上切线 ，U．、 ，为上切 

点。 

显然，两个上切点分别属于两个上凸壳。故也称上切线为 

两上凸壳间的切线．如图4，上凸壳 U、 间的切线为直线 

。 ，。两个分离凸壳的下切线的定义类似。 

● 

图4 锄上凸壳间的切线 

以上各切线均由两点确定，为了后文的叙述方便，称横坐 

标较小的那个点为左切点，另一个为右切点。 

由上述定义可知：若两上凸壳u、 是分离的，则 u上的 

每个点与 均分离。为求得 u、 之间的切线，可对u上的每 

个点求到 的切线，这些切线中仅有一条与u也相切，那么 

该切线就是u与 间的切线。用同样的方法可以求得两个分 

离的下凸壳间的切线，得到第3节的切线算法。 

5 切线算法 

在介绍两上凸壳间的切线算法之前，先讨论如何计算上 

凸壳外一点到它的切线。设上凸壳【，的顶点按横坐标递增的 

顺序依次为 。， 一， ，q是 u左侧一点，假定集合 【，U 

{q}中无三点共线。LARPBS有 个处理器，依次记为 PE。， 

PE 一，PÊ一。。我们计算每个点对应的夹角 ，0 ”， 一。， 

按照夹角的定义，这是一个先递增后递减的队列，最大值对应 

的是切点，即只有切点对应的夹角大于它的左右相邻顶点对 

应的夹角。据此，我们得到算法1，图3给出了它的示意图。 

算法1 计算上凸壳左侧一点到它的切线 

输入：处理器PEI存储点 的坐标(z1． )(0<i<n一1)，处理器 PEa 
存储q点的坐标 

输出：处理器PEa存储q到u的切线及切点 
1．处理器PEa广播q． 
2 处理器 P Et(O≤ ≤n一1)计算sin0,，处理器 PEA0~I<n一1) 

向处理器PE +1播送结果，处理器 PE．(0< ≤n一1)向处理器 PE．一l 
播送结果．则每个处理器存储了相邻夹角的sin值． 

3．处理器 PE(0< <n一1)判断是否sin0~一1和sin0~+1均小于 
sia0~．若处理器PEj满足，则 为切点，PEj向处理器 PEo播送口j． 

由引理1，以上操作均在常数时间内完成，得到以下定理 ： 
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定理1 给定 个顶点的上凸壳【，，其顶点按横坐标递增 

顺序依次存放在n个处理器的LARPBS上，每个处理器存储 
一 个点，口为【，外一点，可用常数时间确定q到【，的切线。 

给定两个分离的上凸壳 【，和 ，为求得它们之间的切 

线，可利用算法1对【，上每个点计算到 的切线，将两上凸壳 

间的切线问题转化成若干个计算点到上凸壳切线的子问题来 

解决。u上的每个顶点对应一个子问题，对不同的子问题的计 

算是相互独立的。算法在 LARPBS上实现时，我们利用该模 

型的可重构性，给每个子问题分配一段子 LARPBS，就能并 

行处理，减少了计算时间。 

设 【，在 的左边，它们的顶点按横坐标递增的顺序分别 

为 M。，M 一，M 一1和 t，。，th，⋯，t， I1，依次存储在规模为 n 的 

LARPBS的前2 个处理器上，处理器 尸E，(0≤ ≤ 一1)存储 

U．，处理器 PE，( ≤ ≤2 一1)存储 ，。图4给出了算法2的示意 

图。下文中出现的s，(0≤ ≤ 一1)是Eo， 一1]区间内的整数， 

它是切线的右切点的下标，该切线的左切点的下标为 。 

算法2 计算两分离的上凸壳间的切线 

输入：存储在规模为n 的LARPBS的前2n个处理器上的两上凸壳的 
顶点 

输出：处理器PEo两上凸壳间的切线及切点 
1．将整个总线分成n个独立的子段。每段n个连续的处理器。依 

次存储 上的n个顶点 o。 “，"0m一 。第i段的n个处理器上均存储 
顶点 

1．1处理器 P EI(0≤ ≤71--1)向处理器 PF-,ixI+̂(0≤ ≤71--1)播 

送 
1．2处理器 PE|(n≤ ≤2n一1)向处理器 PE，× +．(0≤ ≤n一1) 

播送 ． 
1．3处理器PE(0≤ ≤ 一1)计算 —Li／-J和 一 rood n。处理 

器 PE × (0≤ ≤n一1)断开左边的重构开关． 
2．第 段(0≤ ≤n一1)利用算法1计算 “，到 的切线．处理器 

PEj× 存储切点 ．，合上左边的重构开关。将切点送回处理器PEj。 

3．按照与1相同的方法将整个总线分成 n段。每段n个处理器。 
依次存储u上的n个顶点，第j段的每个处理器均存储切线“ 

4．第 段(0≤ ≤n一1)判断切线u．ira 处理器PE,jx +̂(0≤ ≤n 
一

1且 ≠ )判断 是̂否在 “，仉．的下方。是则标记1。否则标记0。段内 

求逻辑位与．将结果存入处理器 P × 。若第a段的结果为1，记 = 
则所求的切线为u~vB(O<~a。 ≤n一1)．处理器PE，× (0≤ ≤n一1) 

合上左边的重构开关，处理器 PE|× 将切点“．、 向处理器PEo播送。 

第1步和第3步中用到了多重多点传送和分段操作，第4步 

的操作是点对点通信，由引理1，上述备操作在0(1)内完成。 

由定理1。第2步在常数时间内完成。故有： 

定理2 给定两个相互分离、顶点数均为 的上凸壳，若 

顶点按横坐标递增的顺序存储在 。个处理器的LARPBS上， 

则在0(1)时间内计算切线。 

4 凸壳算法 

4．1 合并算法 

本小节描述上凸壳的合并算法，可用相同的方法进行下 

凸壳的合并。该算法将用于后文提出的凸壳算法中。为了叙述 

方便，我们讨论在n。个处理器的LARPBS上合并两个大小为 

。的上凸壳，用 个处理器合并两个大小为 的上凸壳是类 

似的。 

由定理2知，用 。个处理器可在 0(1)内得到两个顶点数 

为 的上凸壳间的切点，为了在相同时间内计算两个顶点数 

为 的上凸壳间的切点，我们采用文[9]中的采样方法：给定 

两个相互分离的、顶点数均为 。的上凸壳 P和Q，其顶点按 

横坐标递增的顺序分别为 ，户 “，户lz一。和g0，q “， 一。， 

对上凸壳的顶点集每隔 采样，P的样本点及样本点问的连 

线构成的仍是一个上凸壳，称为样本上凸壳 A，记 A的顶点 

集为 一P，x 10≤ ≤n一1}，样本点分 P为n块 A。，A ”， 

A一 ，每块仍是一个上凸壳，A 的顶点依次为 A ， +。， 

·】46· 

⋯

，P ， ⋯ ，P ⋯ 。类似地，记 Q的样本上凸壳 B的顶点 

集为{6，= q l0≤ ≤n一1}，相应的块为鼠，B 一．B I1。算 

法中出现的 、 、)，、C均为Eo， 一1]区间中的整数。文E93 

中提出如下性质： 

引理2 若已知 A和 B间的切线是a．b ，设 P和Q间的 

切线是 P ，那么以下至少有一种情况满足：(1)P ∈A ；(2) 

∈A +l；(3)和∈B ；(4)q口∈B件l。 

引理5 过 d 、d +1分别向Q引切线 d g 、d +lq +1，若 

am+l在P中的左邻在切线 口 + q + 之上且 a 在P中的右邻 

在切线d q 之上，那么情况(2)成立，即P ∈A + 。 

基于引理2，我们可以先计算样本上凸壳间的切线，然后 

确定切点所在的块，只需在该块中寻找切点，这样减少了计算 

量。用类似的方法确定另一个切点。 

基于引理3，我们得到算法3，用于检测情况(2)以及在该 

情况下确定切线 P。 ，其余三种情况处理方法类似。设 。个处 

理器依次为 PE。，P El，⋯，PE．2—1，处理器 PE，(0≤ ≤，l一1) 

上存储顶点 P．，处理器P ( ≤ ≤2 一1)上存储顶点q，，图5 

给出了该算法的示意图。 

图5 由样本凸壳间的切线确定凸壳的切线 

算法5 合并两个分离的上凸壳 

输入：两上凸壳的2nz个顶点按横坐标递增的顺序依次存储在2 个处 
理器的 LARPBS上。 

输出：合并后的上凸壳的顶点按横坐标递增的顺序依次存储在 
LARPBS左端连续的一些处理器上。 

1．对P、Q的顶点每隔”个点采样，设所得的样本点按横坐标递 
增的顺序分别为ao，口 一。an-1和bo。b 6_一1。 

2．利用算法2计算样本切线。设为a． 。 
3．利用算法1求出a 到Q的切线口 ．和am+1到Q的切线口．+1 

+ 1· 

4．判断am+1在P中的左邻是否在切线口．+lqJ+ 之上且口．在j P 

中的右邻是否在切线 am 
．
之上。若是。那么情况(2)成立．即 P．∈ 

A + 。否则转向类似的算法检测其余情况是否成立。 
5．利用算法2计算 A．+ 与B之间的切线prb, 。 

6．如果prb 是A + 与Q的切线。则该切线即为所求．a=y， — 

n× 转向9。 
’7．否则·qB在 B々 或 B々 +1中。利用类似第1步和第2步的检测方法 

确定 所在的块&。 
8．计算A +1与目 的切线P qB． 
9．合并后的上凸壳顶点依次为Po，p1．⋯⋯P 。 + “，g．2一1． 

算法3在LARPBS上的具体实现如下： 

1．LARPBS的左端依次存储样本上凸壳 A、B的顶点： 

处理器 P E．(O≤ ≤n。一1)计算 —Li／．J和 一 rood，l。处理 

器P × (0≤ ≤ 一1)上存储样本点 a，，向处理器 PE，播送。 

处理器 P Et( 。≤ ≤2 。一1)计算 一L( 一 。)／ j和 一( 一 

，l。)rood，l。处理器PEj× +．2(0≤ ≤，l一1)上存储样本点b ，向 

处理器P + z播送。 

2．利用算法z计算切线a．b。，切线及切点存储在处理器 

PE。中。 

3．利用算法1求出a．到Q的切线a． 
．
和a．+ 到Q的切 

线 a．+t ．+，，切线及切点分别存储在处理器 尸E． ．和处理器 

PE[-+1)× 中。 

4．处理器PEc．+l1×．向处理器 PE(．十”× 一1播送切线d．+l 

．+ ， ，处理器 PEc．+1)×一 存储的是 口．+t的左邻，判断它是否 
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在切线 am+lb + 之上。处理器 PE × 向处理器 PE ×川 播送 

切线n b ，处理器 PE_ 存储的是 a 的右邻，判断它是否 

在切线 口 6】．之上 若以上均满足，那么情况(2)成立，即P ∈ 

A +l。 

5．将 A + 与 B的顶点分布在前2n+2个处理器中：处理 

器PE，(O≤ ≤，l。一1)计算 —Liln]和 一i mod，l，处理器 

PE． + (0≤五≤n)存储的是A + 中的顶点，向处理器P 播 

送。处理器 PE + z(0≤ ≤n一1)g-储的是 B中的顶点，向处 

理器 P + + 播送。利用算法2计算 A + 与 B之间的切线 

P q 切线及切点存储在处理器PE。中。 

6．处理器 PE。向处理器 PE(n≤ ≤2n一1)播送切线 

P q 处理器PE判断q，是否在切线P q，，的下方，是则标记 

1，反之标记0。处理器PE( ≤ ≤2n一1)参与计算逻辑位与， 

若结果为1，则a=y， —n× 清除所有标记，转向9。 

7、否则，用类似第1步和第2步的检测方法确定和所在 

的块 &。 

8，类似第5步计算 A + 与 & 的切线 P．qp，区别是 的 

顶点存储在处理器 PEc× + z+ (O≤ ≤71--1)中。 

9．将上凸壳的顶点依次分布在 LARPBS的左端：处理 

器 PE。广播切点 P 、和 的下标 a、卢。处理器 PEi(n。+卢≤ ≤ 

2n。一1)中存储上凸壳的边界上处在切点 q口右侧的顶点，计 

算 — 一(n。+卢)+ +1，向处理器 P 播送。最末顶点所在 

的处理器 PEJ— + 标记0，上凸壳的顶点数为a+n。一p。 

由定理1和定理2知，第3步和第5步中计算切线在常数时 

间内完成。第5步和第9步中的分布顶点用到了点对点通信，第 

4步采用的是多播和逻辑位与操作，由引理1知，各操作的时间 

复杂度为 O(1)，故有如下结论： 

定理5 给定两个相互分离、大小为 n。的上凸壳，当顶点 

按横坐标递增的顺序依次存储在2n。个处理器的 LARPBS 

上，可在 O(1)时间内完成合并。 

4．2 凸壳算法的基本原理及具体描述 

我们考虑大小为 n的平面点集 S的凸壳算法，假设点集 

S中任意三点不共线且任意两点的横坐标不相等。按横坐标 

将它分成 S 、Sz两个子集，使得 S 中每个点的横坐标都小于 

Sz每个点的横坐标，分别递归地求 S 、S。的凸壳，直到划分所 

得的子集的大小为1。然后通过求 S 与 S。的凸壳间的切线得 

到S的凸壳。 

本算法将集合划分成两个大小近似相等的子集，递归求 

解 logn步，直到子集中仅有一个点。算法开始时将每个点看 

作仅含一个点的凸壳，第 d步(1≤ ≤logn)有 ．／z 个分离 

的凸壳需要合并，分成两个一对，共．／z 对，利用算法3对各 

对凸壳并行地进行合并。 

该算法在 个处理器的LARPBS上实现时，假设这n个 

点按横坐标递增的顺序依次存储。为便于分段操作，分别计算 

S的上凸壳和下凸壳，各需 logn步，计算方法是相同的。 

在第 d步(1≤ ≤logn)的开始，总线被分成 n／ 个子 

段，每段的左端存储一个上凸壳，为了应用定理3，必须先将待 

合并的两个上凸壳连续存储在子处理器段的左端。进行如下 

操作：偶数段的首处理器合上左边的重构开关，总线被分成 

．／z 段，每段的前半段和后半段的左端分别存储一个上凸 

壳，移动后一个上凸壳的顶点，使两个上凸壳在该段的左端连 

续存储。 

设 S的上凸壳和下凸壳的顶点数分别为 Ⅳ_和 Na，当第 

21ogn步结束时，总线的前 N 个处理器和N 个处理器分别 

依次存储上凸壳和下凸壳的顶点。为了便于输出，当Ⅳ。>M 

时，移动下凸壳的顶点，使凸壳的顶点按顺时针依次存储在总 

线的左端，反之移动上凸壳的顶点，凸壳的顶点按逆时针依次 

存储。 

算法的具体描述如下： 

算法4 平面点集的凸壳算法 

输入：按横坐标递增的顺序依次存储在n个处理器的LARPBS上的” 
个平面点 

输出：按顺时针序存储的凸壳顶点 
初始时，每个顶点都是上凸壳的最末一个顶点，所有处理器均标 

记0。 
第d步，1≤d≤logn： 
d．1有n／z 个上凸壳，将整个总线分成n／ 段．每段左端连续 

存储一对相邻的上凸壳：处理器P西(0≤ ≤n--1)计算 =L ／2 J和 
— mod 2 。对于0≤，≤(n一1)／z ：处理器 P日× 断开左边的重构开 

关。设第 段的两个上凸壳为U、y，对应的顶点数分别为N 、N‘，则 
第 段前半段的左端Ⅳ 个处理器中依次存储 的顶点，后半段的左 
端Ⅳ 个处理器中依次存储 的顶点。被标记的处理器在段内广播 
川 和 Ⅳ 。处理器 P X2d十‘(2 ≤ ≤2 +Ⅳ 一1)向处理器 
PE，× +·一2d—I—I+ 播 送数 据， 的 最末 顶 点所在 的 处理 器 

PE)x2d+HJ—I取消标记。 

d．2利用算法3，各段并行地合并每对上凸壳． 
用同样的方法计算下凸壳，下凸壳的最末一个顶点所在的处理器 

标记1． 
第21ogn+1步：将凸壳顶点在 LARPBS的左端按顺时针方向依 

次存储：被标记0的处理器的序号为上凸壳的顶点数Ⅳ．，被标记1的处 
理器的序号为下凸壳的顶点数 Na，被标记的处理器广播 N．和 Na， 
并比较大小．若N。> ．处理器PEo和处理器 PE．va—I中存储的分别 

是最左点和最右点．不需移动。对1≤ ≤Ⅳ 一2：处理器P点'．v 一I一·向 

处理器PEN，1+·播送顶点。反之。移动上凸壳的顶点．用同样的方法 

处理 。 

由引理1，算法中的顶点移动操作在常数时间内完成，应 

用定理3，每步的合并操作也在常数时间内完成，故有结论： 

定理4 给定大小为 n的平面点集S，当各点按横坐标递 

增的顺序存储在 n个处理器的LARPBS上，可在 O(1ogn)内 

确定 S的凸壳。 

总结 求平面点集的凸壳是计算几何中的一个基本问 

题，本文提出对数时间的凸壳算法，充分体现了 LARPBS上 

的通信灵活性，提高并行算法的执行效率。但算法处理的点在 

输入时已按横坐标递增的顺序存储，对于任意存储的平面点 

集，算法的时间复杂度将受到排序时间的影响。据目前所知， 

对于大小为n的输入，在规模为n的LARPBS上最快的排序 

时间为O(1ognloglogn)[I ，因此71个平面点的凸壳在O(1ogn— 

loglogn)内确定。若想得到更好的求解平面点集的凸壳算法， 

必须加快排序或者对本算法做进一步的改进。 
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REESSE 2公开密钥密码体制 

苏盛辉 杨炳儒。 

(北京石油化工学院信息管理系 北京102617) (北京科技大学信息工程学院 北京100083)。 

摘 要 作者综合利用超递增序列、杠杆函数和HASH函数的特性提出了能有效地抵御“极小点”攻击和“LOB—L3归 

约基”攻击的REESSE2公开密钥密码体制，详细描述了该体制的数学基础、密钥生成算法、加密算法和解密算法。文章 

对REESSE2体制的安全性和优越性做 了分析，并归纳了提高公钥密码体制安全性的两务途径。 

关键词 杠杆函数，超递增数列，冗余加密，公开密钥密码体制 

The REESSE 2 Public Key Cryptosystem 

SU Sheng—Hui YANG Bing—Ru 

(Beijing Institute of Petrochemical Technology，Beijing 102617) (Beijing University of Science and Technology，Beijing 100083) 

Abstract On the basis of the super increasing sequence，lever function and HASH function，the authors put forward 

the REESSE2 public key cryptosystem which can defend efficiently attacks by the extreme small dot and LOB-L re— 

duced base，expound the math foundation and three algorithms for generating-key，encryption and decryption of the 

crytosystem，analyze algorithmic security and advantage，and induce the two approaches to enhancing securities of pub— 

lic key crytosystems． 

Keywords Lever function，Super increasing sequence，Redundancy encryption，Public key crytosystem 

1 引言 

1978年，在Whitfield DLffie和 Martin Hellman提出公开 

密钥密码思想两年后，首先由Ralph Merkle和 Martin Hell— 

man设计了一个基于背包问题的公钥密码体制。尽管背包问 

题被证明属于 NP完全类，但是，由于 MH变换(模乘变换)本 

身的缺陷，该体制先后被以“极小点”方法和“LOB—L，归约基” 

方法破译[1 】。 

MH背包体制可以被扩展到伽罗瓦域的多项式环上。此 

时，虽然超递增序列的元素由整数变成了多项式，但是从私钥 

到公钥的变换仍是模乘变换。由于多项式模乘变换与整数模 

乘变换在本质上是一致的，因此这种改变只是原有体制的扩 

展，而不是新体制的发明[1“])。显然，多项式环上的MH公钥 

体制与椭圆曲线上的E1Gamal公钥体制有异曲同工之妙：它 

们都提高了体制的安全性。这是因为，在多项式环上或椭圆曲 

线上，对基本运算符进行了组合，形成了一种新的更复杂的群 

的运算符。 

本文介绍的REESSE 2公钥密码体制综合利用了超递增 

序列、杠杆函数和 HASH单向散列函数的特点，对从私钥到 

公钥的变换进行了创新，即密钥的变换从单群扩展到了双群， 

同时在域的两个群上实施变换运算。注意，这与代数系统升级 

了但密钥变 换仍在单群上进行有本 质的不 同。经分析， 

REESSE 2体制在安全性和速度方面有其优势。 

2 REEssE2体制的数学基础 

2．1 三个有关函数 

2．1．1 杠杆函数 在REESSE1公钥体制中Is]，私有密 

钥为互素序列{A ，Az，⋯，A}，公开密钥{c。，c ，⋯，c。}经公 

式 G一(A *Wz“’)mod M 变换后得到。其中，厂( )为整数到 

整数的单射函数，且5≤厂( )≤( +4)，( 一1，2，⋯， )。 

在上述变换中，厂( )具有这样的特点：从公开密钥破译私 

有密钥时，需考虑 厂( )的全排列数 n!，因此当n足够大时，厂 

( )的排列在有效时间内不可被穷举；但从私有密钥解开密文 

时只需考虑 厂( )的累加和，时间复杂度与 n多项式相关，故 

解密是可行的。若把密文当作支点，则 厂( )是“公开”一头计 

算量大，“私有”一头计算量小，因此，称具有这种特征的厂( ) 

为杠杆函数。 

2．1．2 超递增序列 设 A ，A2，⋯，A_为 个互不相同 

的正整数，且满足：A，>ZA，( 一2，3，⋯， ； 一1，2，⋯， 一1)， 

则称这样的正整数序列为超递增序列，记为{A ，A ，⋯，A_} 

或{A }。 

超递增序列有如下性质：对于任意的正整数 m(1≤m≤ 
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