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一 种全局收敛的PCA神经网络学习算法 

黄克军 叶 茂 王雁东 李毅超 

(电子科技大学计算机科学与工程学院 成都610054) 

摘 要 主元分析(PCA)也称为 K—L变换是进行特征提取的一种重要方法。近年来，为了处理海量数据，许多基于 

Hebbian学习算法的PCA神经网络被提 出来。传统的算法，通常不 能保证其收敛性或者收敛速度较慢。基于CRLS神 

经网络，本文提 出了一种新的确保权向量收敛的学习算法，本算法无须在计算中规格化权向量。同时也证明了该学习 

算法使得权向量收敛到最大特征值所对应的特征向量。实验表明，与传统的 CRLS神经网络比较，本文算法准确性得 

到极大提 高 
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A Convergent Algorithm for PCA Neural Network 
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Abstract Principal component analysis (PCA)is one of the most general—purpose feature extraction methods．For 

processing the huge data sets，a variety of learning algorithm for PCA has been proposed．However，traditional 

algorithms will either divergence or convergence very slowly．Based on the CRLS neural network，a novel convergence 

algorithm is proposed and the fact that the weight vector will converge to the largest eigenvector is also 

proved．Finally，simulation results are also included to illustrate the accuracy of this new algorithm． 
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在模式识别领域中，如何从复杂、高维的输入数据流中提 

取主要特征是一个非常重要的问题。通过特征提取，能从输入 

数据流中去掉多余的信息，并且可以将数据在低维空间进行 

处理。主元分析是其中一个特征提取方法，经典方法是QR分 

解或者SVD分解。为了处理海量数据，许多基于Hebbian学 

习算法的特征提取神经网络被提出来，如文[1～7，12]。通过 

神经网络可以帮助找到主要的特征方向而无需计算协方差矩 

阵。在 比较现有算法的实验中，Costa，FioriIs]说明串行 CRLS 

神经网络L．]效果最好。CRLS算法是基于 Hebbian学习算法 

的串行提取最大特征向量的神经网络，如图1所示。 

图1 CRLS神经网络模型 

尽管CRLS神经网络可以较好地提取特征向量，但是该 

神经 网络 的 权 向量 学 习算 法 并非 全 局 收 敛。Anisse和 

Giansalvo在文[10]中证明了基于 Hebbian学习算法的某些 

神经网络实际上并不收敛。以往的研究大都通过将学习算法 

变为常微分方程来证明其收敛性，Zufiria在文[11]中说明了 

这二者实际上通常不等价，并且举出了许多例子说明其不收 

敛性。 

基于CRLS神经网络，本文提出新的权向量学习算法，该 

算法不需要规格化权向量，而且能够同步计算特征值、特征向 

量并保证其收敛性，所以准确性能得到很大提升。由此，文中 

提出的 CRLS神经网络的缺点得到了较满意的解决。本文首 

先介绍一些数学背景及算法描述 ，其次对算法进行理论分析， 

证明其收敛性，最后通过实验揭示本算法的优越性。 

1 算法描述 

设z(f)是零均值的随机向量，z(f)一[ (f)，z2(f)，⋯，z 

(f)] ∈R 。PCA的目标是在，l维空间中找到 m个正交的向 

量w一[ ，毗 ，⋯， ]∈R ( ≤，1)，而由这些向量所组成 

的线性空间能够最大化地表示该，t维数据集。将 z投影到 

空间 ，令 y--~WtX，由Y构造 ，t维空间向量： 

；一∑ 一∑(w7 ) (1) 
im l i-- l 

为使E{l1z一划 }最小，w ，w：，⋯， 必须为关联矩阵E 

[z，]前 m个特征值所对应的特征向量。由矩阵理论，E 

[xx ]所有特征值大于等于0。y(f)一[ (f)，y2(￡)，⋯，y 

(f)] ∈R 称为主元。传统的PCA方法是计算关联矩阵的特 

征向量，但是对于海量数据，关联矩阵将会变得非常庞大，以 

至于计算机无法处理，所以必须采用全新手段在线地处理海 

量数据 。 

假 设有 ，l维向量 z( )， 一1，⋯，N， 为神经元的权向 

量。如图1所示，神经网络逐一提取特征向量。在第一层神经 

元，输入数据为z(f)，通过学习算法，权向量将会收敛于关联 

矩阵最大特征值所对应的特征向量。在第二层神经元，权向量 

也会收敛于相应输入数据关联矩阵的最大特征向量。此时为 

计算次大的特征向量，输入数据不再是x(t)，而是z(f)减掉 

最大特征向量方向分量。依此类推，可以计算出任意多个特征 
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向量。算法如图2所示。 

现简要说明算法．在第(1)步．通过计算Energy的值，可 

以得到 E[xx ]矩阵所有特征值之和。其理论根据是矩阵特征 

值之和等于矩阵的迹。利用Energy的值，可以帮助确定实际 

需要提取特征向量的数目。步(3)(5)是文[3]提出来的，使得 

学习速度是自适应的并且可以进行最优的训练。通过自适应 

选择学习速率．算法在收敛速度上有较大的提高。关于第(5) 

步的初始值由下面的算法确定： 

(o)=aEe 一1]／N一 一l(o)-Ely；一1] (2) 

第(8)与第(9)步由文[4]提出来，称之为缩小(deflation) 

过程．它使得特征值与特征向量可以被依次序稳定地计算出 

来。每一层神经元计算相应关联矩阵的最大特征向量，避免了 

传统算法需要向量正交化而产生的误差。 

本文的主要创新之处是第(6)与(7)步，它们迭代地计算 

特征值与特征向量。与其它算法不同，通过单位化权向量，该 

算法能有力地遏止权向量发散，同时我们还能够证明该算法 

的收敛性。算法第(6)步用于确保权向量收敛到正确的特征向 

量 。 

FOR x(k)：FROM k一1 TO N 

(1)set error eo(k)一x(k)，Energy=Energy+25xAk) 、一、 

Energy=Energy／N 
FOR every neuron：FROM j=1 TO m 

(2)Initialize w，(O)=1 

(3)set (o)= ，一1]IN， t]一2 2 t̂&．E(o)一0 
FOR epoch index s：FROM s= 1 TO MAX—S 

FOR input data：FROM k= 1 TO N 

(4)yJ( )= ，( )‘0，-1( ) 

(5)Vy(k)= 』( ) + ( 一 1)．E( )=E( 一1)+ ／(wi(k) ， 
(正)) 

(6) ( )= J( 一1)+[yAk) ／,h(k)][E(k)／k--aAk--1)] 
(7) ( +1)一wJ( )+[yAk) ／Vj(k)][yj(k)ej—l( )一aj(k)wj 

(正)]， 
IF1wj(k+1)一wi(k)I<e．1 J( +1)一 ，( )I<e； 
wj=wj(k)／I1w／k)ll； 』一 J( )， = + ，；GO TO STABLE 

STABLE： 

IF~／Energy>90％；SToP 
FOR input data：FROM k一 1 TO N 

(8)set Y1( )一 e，-1( ) 

(9)set ej(k)=0J一1( )一 ( ) J 

图2 新CRLS算法 

在算法中，如果能够较好地选择每一层神经元的初始权 

向量，本算法收敛速度能得到进一步提高，请参见文[9]。如果 

初始向量与已计算出来的特征向量正交，收敛速度将会得到 

提高。原因如下：从初始权向量出发，算法经过有限步迭代， 

权向量将最终进入与这些特征向量正交的空间。如果提前设 

置好初始向量，将节约这些迭代过程。以初始化 (0)为例， 

设 m 分别为E[xx ]按特征值大小排列第j的特征值与特 

征向量。首先随机产生初始权向量 W (o)，设 ，一[ ， z，⋯， 

— I]，最后令 W，(o)一 (o)一’J ：硼，(o)。 

2 理论分析 

本节都假设 E[xx ]有不同的特征值，有相同特征值情况 

将在稍后说明。由于每一层神经元权向量学习算法一致，因此 

如果能够证明第一层算法中的权向量确实收敛到最大的特征 

向量，即说明了任意的J，w 收敛到所对应的特征向量士 ，。 

为简单起见，令 r／(k)表示学习速率，第一层神经元学习算法 

化简为如下随机差分方程组： 

l̂( )一 l̂( 一1)+ ( )[E( )／ 一 1̂(k--1)] 

w1( +1)一硼l( )+ ( ) 。( ) l( )--Al( )硼l( )](3) 

一硼 ( )／llw )ll’当 ( )收敛 (4) 

·】54· 

由于w。( )，̂ ( )是随机变量，对方程组(3)取条件期望 

E{w ( +1)1w (O)，e。( )，i<k}，并用 w(k)．̂( )分别表示 

w1( )与 1̂( )的均值。又因为wl(0)．eo( )一z( )，i<k相互 

独立．令尺一E ( )z( )‘]，(3)式改写为如下差分方程组： 

(H  ㈨ H )](5) 

w(k+1)一w(k)+ ( )[Rw(k)一a(k)硼( )] (6) 

证明分为几个部分。首先证明硼( )与 夹角将会收敛到 

0，然后由(4)式可知硼( )收敛到 。，其次证明 (̂ )收敛到  ̂。 

( )为学习速率。如果算法收敛，7( )值越大，收敛的速 

度也越快，但其取值范围有一定的限制。定理1给出了在实际 

计算中对 ( )取值的限制。 

定理1 如果7( )≥min(2，min )，硼( )，̂( )将 
i- 1，⋯ ， ／t1一 ^， 

不收敛。 

证明：由(5)式有 

)=(1 _1) )} 
如果 (̂ )收敛， ( )必须满足不等式l1— ( )l≤1。即如 

果 ( )>12，̂( )不收敛。 

另一方面，令硼( )一25 ( ) ，，代入(6)式得 

￡ ( +1)一￡，( )+7( )(̂，一 (̂ ))￡，( )， 一1，⋯ ，，l (7) 

如果 ( )收敛．7必须满足不等式l 1+7( )( 一 (̂ ))l≤1。 

如果 a(k)收敛到  ̂，那么有如下不等式成立7( )(̂ 一  ̂)≥ 

一 2， 一2，⋯，n·所以 7( )≤ n
．．

． 

·证毕。 

定理2 如果7( )̂ ≤÷，硼(o) ≠o，硼( )与 的夹角 

趋于零。 

证明：因为对任意k，都有 ( )Rw(k)≤  ̂，设 ( )为下 

列方程的解 

j( )一j( 一1)+ ( )[̂。一j( 一1)] (8) 

因为方程(8)的解 ( )会收敛到  ̂，所以任意 ￡，存在 ．， 

当 k>k．时，使得 ( )<  ̂+￡。由比较定理，有下列不等式成 

立 ： 

(̂ )≤ ( )<：̂1+￡ (9) 

另一方面，令 硼( )一L(k) +25 ￡ ( ) ，由定理条件 

知，L(O)≠0，所以 L( )≠0。由(6)式得 

L( +1)一[1+ ( )(̂l一 (̂ ))]L( ) 

EJ( +1)一[1+7( )(̂，--a(k))]EJ( )，j>l (1o) 

令 Ang(w(k))为硼( )与 l的夹角，tan (Ang(w(k)))一 

25 一2￡ ／L 。要证 > 2> l时，Ang(硼( +1))小于 Ang(硼 

( ))。只需说明tan (A，lg(硼( +1)))<tan (Ang(w(k)))。即 

是 ： 

L(k 一辟 · < z +1) [1+7( )( 一̂( ))] L( ) 、L( ) 
(11) 

由于(9)式 

1+7( )( 一 (̂ ))>1--r／(k)[̂ +￡一 ]>o， ≥1 

由定理条件7( )̂ ≤÷，我们有 

1+7( )(2~-- (̂ ))>÷+7( )(Aj--￡)， 一1，⋯，，l 

取￡7( )<÷，当k>k2时，1+7( )( 一 (̂ ))≥0。所以当 > 

2 ' 
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[1+ (̂)( 一 (̂ )) ／[1+ ( )( 一 (̂ ) <l，J≥2 

(1I)式成立．证毕． 

定理3 在定理1与定理2的条件下 ．̂( 一^。 

证明：因为 (量) 计( )≤ ．j(五)为下列方程的解： 

j(̂)一i旺一I)+ ( )[ 。--l(k-1)] 

该方程的解 i(̂)收敛到山． 

另一方面。由定理2知． 一 ．V e，j ，．使得 

当 >̂ ． } > 一e。设j(蠡)为下列方程的解： 
●】 

( m㈨[}蚤 + 手 一 
e)一j仆一1)] (12) 

因为方程(121的解 i(̂)收敛到 h—E，由L七较定理，当 

>  ̂时．i(五)≤  ̂ )≤ (̂̂)。令 一∞ ， 一f≤1岫 (五)≤ ．对 

任意 c都成立。去掉 E，证毕。 

定理2．3需要假设关联矩阵 E[ ，]有不同的特征值．实 

际上如果有相同的特征值，有类似定理2与定理3结论成立。假 

设最大特征值有 重̂．定理2将改为叫(上)与该 维特征向量 

空间夹角趋子零．证明方法与定理2类似． 

5 实验结果 

为了证明本文算法的有效性，进行了一系列的基于固像 

处理的实验．之所以选择CRLS算法，固为CRLS算法是目前 

效果最好的且车文算法建立在该算法基础之上，而其它效果 

较好的算法如O∞H口 算法复杂度较高，本文实验平台为 

M atlab5．0． 

图3 实验图与压缩结果图 

实验使用的512X 512灰度图如图3中第一张图片所示。首 

先将图片分解为 n×v／一不相交的块枭，并由这些块组 

成n维向鼍集．将像素点灰度值单位化使得均值为零。这些向 

量被随机地输入网络．通过提取特征向量，可以进行图像压 

缩。本文采用信号噪声比(SNR)进行图像压缩质量比较。令 

k。 分别为原圉和压缩后重构图像像素值，有 

● 路 
SNR— lOlog~, 

2．J．．1厶 J．t‘』 一1,i 

在n=16耐t经过传统和新的CRLS网络压缩的图像如 

图3第2与3张图片所示。图4比较了传统和新的CRLS网培算 

法随着提取特征向盈增加时SNR的变化情况。由图4可以看 

出传统的CRLS算法随着提取特征元的增加，错误也随之增 

加．新的算法则大幅度提高了准确率． 

ntmaberofprlne~l co口 o口e口 nIIm r。f c∞lpc瞎略 

图4 传缱 CRLS(左)与新CRLS算法(右)SNR比较图 

算法准确率之所以得到提高，在于本文算法确实保证权 

向量收敛到特征向量。占L实验中可以看出．本文算法相比传统 

的CRLS算法准确度和效率有很大的提高。 

结柬语 本文基于CRLS神经网络提出了一种确保权向 

量收敛的学习算法。同时，也严格证明了本文算法的收敛性． 

实验结果表明，柱比传统的CRLS算法，本文算法提取特征向 

量在质量和效率上都有很大的提高。 
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