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摘 要 研究了Schweizer-Stdar T．范数(本文讨论 0的情况)及其刺佘蕴涵的性质。以此为基础，对泛逻辑基本 

形式系统UL中的H．赋值进行了拓广，引入了广义H-g值概念，证明了UL在广义 赋值之下可靠性定理成立。 
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Abstract The properties of Schweizer-Sklar T-norm (assulTle p<0 in this paper)and its residuated implication are 

studied．Based on these，the notion of generalized H—valuation in logic system UL is introduced ，and the reliability the- 

orem of UL on generalized H-valuation is proved． 

orlIs Logic system UL，Generalized H-valuation，schwe．屹 SIclar T-norm，Reliability 

1 引言 

在模糊逻辑中，选择怎样的蕴涵算子对模糊推理的效果 

有直接影响。由于 范数较好地反映了逻辑“与”的性质，因 

而模糊逻辑系统中所选择的蕴涵算子基本上都与某种 T．范 

数相伴，比如 Lukasiewicz连续值逻辑选用与 Lukasiewicz T． 

范数相伴的Lukasiewiez蕴涵、形式系统 L*选用与 一T．范 

数相伴的 蕴涵算子，而BL[”、MTL[ ]则分别是基于连续 

范数、左连续T．范数的模糊逻辑系统的形式化描述。泛逻 

辑学[3]也选择了T-范数作为构造命题连接词的模型，不过， 

为了刻画逻辑柔性，泛逻辑学选择了带参数的 范数。事实 

上，美国学者T。Whalen在文[9]中研究了由Sehweizev-Sklar 

范数导出的剩余蕴涵簇，并将其中的参数P与模糊规则之 

间交互作用的强度联系起来，这与泛逻辑学中广义相关系数 

的思想不谋而合。 

借鉴王国俊教授建立模糊逻辑形式系统 L 4]的经验， 

我们在文[5，6]中建立了泛逻辑的基本形式系统UL，并通过 

引入 H一赋值的概念，证明了UL系统的可靠性和弱完备性。 

近来，在研究 SchweizerSklar 3"-范数及其导出的剩余蕴涵的 

性质时发现，上述 H一赋值的概念可以进一步拓广，UL系统 

在这种更宽广的语义下仍具有可靠性和弱完备性，这说明逻 

辑系统 UL具有较强的包容性。本文首先研究了Schweizer- 

Sldar T-范数(本文讨论 p<0的情况)及其剩余蕴涵的性质， 

以此为基础，引人了广义 H一赋值概念，证明了UL在广义 H一 

赋值之下可靠性定理成立。关于在广义 H一赋值之下的完备 

性问题，我们将在另文中详细论述。 

2 Schweizer-Sklar I"-范数及其剩余蕴涵 

定义2．1t．] T-范数是[0，1]上的二元函数o：[0，1]× 

[o，1]一[o，1]，满足以下条件 

(i)o是交换的和结合的； 

(ii)o对任意变元均为增函数} 

(iii)l~x--x，o@x=o。 

定理2．2【‘] 设。是[0，1]上的左连续 T一范数，则存在 

惟一的算子一(以下称其为由。导出的剩余蕴涵)满足：对任 

意的 ，Y，zE[O，1]， ≤ 当且仅当z≤r一 ，且r· 

= p{zI z≤ )，同时 =f，l，{zIz≤z— )。 

定义2． 】 设 P是偏序集，P上的二元运算。与一叫 

做互为伴随，若以下条件成立； 

(M0)o：P×P P是单调递增的， 

(R0)一；P×P— P关于第一个变量是不增的，关于第二 

个变量是不减的， 

(A) ≤f当且仅当口≤6一c，a，b，cEp。 

这时，(o，一)叫做 P上的伴随对。 

定理2．4[．】 设P是偏序集，(o，一)是P上的伴随对，口 

∈P，则下列条件成立(当两边出现的并或交都存在时) 

(M1)(V2i) =V(蕊。口)， 

(R1)口一  ̂f= ^( )。 

定理2．5【盯 设 P是偏序集，(o，一)是 P上的伴随对， 

则下列条件( )与(R{)等价(f=2，3，⋯，8}对于 f=2，指当 

等式两边出现的并或交都存在时等式成立) 

(M2)口o(Vxi)=V(口 ) 

(R2)(V f)— =／＼zf( — )
．
y 

(M3)(口@ oc≤口o(6 ) 

(R3) c≤(口一6)一 (口一c) 

(M4) 1~---a 

(R4)口=1 

(M5)l~a=a 

(R5)口≤6当且仅当口一6=1 

(M6)口 =姻 口 

(R6)口≤6一c当且仅当6≤口一c 
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(M7)( 6) 囝 (姻 c) 

(R7)a--,-b~(口 c)一(6 c) 

(M8)(口c 一 (姻 c) 

(R8)(口 )—-r)c一 +(I ) 

BSchwdzer与ASklar在文[7，8]中提出如下 T-范数 

定义(也可参见文[9，10]) 

f + ’一1)__{ 

-弋{ -1 z一-P+S" 户∈(0，co) pG(
--~o，o) 

注：在 p>O时(ip+y-p一1)可能无意义，比如出现0 

在分母上(z=0或 y=O)。此时令其对应的 7"-范数值为0。 

对于 一一o。， 叼， 一∞，Schweizer-Sklar T-范数定义为 

f f0(z，y)E[o，I)X[O，D ：一。。 
={ Imi(n (x,)y ：：。。 
【xy p=0 

容易证明，与Schweizer-Sklar T-范数相伴的剩余蕴涵为 

(参见文[9]) 

f 1 f 1 勺 IY 0I} IIjise f1 勺 ly／x otherwise fy z一1 
l1 0吐 IIjise 

nin(1，(1 一十)广’)_}) 

户—。o 

=0 

户∈(一o。，o)U(O，o。) 

需要说明的是，对于 户∈(一o。，0)U(O，oo)时，文[9]中 

没有对若干特殊点进行讨论，这使得最后的剩余蕴涵表达式 

出现歧义(比如，当p>O时，(1一z—p+y-p)可能非正}另外， 

，0)中有0在分母上的子项)。为此，特作以下分析； 

(1)当 时 )= 三 ： 
这是因为，按照剩余蕴涵的定义 O—O—sup{ I (O，2) 

≤0)：sup{zIO≤O)=1。而当z≠O时， O=sup{zI L(z， 

z)≤O)：sup{zI ，z)----0}=0，因为p>O，z≠0时只有z 
--
--

0满足 ，z)----0。 

(2)当p>O时，(1一z—p+ ’)可能非正(比如1一O．r。 

+0．5 =-95，1一O．2 +o．25 一0)。此时，按照剩余蕴 

涵的定义易碍 (z，y)=1(实际上，此时必有 <y)。 

当然 ，也可以仍用一个表达式 

I，(z，y)：min(1，(1一z一’+ ’)一 )，户∈(一∞，O)U 

(O．∞ ) 

来表示与Sehweizer-Sklar T-范数相伴的剩余蕴涵，但需要作 

如下约定：Ip(O，O)一1；z≠O时 Ip(z，O)----0；如果(1一z—p+ 

Y一’)非正，则项(1一rp+ ’)一 消失(此时 (z，y)=1)。 

以下用 表示 Sehweizer-Sklar T-范数， 是其对应 

的剩余蕴涵。 

应用定理2．4，2．5及( ，—．．P)为伴随对易得 

定理 2．6 对于任何实数 <O有(Vz，Y，zE[O，1]) 

(ss6) y= ， 

(ss7)( y) z= ( z)， 

(SSS)I-,-pz=z，1 )pz=z， 

(SS9)x~y iffp py=1， 

(SSIO)x-~p ≤(2 —-，z)—-，(2 +p )， 

(ss11)( pY)一p2=p ，( )， 
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(ss12)口 (Vzi)=V(口。 )， 

口 AY,=^(a---~pyi)，(V弘)— ^( 口)， 

(SS13)x--％y~( pz)一p() z)。 

实际上，可以直接验证以上各式成立。下面以(SS13)为 

例说明验证的方法： 

分以下几种情况讨论(令．：I一一户，因为户<O，故 >O)： 

(i)当1--~+ <1时，易得 y(1一 + ) 。 

如果 + 一1>0， + 一1>0，则 

( pz) ( pz)一 (rain(1，1一( + 一1)+( + 

-- 1)))f=(min(1，I--~+ ))t=(1一 + ) 

即此时(SS13)成立。 

如果 + 一1≤0，则 

( z)一 p(y z)一0 ( z)一 ( (1，1+ (y 

z) )) =1 

即此时(SS13)成立。 

如果 + 一1>0， + 一1≤0，则 

( p ) ( p )= ( + 一1){ o= (min(1，1一 

( + 一1)) = (1一 ( + 一1)) 

由 + 一1d0可得 ≤一( 一1)，从而 

(1--( + 一1)){≥(1一 + ) = 一，Y 

即此时(SS13)成立 。 

(ii)当1-~+ ≥1时(即 ≤ )，易得 py=1，而 

由 ≤ 可得 

+ --1≤ + 一1， 

(max(0， + 一1)) ≤(max(0， + 一1)) 

即(z z)≤( pz)，容易验证此时有(zO'z)— ( pz)= 

1，这说明(SS13)成立。 

定理2．7 对于任何实数p<o有(Vz，yE[0，1]) 

(SS14)( -． y)一户y一(y-． z)● pz， 

(SS15)---,，(一，z)一z， 一z， 

(ss16)( py) =z y ， 

(SS17)( py) =z opY ， 

(SS18)x~y iffz ≥y ， 

(ss19) y一-7p( (一p ))， 

其中一 一 O，z 一1--x，op为Sehweizer-Sklar T_余范 

数，即 

z y一1一(max(0，(1--x)一’+(1--y)一p--1))一 

证明：令 =一户，因为p<O，故X>O。 

先证(SS14)。如果z≥y，则 

y=(min(1，1一 + ))j= (1一 + ) 

从而 

(p py)一pY一 (min(1，1一 (1一 + ))t一(rain(1， 

)){：z， 

(y-． z)— pz=1— pz=z 

即(z—py)— y一( 一 )一 。如果 ，据对称性知 

( — 户y)‘+户y=(y_．’pz)—’ pz=y 

总之 ，(SS14)成立。 

在(SS14)中取y----0易得一p(一 )=z。而 一z则是 

显然的。 

下证(ss16)成立：对任意 z， ∈[O，1]有 

( py) =I一( py)一1--(max(0， + --I)){， 

z y = (1-z) (1-y)=1一(max(0，(I- (1--x)) 
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+(1一(1--y)) 一1)){ 

显然(z ) =z 0， 。即(SS16)成立。应用 一z及 

(SS16)可得(SS17)。而(SS18)显然成立。 

最后证明(ss19)： =-7p(z—p(-7py))。这是因为 

( p( y))=一，( p(1--]) )= (rain(1，1 

一  +(1一 )))j=(1--min(1，1--za+ (1一 )))j= (max 

(o， + 一1)) 一 p 

3 逻辑系统UL在广义H-赋值下的可靠性定理 

定义3．1r．S3 设 S是无穷集，-7是 S上的一元运算，V ， 

一 是S上的二元运算。F(S)是由S生成的(．7，V，一)型自 

由代数。称F(S)中具有以下各种形式的公式为公理： 

(UL1)A—’．(B+A) 

(IJ]L2)A一 ((A—B)一B) 

(Ul )(A— B)一 ((B+o 一 (A— o ) 

(UL4)A—’．— ．-7lA 

(UL5)A—’．(A V B) 

(Ⅲ )(AAB)—A 

(ULr7)(AV B)—’．(BVA) 

(U]L8)AV(BVC)—．．(AVB)VC 

(UL9)(-7A一-7B)一(B—A) 

(UL10)((A—．．B)—．．B)—．．((B— A)—’．A) 

(UL11)( +o 一 (AV B—A V C) 

其中，P̂ Q是．7(-7PV_7Q)的简写。 

UL中有下述推理规则： 规则(分离规则)——由A 

和A—B推得B。 

由公式集 F(S)、公理(UL1)～ (UL11)以及 MP规则组 

成的系统称为系统 UL。 

注：根据文[5，6]中的讨论，UL系统中的^、V是逻辑 

与、逻辑或的抽象，并不是最小、最大的抽象。 

定义3．2 函数 ：F(S)一[O，1]nq做F(S)的广义 H．赋 

值，如果 满足(其中P是某一确定的负数) 

(i) (AVB)一1--(rnax(0，(1--v(A))一，+ (1-v(B))一， 

一 1))一古； 
1 

(ii)t，(A—B)一(ITlin(1一 A)一p+ B)一，，1))一 ； 

(il1)v(—lA)一 (A— O)。 

可以在集合[O，1]上引入运算0，一，-7。对任意z，Y 

∈[O，1]规定 

(i)．z~y=1--(rnax(0，(1--x)一，+(1一 一，--1))一 ； 

(ii) + =(min(1—3 p+y-p，1))一 ； 

(iii)—，z— x--~O 

于是定义3．2中的条件可表述为： 

(AVB)= (A)0 (B) 

(A—B)= (A)—．． (B) 

(-7A)一 —， (A) 

这就是说F(S)的广义 H一赋值是从 F(S)到[O，1]的同 

态。 

容易知道，文[5]中的H一赋值是户一一1的广义 H一赋值。 

用Q表示F(S)的全体广义H．赋值之集。 

定义3．3 设A是F(S)中的公式，如果对任意的vEn 

均有 (A)一1，则称A为重言式(永真式)，记为 卜A。如果A 
—  l与B—A都是重言式，则称A与B逻辑等价。 

容易验证A与B逻辑等价当且仅当对任意的v6O均有 

t，(A)一 (B)。 

定理3．4(可靠性定理) UL中的定理一定是重言式，即 

若AEF(S)且 卜A，则 }tA。 

证明：为证明本定理，只需证明 UL中的公理(UL1)～ 

(UL11)都是重言式，并且 UL中的 MP推理规则保持重言 

式。 

设Al，Az，⋯，A 是 F(S)中的公式，E—g(A ，A2，⋯， 

A)是用-7，一．V把以上公式联结丽得的公式．口∈n。则由 

为同态知 

(j = g (tJ(A1)， (A2)，⋯ ，t，(A，)) 

这里 v(A )，v(A。)，⋯， (A)为[O，1]上的实数，g 作用于这 

些实数的方式恰如g作用于公式A ，Az，⋯，A 的方式。对 

公式A，B，C，分别以P，口，r记 (A)， (B)， (o，则易见 UL 

中的各公理的赋值分别为 

(1) ( ) 

(2)户一 (( +口)一 口) 

(3)( 口)一 (( r)一 ( r)) 

(4) +— — 夕 

(5) (户Vq) 

(6)(户A口)一 户 

(7)(户Vq)一 (qV户) 

(8)户V(口V r)一 (户V口)Vr 

(9)(-7 一-7口)一 (g一户) 

(1O)(( 口)一口)一 ((g一户)一 户) 

(11)( r)一 (户V 户V r) 

应用定理2．6、2．7可以直接验证以上各式的值均为 1，比如 

(7)、(8)、(11)的值为 1可分别由定理 2．6的(SS6)、(SS7)、 

(ss13)得到，而(1O)的值为 1可由定理 2．7的(SS14)得到。 

以上证明了UL的11条公理都是重言式。以下证明MP 

推理规则保持重言式。事实上，设A和A—B都是重言式，则 

对任意赋值 均有 (A)一 (A—B)一1，从而 

(B)一1—．． (B)= t，(A)—．． (B)一 (A+B)一1 

所以B为重言式，这说明MP规则保持重言式。定理证 

毕。 
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