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摘　要　多测量向量的联合稀疏重构要求多个源信号共享相同的稀疏结构,但实际应用中较难得到具有完全相同的

稀疏结构的测量信号.为了降低非共享稀疏结构对 MMV 模型联合稀疏重构的影响,文中提出了一种改进贪婪类联

合稀疏重构算法的方法.该方法在每次迭代时并不要求各测量向量选择相同的表示原子,而是要求选择同一类的表

示原子.改进后的算法可用于非共享多测量向量的稀疏表示分类.基于模拟数据和标准人脸库数据的实验结果表

明,改进后的模型可有效提高稀疏表示的分类性能.
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Abstract　Simultaneoussparsereconstructionofmultiplemeasurementvectors(MMV)requiresthatthemultiplemeaＧ

surementsignalssharethesamesparsestructure．However,itisdifficulttogetthemeasurementsignalsexactlysharing
samesparsestructureinpracticalapplications．InordertoreducetheinfluenceofnonＧsharedsparsestructureonsimulＧ

taneoussparsereconstructionofMMVmodel,thispaperproposedamethodtoimprovesimultaneoussparsereconstrucＧ

tionalgorithmsbelongingtogreedyseries．Ateachiteration,themethoddoesnotrequirethateachmeasurementvector

choosesthesamerepresentationatoms,butrequiresselectingrepresentationatomsinthesameclass．TheimprovedalＧ

gorithmcanbeusedforsparserepresentationclassificationofnonＧsharedmultiplemeasurementvectors．Experiments

onsimulateddataandstandardfacedatabaseshowthattheimprovedmodelcaneffectivelyimprovetheperformanceof

sparserepresentationclassification．
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　　现有的压缩感知(CompressedSensing,CS)算法大都从

单重测量信号中恢复稀疏信号源,即为单重测量向量(Single
MeasurementVector,SMV)模型.而实际应用中出现更多的

是多重测量向量(MultipleMeasurementVectors,MMV)情

形,即从多重测量向量中恢复未知稀疏信号源.大量的研究

结果表明,MMV 模型可有效提高信号恢复的性能.文献[１]

提出在无噪声的情况下,若多测量向量个数T 小于表示原子

的个数N,且表示系数非零元素的个数小于(N＋T)/２,则其解

是唯一的,该结论将解的唯一性条件的上界从(N＋１)/２增加

到了(N＋T)/２.文献[２]证明,在一些适度的假设条件下,信

号恢复的正确率可以随着测量向量数T 的增加呈指数倍增

加.文献[３]给出了 MMV稀疏重构的平均情况分析,指出在

较温和的条件下,MMV的平均重构性能优于SMV.

文献[４]总结了 MMV模型联合稀疏重构的两个基本假

设条件,即要求源信号是 K 稀疏的;并且T 个源信号共享相

同的稀疏结构.也就是要求多个信号(或者它们的稀疏表示

系数)的非零元素的位置保持一致,或者某个信号(或者其稀

疏表示系数)的非零元素的位置在多次测量中均保持不变.

为满足假设条件,在实际应用中,需寻找稀疏结构共享的多测

量信号来实现联合稀疏重构.例如,文献[５]利用彩色多光谱

图像波段间的边缘和变换的相似性,基于不同波段的图像具

有相同的小波系数,因而具有相同的稀疏结构,实现了 MMV



的联合稀疏重构;文献[６]针对高光谱图像的多通道特性,利

用谱间信号的关联性,通过图结构化稀疏度表征空谱相关性,

实现了图结构稀疏的 MMV联合稀疏重构;文献[７]利用多聚

焦图像的相关性,根据图像小波变换后的区域特征进行图像

融合.此外,还有利用传感器阵 列 源[８]、合 成 孔 径 雷 达 图

像[９]、视频图像序列等信号的共享稀疏结构.但是实际应用

中很难得到具有完全相同的稀疏结构的测量向量,其原因主

要是信号的稀疏性结构具有(慢)时变性或者信号特征描述空

间时具有局限性.例如在 DOA 估计中,目标的来波方向在

不停地变化,满足相同的稀疏性假设条件的信号源向量数很

少.因此,在 MMV 模型中,一般的稀疏性假设只对较少的测

量向量数T 成立.为此,有研究者提出了一些能消除非共享

稀疏结构对联合稀疏重构影响的方法,例如文献[９]指出,

SAR图像距离的徙动使得SAR各脉冲回波的一维距离像具

有不完全相同的稀疏结构,为此该文提出对这种距离徙动进

行补偿,以提高稀疏结构的共享度,从而提高 MMV联合稀疏

重构的性能.

为了削减非共享稀疏结构对 MMV 联合稀疏重构的影

响,本文提出了一种可应用于贪婪类算法的非共享稀疏结构

的 MMV联合重构方法.该方法不要求多测量向量共享稀疏

结构,也就是 MMV模型可以不满足假设条件即可实际联合

稀疏重构,这样可以充分利用多测量向量所提供的信息,提高

稀疏表示分类的性能.

１　MMV模型

在CS理论[１０]中,测量向量y∈RR M 被表示为测量矩阵

Φ∈RRM×N的若干个表示原子的稀疏线性组合,y＝Φx,x∈

RRN 是K 稀疏信号,其中K≪M≪N.稀疏重构的目标是在

已知y和Φ 的条件下精确重构x.传统的 CS是从单重观测

信号中恢复稀疏信号源,即SMV 问题.但是在实际应用中,

更多存在的是多重观测信号的情形,即 MMV问题,对应如下

T 个欠定方程:

y(t)＝Φ(t)x(t),t＝１,２,􀆺,T (１)

其中,y(t)∈RRM(t＝１,２,􀆺,T)是T 个测量向量,一般T＜M,

x(t)∈RRN(t＝１,２,􀆺,T)为相应的表示系数,Φ(t)∈RRM×N 是

测量矩阵.在 MMV 模型中,一般地,矩阵Φ 对每一个测量

向量都是相同的,因此欠定方程可重写为以下矩阵形式:

Y＝ΦX (２)

其中,Y＝[y(１),y(２),􀆺,y(T)],X＝[x(１),x(２),􀆺,x(T)].

为了实现 MMV的联合稀疏重构,源信号x需要满足以

下两个条件:

１)源信号x(t)(t＝１,２,􀆺,T)是K 稀疏的;

２)T 个源信号x(t)(t＝１,２,􀆺,T)共享相同的稀疏结构,

即各源信号的非零元素的位置相同,也就是多个表示系数的

非零元素在同一行,测量向量共享相同的稀疏结构.

MMV模型的求解目标是以最少的表示原子数同时表示

多个测量.为了描述此问题,文献[１１]定义了一个行支撑集

的概念,表示系数矩阵的行支撑集被定义为非零行的索引集

合,准确描述如下:

rowsupp(X)＝{i∈[１,N]:∃j,xij≠０} (３)

矩阵的ℓ０ 行范数为矩阵中非零行的个数:

‖X‖rowＧ０＝|∪
T

i＝１
supp(xi)| (４)

MMV模型需要获得最小的行支撑集,因而所求解的最

优化问题可描述为:

X
∧

＝argmin
X

‖Y－ΦX‖F　s．t．‖X‖rowＧ０＜Th (５)

其中,Th 是行稀疏阈值.为了有效求解,一般将此有约束问

题转换成以下无约束最优化问题:

X
∧

＝argmin
X

{‖Y－ΦX‖F＋λ×Jp,q(X)} (６)

其中,Jp,q(X)＝∑
i
(‖xi,􀅰 ‖q)p,xi,􀅰 代表 X 的第i行.此惩

罚函数先对表示系数矩阵的各行求ℓq 范数,一般q≥２,可促

使行内系数稠密;然后对各行的范数值再求ℓp 范数,一般

p≤１,以促使行间系数稀疏.这种惩罚函数能使得表示系数

集中在某些行,从而得到较小的行支撑集.

２　非共享稀疏结构的 MMV模型

如果多重测量向量能够共享稀疏结构,那么人们可以利

用此先验信息来约束表示原子的选择,以提高联合稀疏重构

的性能.但是实际应用中较难得到稀疏结构完全相同的测量

向量,满足共享稀疏结构假设条件的信号源很少,这些测量向

量即使是对同一事物进行观测,也不一定能共享稀疏结构.

可能的原因有:１)实际信号的稀疏性结构具有时变性;２)信号

的高维性使得同一类信号的特征空间也可能存在较大差距,

例如同一个人在不同情形下拍摄的照片可能存在很大差距;

３)特征描述空间的局限性,使得测量矩阵中缺少特征描述原

子,造成特征描述不全面.可见,稀疏结构完全相同的测量向

量是较难获得的,在 MMV模型中,一般的稀疏性假设只对较

少的测量向量数成立.实际应用中,常常遇到的是非共享稀

疏结构的多测量向量.

２．１　模型的一般表示

若多重测量向量仅有部分向量共享稀疏结构,那么可以

根据其稀疏结构将多重测量向量进行分组,对应表示系数矩

阵的各行被划分成块集 B,B＝(B１,B２,􀆺,Bb),则可得到

MMV模型的一般表示形式:

X
∧

＝argmin
X

{‖Y－ΦX‖F＋λ∑
i

∑
B∈B

(‖Xi,B‖q)p} (７)

其中,Xi,B是表示系数矩阵第i行第B∈B块的元素集,同一

块内的稀疏特性是共享的;表示系数各行的块集 B＝(B１,

B２,􀆺,Bb)可以由单元素构成.若各表示系数内部又进一步

被划分成组集G,G＝(G１,G２,􀆺,GJ),则可以得到式(７)的更

一般表示形式.

X
∧

＝argmin
X

{‖Y－ΦX‖F＋λ∑
G∈G
　 ∑

B∈B
(‖XG,B‖q)p}(８)

其中,XG,B表示系数矩阵中的第G 组第B 块的元素集.

２．２　非共享 MMV的稀疏表示分类模型

下面对非共享 MMV的稀疏表示分类模型进行研究.稀

疏表示分类模型(SparseRepresentationＧbasedClassification,

SRC)[１２]旨在解决目标识别问题,它是将一个目标识别问题

转变为一个稀疏表示问题,即将待测数据y表示成联合子空

间Φ 的稀疏线性组合y＝Φ×x,其中y∈RRM ,Φ∈RRM×N ,x∈
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RRN ,然后根据重构的表示系数x
∧

进行分类.

传统的SRC模型的测量向量是单个的.但是从直觉上

来讲,对同一对象进行观测得到的多重观测信号所提供的信

息量明显多于单个观测信号,即使这多个观测信号并不共享

稀疏结构,它们也应该可以提供更多的有效信息.这些增加

的信息量如果能得到有效利用,则可以提高稀疏分类性能.

在SRC模型的数据字典中,同类的训练样本集中排列.

若多个测量向量是对同一对象的观测,那么它们的表示原子

应该集中于测量矩阵的某个区域,对应的表示系数非０,但非

０元素并不一定在同一行,即并不共享稀疏结构.如图１所

示,表示系数矩阵的非０项集中在某一类别,但是表示系数矩

阵的各列之间并不共享稀疏结构.我们可以利用此先验的结

构信息来提高稀疏分类的精度.

图１　非共享 MMV稀疏表示分类模型示意图

Fig．１　NonＧsharedMMVsparserepresentationclassificationmodel

３　非共享 MMV模型的算法实现

MMV模型的实现算法可以通过扩展 SMV 算法得到.

常用的贪 婪 类 MMV 的 主 要 算 法 包 括 MMVＧOMP 算 法、

SOMP(SimultaneousOrthogonalMatchingPursuit,SOMP)算

法、MMVＧStructOMP算法[１３]等,其主要思想是通过迭代方

法计算X 的支撑.为了有效利用非共享稀疏结构的多测量

向量,下面改进贪婪类 MMV算法,以实现非共享的 MMV稀

疏重构.

贪婪 类 MMV 算 法 (MMVＧGreedy Algorithm,MMVＧ

GA)适用于共享稀疏结构的 MMV模型.算法在每次迭代中

计算测量矩阵Φ 与残差矩阵R 的内积ΦTR,并对ΦTR 的行

向量求和或求q范数,选择值最大的原子作为多个测量向量

共同的表示原子.若多个测量向量的稀疏结构并不相同,则

强制各测量向量使用相同的原子进行表示并不能得到精确的

稀疏表示.

在 MMVＧGA算法的基础上,非共享 MMV 贪婪类算法

(NoＧSharedMMVＧGreedyAlgorithm,NSMMVＧGA)针对非

共享 MMV稀疏表示分类模型而设计.首先将测量矩阵Φ
分成L 个类别,即Φ＝[Φ１,Φ２,􀆺,ΦL],其中Φl∈RRM×m,l＝

１,２,􀆺,L,若 N＝L×m,则Φ∈RRM×N .在每次迭代时,并不

要求各测量向量选择相同的表示原子,也不强制要求是同一行

的表示系数,而要求各个测量向量选择同一类的表示原子,对

应的表示系数集中在某区域.NSMMVＧGA算法的具体执行

步骤如下.

算法１　NSMMVＧGA算法

输入:测量矩阵 Φ＝[Φ１,􀆺,ΦL],Φ∈RRM×N,测量向量集 Y∈RRM×T,

误差容限ε或稀疏阈值 K

输出:活动集索引 ΛK,残差 RK,表示系数 XK∈RRM×T

Step１　初始化:残差 R０＝Y,Λ０＝Ø,迭代计数k＝１

Step２　while(‖Rk‖F≥εork≤K)

Step３　获得第t(t＝１,２,􀆺,T)个测量向量与第l(l＝１,２,􀆺,L)类训

练样本的最大内积值与索引

　[v(k)
tl ,η

(k)
tl ]＝argmax‹Φl,Rk－１et›,Φl＝[φ１,􀆺,φm]

其中,v(k)
tl 是最大内积值,η

(k)
tl 是最大内积索引,Φl 是第l类的

表示原子,et 是标准单位矩阵中的第t个基向量,Rk－１et 是第

k－１次迭代时的第t个测量向量的残差.

Step４　获得内积和最大的类别号:

　λk＝arg max
l＝１,２,３,􀆺,L

　∑
T

t＝１
v(k)

tl

Step５　令ηk＝[η
(k)
λk１,􀆺,η

(k)
λkT],Λk＝Λk－１∪ηk,更新活动集 ΦΛk

Step６　计算活动集 ΦΛk
的正交投影矩阵Pk＝ΦΛkΦΛk

Step７　更新残差 Rk＝Y－PkY,更新k＝k＋１

Step８　end

Step９　估计稀疏系数 XK＝ΦΛK
Y

NSMMVＧGA算法在每次迭代过程中允许多个测量向量

选择不同的表示原子,但基于已知多个测量向量是同一类别

这个先验信息,须限制选中的原子为相同类别的原子,具体的

选择策略是:在Step３中获得每个测量向量与各类训练样本

的最大内积索引,η
(k)
tl ＝argmax‹Φl,Rk－１et›,Φl＝[φ１,􀆺,

φm];Step４求各类的内积和,然后选择内积和最大的类λk＝

arg max
l＝１,２,３,􀆺,L

　∑
T

t＝１
v(k)

tl ,这种方法是将对表示原子的选择转变为

对类别的选择;Step５将选中类别的T 个最大内积的表示系

数组合成一个行向量ηk＝[η
(k)
λk１,􀆺,η

(k)
λkT

],这个行向量实际上

是由从不同行中选择的元素构成的;最后将此行向量并入索

引集Λk＝Λk－１∪ηk,并更新活动集ΦΛk
,如此往复,直到满足

迭代终止条件.

NSMMVＧGA算法并不强制要求多个测量向量共用同一

个表示原子,这符合非共享稀疏结构的实际情况;NSMMVＧ

GA算法限制每次迭代各测量向量时必须选择同类的原子,

以使算法适用于稀疏表示分类的应用.此外,Step４计算各

类的内积和,相当于求各类内积的１范数,而更为普通的形式

是求各类内积的q范数λk＝arg max
l＝１,２,３,􀆺,L

‖v(k)
tl ‖q,q的取值

还有待进一步研究.

４　实验及分析

本节通过模拟数据和标准人脸库数据进行 MMV联合稀

疏重构实验,以研究共享稀疏结构与非共享稀疏结构的多重

测量 向 量 对 稀 疏 重 构 的 影 响. 比 较 MMVＧGA 算 法、

NSMMVＧGA算法在不同场合下的稀疏重构性能.实验使用

华硕笔记本电脑,i７Ｇ４７００HQ 的 CPU,四核２．４GHz,４GB内

存,基于x６４处理器的 Windows８操作系统.

４．１　模拟数据实验

参照文献[１１]进行模拟实验,以验证共享稀疏结构和非

共享稀疏结构对 MMV联合稀疏重构的影响.此实验中选用

DiracＧFourier为测量矩阵,此矩阵由脉冲信号和傅里叶核信

号构成,大小为n×２n,当 w＝１,􀆺,n时,φw [t]＝δw [t];当

w＝n＋１,􀆺,２n时,φw[t]＝e－２πitw/d,默认情况下信号的维数
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n＝１２８.表示系数x是零均值、单位方差的高斯随机数.模

拟实验使用 MMVＧGA 算法来进行联合稀疏重构,由于已知

模拟信号都是由测量矩阵中K 个原子组合而成的,因此将迭

代的最大次数设置为K.

首先,验证共享稀疏结构的测量向量对 MMV 联合稀疏

重构的影响.从测量矩阵中选择相同的 K 个原子来构造T
(T＞１)个观测信号,构造时使用的表示系数选用零均值、单

位方差的高斯随机数.任意一个观测信号Yj 可表示为:

Yj＝∑
T

i＝１
xijφwi (９)

由于这些观测信号是由相同的原子组合而成的,因此它

们共享相同的稀疏结构.本实验使测量向量的个数 T 从１
变化到６,并改变表示系数中非零元素的个数 K,以考查测量

向量个数和信号稀疏度对数据重构的影响.以原信号和重构

信号的汉明距离来衡量信号重构的精度,汉明距离是两个相

同长度的数据对应位不同的数量百分比.汉明距离为０时,

表明信号完全被正确地重构;汉明距离为１时,表明没有一个

元素被正确重构.对于每组参数,做１０００次独立的实验,并

给出实验结果的平均值.图２给出随着测量向量个数 T 的

增加,不同稀疏度 K 下重构信号与原始信号的平均汉明距

离.可以看出,随着测量向量个数的增加,平均的汉明距离明

显减小,这说明增加具有相同稀疏结构的测量向量的个数可

有效提高系统的重构性能.

图２　相同原子构造的多测量向量的联合稀疏重构

Fig．２　SimultaneoussparsereconstructionofmultiＧmeasurement

vectorsconstructedfromsameatoms

反之,若T 个观测信号是由不同的原子组合而成,则 T
个观测信号的稀疏结构是非共享的.重复以上实验,所得到

的结果如图３所示.可以看出,当观测向量为２个及以上时,

重构的汉明距离明显增大,并且随着观测向量个数的增加,汉

明距离增大.实验结果证明,非共享稀疏结构的观测向量不

利于联合稀疏重构.

图３　不同原子构造的多测量向量的联合稀疏重构

Fig．３　SimultaneoussparsereconstructionofmultiＧmeasurement

vectorsconstructedfromdifferentatoms

４．２　标准人脸库的人脸识别实验

本节实验所用的数据库包括 AR 剪裁的人脸库和 ExＧ

tendedYaleB人脸库.AR 库中共有１００个人的２６００幅图

像,将其平分为两个子集,每个子集中每人有标准照,以及不

同表情、光照,戴墨镜、围巾的照片;ExtendedYaleB人脸库中

共有３８个人,每人６４张图片,共２４１４张(其中有１８张图片

被损坏)不同光照的人脸图像,根据光照角度的不同,所有图

像被分为５个子集.为运行方便,对所有图像进行剪裁,使用

下采样降维,对测量矩阵进行了二范数规范化处理.

４．２．１　AR人脸库上的人脸识别实验

为了观察测量向量数对稀疏分类性能的影响,应用 AR人

脸库做人脸识别实验.首先将 AR库的图像下采样为５４０×１,

从 AR子集１中为每人选取９张图片作为训练集,包 括 一 张

标准照和不同表情、光照、戴墨镜和围巾的照片各两张;从子

集２中随机产生测试集,每次重构所用的测试数据是从同类

图片中任选１~７张,每种测试都产生１４００组测试数据,其中

一半 用 于 调 试 参 数,另 一 半 用 于 测 试.MMVＧGA 算 法、

NSMMVＧGA算法使用相同的参数分别实现 MMV的联合稀

疏重构(简单起见,算法中的q范数皆设为１范数);然后通过

重构的表示系数计算各类的非线性逼近误差,并采用最近邻

(NearestNeighbor,NN)进行分类.为了进行比较,还使用贪

婪算法(GreedyAlgorithm,GA)对多张测试图片分别进行

SMV重构,然后采用 K 近邻(KＧNearestNeighbor,KNN)方

法进行分类.实验结果如图４所示.可以看出,增加观测图

片数时,这３种方法得到的人脸识别错误率都有明显降低,

MMVＧGA算法 和 NSMMVＧGA 算 法 优 于 SMVＧGA 算 法.

MMVＧGA算法也得益于测试图片的增加,可能的原因是:同

一人的照片总有共同特征,即有一部分表示原子是共享的.

但是多个 观 测 图 片 也 存 在 部 分 非 共 享 的 表 示 原 子,因 此

NSMMVＧGA算法获得了最好的识别结果,NSMMVＧGA 算

法比 MMVＧGA算法能更适应这种一般情况.特别是随着观

测人脸图像数的增加,NSMMVＧGA 和 MMVＧGA 算法之间

的 差 距 越 来 越 大.SMVＧGA 算 法、MMVＧGA 算 法 和

NSMMVＧGA算法的平均识别时间分别为０．４９s,０．１９s,０．２９s,

其中SMVＧGA稀疏重构算法需要运行 T 次,因此运行时间

最长.

图４　在 AR库上的人脸识别结果

Fig．４　FacerecognitionresultsonAR

４．２．２　ExtendedYaleB人脸库上的人脸识别实验

为了考查多个测量向量对稀疏表示分类的影响,在 ExＧ

tendedYaleB人脸库上进行人脸识别实验.在子集３(光照角

度为２６°~５０°)中为每人选择１２张图片作为训练集,在子集４
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(光照角度为５１°~７７°)中选择５２６张图片作为测试集,每次

重构所用的观测数据是从同类的图片中随机选择１~７张,每

种测试都产生１５００组测试数据,其中５００组用于调试参数,

１０００组用于测试.使用 SMVＧGA 算法、MMVＧGA 算法和

NSMMVＧGA算法进行稀疏重构,结果如图５和图６所示.

图５给出了观测人脸图像数对平均人脸识别率的影响,可以

看出,随着观测人脸图像的增加,NSMMVＧGA算法的人脸识

别率稳步提升,明显优于其他两种方法.图６给出了图像维

数对人脸识别率的影响,可以发现,当测试人脸图像数由１变

为３时,人脸识别率有明显的提升,其后的提升效果有限.此

外,由图６也可以发现,观测人脸图片数的变化对人脸识别的

影响明显大于数据维数的变化.

图５　观测人脸图像数T 对人脸识别率的影响

Fig．５　Influenceofthenumberoffaceimagesonface

recognitionrate

图６　图像维数对人脸识别率的影响

Fig．６　Influenceofdimensionsoffaceimageonfacerecognitionrate

结束语　本文通过模拟实验证明了 MMV模型联合稀疏

重构所需要的假设条件的合理性,即当多重观测信号共享稀

疏结构时,MMV模型优于SMV 模型;但当多重观测信号的

稀疏结构不同时,MMV模型并不能优化SMV模型.为了有

效利用稀疏结构不同的观测信号,本文提出了 NSMMVＧGA
算法,该算法允许各测量向量选用不同的表示原子,但要求各

表示原子属于同一类,从而合理地约束了表示原子的选择.

本文通过标准人脸库的实验,证实了该方法可以提高非共享

MMV的稀疏表示分类性能.
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