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摘 要 本文采用一种重新参数化方法，计算比Mobius变换简单，通用性强。对这种重新,g~ ss法研究表明，该方 

法含有单一自由度，重新参数化一务多项式曲线，得到同一务曲线的不同参数化，可以从中找出最接近弧长的参数化， 

即最优参数化 。采用这种重新参数化方法求出的曲线最优参数化与采用 Mobius变换求 出的最优参数化是一样 的。实 

例表明 了该方法的有效性 。 
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Abstract A rational reparametrization function is used，compared with M6bius transformation，the function is very 

simple．Rational reparametrization of a polynomial curve is characterized by a single degree of freedom．Like MSbius 

transformation，further research shows the“optimal’’reparametrization in this faminly(that comes closest under the 

L2 norm to arc—length parametrization)can also be identified by solving a quadratic equation．The function is proved 

to reach the same result with Mobius transformation as identifying the“optimal”parametrization of the same polyno— 

miaI curve． 
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1 引言 

在计算机辅助设计和辅助制造等实际应用中，往往要求 

弧长参数化，即参数域内均匀分布的点对应曲线上沿曲线弧 

长均匀分布的点。然而，CAGD中常用的参数多项式曲线和 

有理多项式曲线不能取自身弧长为参数。文[1]给出了参数三 

次曲线不能取自身弧长为参数的证明。文[2]进一步给出了，t 

次参数多项式曲线不能取自身弧长为参数的证明。 

人们曾经采用多种方法使曲线参数化最接近弧长参数 

化。在计算机数字控制(CNC)实践中，文[33实时地修补曲线 

参数化，使之最接近弧长参数化。文[4～6]提出多种逼近弧长 

参数化的方案，这些方案多数基于在一组离散的位置满足给 

定的某种约束，这些最优参数化，不是真正意义上的最优参数 

化，因为缺少最优问题所具备的以下特征： 
· 一 个参数集合P； 
·V P∈P，定义一个函数 一户，『l度量P与弧长参数化P 

的偏差 ； 

·算法明确表示存在一个户。，V户∈P，满足 。一户，ll≤【l 

户一户『『l。 

满足以上策略的最优参数化是文[7]提出的，其参数集合 

P为重新参数化的集合，度量函数为曲线的参数速度偏离单 

位速度的 L2范数。 

文[7]采用的重新参数化方法为Mobius变换(有理线性 

变换)。本文采用了一种重新参数化方法 ]，这种新方法比 

Mobius变换计算简单，通用性强。研究表明，新方法可以使用 

文[7]的策略求出曲线的最优参数化。对最优参数化进一步研 

究发现，采用新方法求出的曲线最优参数化与采用 MSbius 

变换求出的最优参数化是一样的。 

文章第2节，回顾文[7]最优参数化方法。第3节给出新方 

法求曲线最优参数化的推导过程。证明了新方法与 Mobius 

变换取得一致的最优参数化。第4节实例表明两种参数化方法 

得到同样的最优参数化。最后是结论。 

2 最优参数化方法简介 

假设 r(f)，t∈[0，1]为参数曲线，曲线的总弧长 

．S—J1 de"lIdt 
其中IIdr／dtII描述曲线的参数速度，即弧长S随着参数t变化 

的速度。让弧长 S作为坐标的单位长度，得到曲线 户(f)一r 

(e)／S。有： 

Ji1~e lldr=1 (1) 
给定一条 ，t次多项式 Bhzier曲线 

户(f)一∑户t (f) (2) 

其中6 (t)一(：)(1一t)一‘ f。r̂=。，⋯，，t 
式(2)重新参数化后参数t=f(“)，(其中f(“)是多项式 

或者有理函数)曲线变为g(“)一户(f(“))。这里假定曲线式 

(2)是正则的，亦即至少是C 连续，并且1Id~／dell>0 t∈[0， 
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1J。文[7]衡量曲线参数速度与弧长参数化接近程度的度量 

函数如下： 

一 J(II dqlI_1)。d“ (3) 
由(1)式，(3)式重写为： 

-一』I d“一 
因此，最接近弧长的参数化是使下面算式取得最小值的参数 

化 ： 

一 Jf zd“ (4) 
这里 ≥ 1 J一 1是弧长参数化。 

5 新方法的最优参数化 

满足下面等式 ： 

。 一未 )一 1—2r+ ll~---／p(r)11 
解上面等式得 

n 一 一  

一 一

wE
一

2] (11) 

其中 [r]一Ĵ II d户(f)ll df r一。，1，2的计算如下： 

[r] 

我们的新方法 ： 

“)一 口∈ (一 1，+oo) “∈ [0，1](5) c·一 

式(5)的逆影射： 

(￡)一丁 d∈(一1，+oo) ￡∈[o，1] 

把式(5)代入式(2)得到 q(“)=p(t。(“)) 

由式(4)知，曲线式(2)取得最优参数化当且仅当新方法 

中的n使下面算式取得最小值： 

(n)=』I五dqlf2d“一』I d---％p( lJ2d“ 
a∈ (一 1，+ ∞ ) 

接下来分析存在 a∈(--1，+oo)使得 (口)取最小值。 

根据链原则 

)= d

P( d“一『( ㈤)。ll 
I．1 

p(f·(“))ll。d“ 

因为 U—Ua(f)，用 t替换上式 U得到原先的参数t： 

)=一J( (“))II蔷 )ll zdr (7) 

又因为 (“)=( d‰(f)) 
由式(6)，II d ￡)I 一 

把上式代入式(7)得到 

)=』 II鲁 )ll zdr (8) 
曲线式(2)是正则曲线，(d／dt)p(t)≠0，因而存在两个常数 

C ，C2，满足 

0<C < II 1．1 z(c)ll<C2 c∈ [O，1] (9) 

又因为Jl d (10 
由式(8)(9)(1O)： 

c < ⋯ 。 

(。+号 ÷ 璺
—  

，． (n+号 ÷ 
一

． — 可  a ·一+一 J j 1-， =+0o 

因此，存在口∈(一1，+oo)使 (4)取得最小值，这时口 
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五
d )11。出

一  ∑ ． Z 一Z+ 

r) G一 

( )( 
，2n一 2 

I ＼ k 

) 

0，⋯，2n一 2，其中zlp̂ 一 P̂+1一P̂ 

Apt·,lp̂ 一， 五一 

到此为止，求出了新方法的最优参数化。对曲线的最优参 

数化进一步研究有下面的结论 ： 

定理1 利用新方法取得的最优参数化与Mobius变换 

是一致的。 

证明：给定一条 次正则多项式 B6zier曲线。(1)新方法 

取得最优参数化。 

曲线取得最优参数化时， 

(11) 

令V=WL0J一2WL1 J+wE2]，把式(11)代入式(5)，得 

到重新参数化函数为： 

一  

(2)Mobius变换取得的最优参数化。Mobius变换： 

“ =  

曲线取得最优参数化时，n满足下面关系式㈨： 

O=P(1一口)。+Q口。 (14) 

其中P= 』一B3(f)ll dflTP(f)lJ2出 Q— l(f)JI 
面1．1 p(f)ll dt 

把P展开P一卜 (圳l d p(￡)ll2d￡一卜(1一 Il 

p(f)ll。dt一一 

把Q展开Q一 (圳I未p(圳l2dr—J’r。II未p(圳l2dr— 
WE2] 

把 P，Q代入式(14)求得 ： 

√ 

一 面 
把式(15)代入式(13)得到重新参数化函数： 

“ =  等 一 
U √WE2] 

+(一 +、／ 丽) 

(15) 

(16) 
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视化的编译选项管理，定义参数化模块的参数等工作。该可视 

化配置工具能够控制操作系统配置中的复杂性，极大地增加 

了系统的应用范围，减轻了开发的复杂度。 

图6 可配置的嵌入实时操作系统 

5．5 配置工具的基准测试 

我们在配置工具内嵌入一个基准测试程序，验证所选构 

件的正确性以及检验所选构件是否能满足实际应用的需要。 

在构件设计时，由设计者提供相应的基准测试，与构件同时封 

装。在构件配置完成后，通过设置不同的基准参数，模拟嵌入 

式应用的实际应用环境，测试构件状态，从而分析配置的合理 

性 。 

结论 我们研制的基于构件的可配置嵌入式操作系统具 

有自主知识产权，同时研制的构件定义语言和操作系统配置 

测试工具具有一定的创新性。可广泛用于实时嵌入式(如信息 

家电、掌上电脑、远程传感器等)计算机系统中，根据应用和环 

境的需要构造嵌入式系统，充分发挥嵌入式系统的功能，并最 

终降低嵌入式系统的开发和使用代价。 
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比较 (12)和(16)，对于同一条曲线利用新方法和 M6bius 

变换取得最优参数化时，二者采用的变换是一致的，因而取得 
一

致的最优参数化。 

4 实例 ·． ．．． 

一

条二次多项式 B~zier曲线(图1)，我们的新方法取得了 

改进的参数速度曲线(图2)和改进的参数流(图3)。 
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图1 一条二次多项式 B4zier曲线段 

图2 参数速度比较 

多项式曲线的参数流 最优参数化后的曲线参数流 

图3 参数流比较 

从多项式曲线的1．22降为最优参数化后的1．007( 一1 

是弧长参数化)这个结果与 M6bius变换取得的最优参数化 
一 致。在实际应用的多数情况下，这个参数化与弧长参数化已 

经很难区分 。 

结论 利用我们的新方法可以求出多项式 B4zier曲线的 

最优参数化。对于同一条曲线新方法求出的最优参数化和 

Mobius变换取得的最优参数化是一致的，且计算比Mobius 

变换简单，通用性强。 
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