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中国剩余算法在多元多项式最大公因式提取中的应用 

杨宁学 诸昌钤 龚 晖 

(西南交通大学计算机与通信工程学院 成都610031) 

摘 要 本文研究了利用中国剩余算法提取多元整系数多项式的最大公因式的算法，首先将多项式通过同态映射进 

行逐元化 简，直至化 为一元 多项式，并对一元 多项式提取 最大公因式 ，然后利用 中国剩余算法对一元最大公因式进行 

逐元反复提升，最后 可得到多元 多项式的最大公因式。大量的算例表明谈 算法是 求解多元整系数 多项式最大公因式的 

一 种有效算法。 
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The Application of Chinese Remainder Algorithm in the Acquisition of the Greatest 

Common Divisor from M ultivariate Polynomial 
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(School of Computer&Comm．，Southwest Jiaotong University，Chengdu 610031) 

Abstract The application of Chinese Remainder Algorithm to determine the greatest common divisor of multivariate 

polynomials is studied Using homostasis mapping，a multivariate polynomial is simplified step by step until only one 

main variable iS left，and the greatest common divisor of the single variable polynomia1 iS obtained by the extended 

Euclid Algorithm．Then，using the Chinese Remainder Algorithm raises the greatest common divisor from one vari． 

able to the original multivariate until the real greatest common divisor iS gotten．It iS an efficient algorithm to solve 

the greatest common divisor of multivariate polynomials． 
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1 前言 

多项式最大公因式的计算是计算机代数中最基本的问题 

之一。在符号计算中，很多问题都要涉及到最大公因式的求 

解。例如，为使运算效率更高，在有理分式的表示中我们常常 

要求分子和分母互素，这样对于给定的多项式，就要求我们去 

掉最大公因子。在近年来发展迅速的计算机自动批改作业技 

术中，为了使识别运算快捷可靠，需要对学生和老师答案中的 

数学表达式提取最大公因式，然后去掉最大公因式，如果在多 

项式中含有分式，还要对分子分母提取最大公因式并去掉此 

最大公因式，使其化为最简分式，最后对剩余部分运用符号运 

算方法进行识别。因此，设计多项式最大公因式的有效算法， 

对符号计算效率的提高意义十分重大。 

文[1～5]研究了单变量多项式的最大公因式提取方法， 

本文将对多元多项式最大公因式提取进行研究。其主要思想 

是：先通过同态映射将未知元逐元化简，直至最后只剩下主变 

元，此时多元多项式被化为一元多项式，并通过文[1～5]中介 

绍的方法求得最大公因式，然后利用中国剩余算法对一元最 

大公因式作提升，并得到二元最大公因式，再对二元最大公因 

式提升得到三元最大公因式，以此逐步提升，最后得到所求的 

多元最大公因式。 

早在二千多年前，在孙子算经中提出了这样一类问题，即 
一 个自然数，除以2余1，除以3余2，除以5余3，求该数。后人把 

这类问题叫做孙子问题，或者叫做中国剩余问题．对这类问题 

用严格的数学语言可定义如下： 

中国剩余问题口 设P ，P 一，P。是两两互素的自然 

数。若一个非负整数 依次用P ，P。，⋯，P．去除，所得余数 

依次为 。， ，⋯，见，即 

尼 一M mod P． i一1，2，⋯ ， 

求 。 

宋代数学家秦九韶给出了中国剩余问题的解法，形成了 

著名的中国剩余定理(Chinese Remainder Theorem，cRT)。 

后来在证明中国剩余定理的过程中，得出了求 的中国剩余 

算法(Chinese Remainder Algorithm，CRA) ]，本文将利用 

该算法来求整系数多元多项式的最大公因式。 

2 中国剩余定理 

定理(中国剩余定理) 设P ，P2，⋯，P_，R ，R2，⋯，R-∈ 

z，P ，P2，⋯，P．两两互素，令P—P P2⋯P-，则存在唯一的整 

数 ∈[0，P]，使得 

三 足 mod Pi，i一1，2’．．·，l 

证明：(唯一性)设还存在另一整数 满足条件，那么 
一  三0 mod P．，i一1，2，⋯，，l。又I 一 I∈[0，P]，所以 

M 一 。 

(g-在性)取G=P／Pi，因为P ，P2，⋯，P_互素，所以G 

与Pj( ≠ )不互素，G与只互素，即有 

G 一1 mod P．， 

其中 为G模 的逆。 
t 

．．．M —ClDlRl+C2D2R2+ ⋯ +c-D-R．一 厶 G 足 = 

CjDjRj mod Pi—Rj mod Pi。 

上述证明给我们提供了一个求整数 的算法，该算法叫 
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做中国剩余算法，利用该算法不仅可以对整数作提升，而且可 

以对整系数多元多项式作提升。 

5 多元多项式公因式提取 

定义 设R和R’是两个环，从R到R’的一个映射 ，如 

能保持加法和乘法运算，即V a，b∈R，有 

a(a+6)一 (口)+ (6) 

a(ab)一 d(口)d(6) 

则称 是环R到R’的一个同态映射(简称态射)，或者称 是 

环 R到 R’的一个态射 。 

设多项式f(x， l， 2，⋯， 一1)：2_5嘶 i ·· 

-、 

和g(x， l， 2，⋯ )=厶 ( ( ) ： ⋯ ： 

其中 (a1)~al mod P，l ( )l<p／2，后面的叙述以 

(A)一A，。 

由定义很容易得出 为环同态，因此由 g的映射构 

成同态映射。 

命题：设给定A，GEz ， 。， ，⋯， ]，若PlA，则有D 

使得 A=GD，且其同态项满足 

A，一 D， 

多元多项式由于变量较多且变量个数不确定，因此较单 

变量多项式复杂，处理这类同题的方法是先消元再提升。设多 

项式A∈zIx， 。， ：，⋯， ．一-]可表示成如下的形式， 

A—Q(五--a~)+C 

其中多项式 C中不含 ，a ∈Z， ∈Z， ≤M，M 为 A中变量 

xi的最高项次数， 

Ai；C mod xi-- ai 

从上面式子可以看出．当M >1时，Q中还含有 z 如果 

将上式表示成Q不含变量 。的形式，则可以得出如下形式： 
工 N 

A—Q×Ⅱ( +6， 。+c，)×Ⅱ(Xi--a,)+c， 
j- 1 k-- 1 

其中 2L+N=M， 

定义 设A，B∈z ， ， ：，⋯， ]，a∈Z，当满足 

gcd(A，B) ．．=gcd(A ．。，B ．．) 

则称a为良约化的，否则称a为劣约化的。 

由于在计算中我们很难事先找出a ，因此只能通过随机 

取值的办法来试算 n 的值，由式可知，最多可以取 M 个良约 

化的数( 一1+rain(deg (A)，deg )))。 

命题：a是良约化的且矗一a不整除A、B关于 的首项 

系数，则 

deg (gcd(A，B))=deg (gcd(A⋯ ，B ．。)) 

有了上述的理论，我们便可以对多元多项式提取公因式， 

其原理即是先将多元逐步化为一元，并求出一元多项式的最 

大公因式，然后将求得的最大公因式通过中国剩余算法从一 

元逐步提升到多元．现将其算法用伪delphi语言描述如下： 

／／Input：fa，fb-多元多项式(含一元多项式) 
／／ x．主变元 
／／ i-变量下标的最大值 
／／Output：多元多项式 fa和 fb的最大公因式 
Function mygcd(fa，fb，x，i) 
Begin 

Ⅱ i=0then 
begin 

Result：=gcd(fa，fb，x)；／／对单变量多项式提取公因式并返 
回 
Exit； 

End： 

M ：=1+min(deg(fa，x)，deg(fb，x))： 
While(True)do 

begin 

a：=random()； 

Subfa：=fa mod(x 0]一a)； 

Subfb：=fb mod(x[i]一a)； 
b叫fa)tx

t 

刮 eg“ h  deg(subfb,x = 

Begin 

M—gcd：=mygcd(subfa，subfb，x，i--1)； 

Break； 

End； 

End： 

P：=x[i]一a； 
n：= 1；M-gcdl：=M-gcd； 

While n< 一M do 

Begin 

a：=random()； 

Subfa：=fa mod(x[i]一a)； 
Subfb：=fb mod(x[i]一a)； 
If(deg(subfa，圣 i])=deg(fa，x[i]))and(deg(subfb，x[i]) 

= deg(fh，x[I]))then 
Be gin 

M—gcd：=mygcd(subfa，subfb，x，i-- 1)； 

If deg(M—gcd，x[i])<deg(M—gcdl，x[i])then Contin— 
Ue： 

par．~3：一a；R[-3：一m—gcd；／／随机数a和公因式用于中 

国剩余算法作提升 
m-gcdl；=m—gcd： 

Inc(n)； 
End； 

End； 

Resuh：=CRT(Pa，R，i，n)0 

If(Resuh一0 mod fa)and(Result=0 mod fb)then Exit： 
End； 

Funcl：ion CRT(Pa，R，i，n) 
Be gin 

P：一(x[i]一Pa[1])(x[i]一Pa[2])⋯(x[i]一Pa In])； 

； x啮- Pa { 5 ” 田一 Pa D一1])( [i] [j+1])⋯(x[i]一Pa[n])； 
妄 ： 吕器 Euch 算法求得 

End 

4 算例 

已知两个多元整系数多项式 厂d ， -， ：)和 ， ， ：) 

厂．(z， l， 2)}一2x。 ；+10 +80x。 2—17x2 i 一 

85xlxlx一680 ； i + i+5x 2+40x 2+1 3 ： + 

65x]x1 +520xgxl 

( ， l， 2)；= 2x+ 2 ； 2+ 10x。 2— 17X2 { 一 

17 ⋯Z
．s 一85xlx~x + + i 2+ 5x 2+ 13x~xl + 

1 3 i ： +65x~xl 

试求 (z，z。，z：)和 ^(z，z。，z：)的最大公因式。 

根据前文所述的方法，首先将3元多项式化为2元，进而化 

为1元，然后反向利用中国剩余算法求出2元公因式，进而求出 

3元公因式。我们不妨以z为主变元(为与其它变元区别，此处 

不设下标)，先将 t和 ：化去，由于 t的最高次数为5， ：的最 

高次数为3，因此 t和 ：应分别取6个和4个随机数，不妨取 t 

=5，7，4，一2，3，一3； 2— 2，一7，3，一3。以 2—2为例，此时 

可计算出 ( ， 。[ ]，2)和 ( ， [ ]，2)，此时厂．和 化为 
一 元多项式，可通过扩展的Euclid算法Ⅲ求得最大公因式。设 

R2( ， l[ ]，2)=gcd( ( ， 1D]，2)， ( ， 1[f]，2))有： 

R2( ，5，2)一 一590x+2； 

R2( ，7，2)一 一 1302x+ 2； 

R2( ，4，2)一 一336x+ 2； 

R2( ，一2，2)=．27 一240x+2； 

R2( ，3，2)一 一150x+2； 

R2( ，一3，2)一 一 462x+2； 

上面的最大公因式，实际上也可以叙述为将厂． ， ，2) 

和厂6(z，z1，2)分别模zt一5，zl一7，z1—4，zt一(一2)，zt一3， 

t一(一3)所得到的余数再提取最大公因式得到的，因此由中 

国剩余算法可知： 

P= ( 1—5)( 1— 7)( 1— 4)( l+ 2)( 1— 3)( 1+ 3) 

(下转第232页) 
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频率分辨率 △厂和最小输出频率 fore相等，即： 

Af~fmin=fclk／m (2) 

往往在要求较低频率输出时，数据区可能会较长，采用了 

类似硬件相位截断的方法，也就是将同一数据重复输出多次 

r(由波形的复杂程度、D／A转换器的位数决定)，这样可以成 

倍减小数据区。 

(3)相位控制：通过启用相移字寄存器，就可以实现多通 

道问的相位关系控制了。如果需要 角的相移，那么相移字 

为： 

w=8*m／360 (3) 

(4)幅值控制：为了保证幅值改变时不改变波形质量，采 

用了双 D／A，分别用于波形输出和幅值调节。幅值 D／A的输 

出电压作为波形D／A的参考电压 t输入，这样可以快速控 

制波形幅值。 

结柬语 将DDS软件化，波形、频率和相位等控制更加 

容易，硬件电路也大大简化。高速的PCI总线，再加上DMA 

方式，为产生长周期或非周期波形提供了保障。该多波形信号 

发生器可以产生标准的正弦、方波、三角波、锯齿波、白噪音、 

扫频正弦和其它非规则波形，其主要性能指标为：(1)外部时 

钟：8MHz；(2)输 出幅值：士5V可调；(3)输出频率o．1Hz 

500KHz可调，频率分辨率0．1Hz。 
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由公式C[ ]一P／P B] 可求出c[ ]( 一1，2，3，4，5， 

6)。 

又 c B]xD[ ]；1 mod P[ ]且c B]与 P[ ]互素，于 

是可通过扩展 Euclid计算出D[ ]： 

D[1]一一1／224；D[22—1／2160；D[3]一1／126；D[4] 

一1／1890；D[5]一 一1／240；D[6]一一1／3360。再利用中国 

剩余算法求得： 

XD[i]×Rz( ， l[ ]，2)一 。一34x~x+52xl +2 

同理可得： 

Rl( ， l，一7)一 +119 { 一474xl +2 

Rl( ， l，3)一 一Slx~x+117xI +2 

Rl( ， l，一3)一 。+51x~x+117xl +2 

继续运用中国剩余算法： 

P一( 2—2)( 2+ 7)( 2— 3)( 2+3) 

C[ ]一P／P ]一> 

C[1]一( 2+7)( 2—3)( 2+3) 

C[2]一( 2—2)( 2—3)(xz+3) 

C[3]一( 2—2)( 2+7)(xz一3) 

又由公式 C B]xD[ ]一1 rood P[ ]一> 

D[1]= 一1／45；D[2]一 一1／360；D[3]一1／60；D[4] 

一1／120； 

此时求得的公因式 

13xxl i一17 i 2+2 

经验证，该多项式确为原多项式厂．( ， t， ：)和厂6( ， 

t， ：)的最大公因式。 

总结 本文研究了利用中国剩余算法对多元多项式进行 

提升从而求得最大公因式的算法，理论研究和实验结果表明 

用该算法来提取多元多项式的最大公因式是可靠和高效的。 

下表是运用本算法运行的时间开销，实验环境为：CPU：PIII 
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450；内存：SDR 512M；Windows 2000 professional操作系统， 

实验数据为10次运算的算术平均值。由实验结果可知，计算所 

需的时间与多项式的次数有密切关系，因此如果能在化元期 

间对变量的随机取值方面作一些优化，将会使得该算法对高 

次多项式的公因式提取有更高的效率。 

其中： 

一 (123x。+23x~x2+11 )(58x。一17xl 2+3x’+23x1) 
厂2一(1lx。+5 { 2+ i) {(123x。+23x~x2+1lxi)(58x。一 

17xl 2+3x。+23x1) 
一 (123x。+23x~xz+llx~)。(58x。一17xl 2+3x。+23x1)。 

厂|一(1ix。+5 2+ ) {(123 +23x~x2+11 )。(58x。一 
17xl +3x。+23x1) 

厂5一(123x。+23x~x2+llx1) (58 一17xl 2+3x。+23x1)。 

厂6一(1lx。+5 2+ i) i(123x +23x~x2+1lxi)。(58x。 
一 17x1 2+ 3x。+ 23x1)。 
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