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一 种用于信度网推理的高效三角化算法 
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摘 要 信度网是不确定性知识表达和推理的有力工具。信度网的精确推理是 NPC问题，计算的主要困难在于将信 

度网三角化并构造一棵最小权的join tree上。此项研究提出了一种新的三角化算法MsLB—Triang，该算法同时利用了 

无向图三 角化的 Direc性质与 LB一单纯性质 ，在生成 的三角化图的总权 以及增加边 的数 目上均明显优于 目前广泛采用 

的Min．Weight Heuristic算法。 
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1 引言 

信度网是表达一组随机变量问概率依赖的图模型，由于 

在推理过程中利用了变量问的条件独立性，其表达能力和推 

理效率均十分强大。信度网已经成功地用于许多现实问题的 

诊断、预测和推理等应用中(例如文[1，2]中的报道)。 

目前效率最高的一般信度网精确推理方法是 由Lau— 

ritzen等[ ‘ 和Jensen等[ ’ 分别独立提出的join tree算法，该 

方法首先将信度网转化为一个 join tree结构，然后在 join 

tree结构上进行推理计算。CooperIs]证明了信度网的精确推 

理是NPC问题，因此，Jensen[” 在优化join tree算法时指出， 

将信度网转化为join tree过程中的三角化过程是join tree算 

法中唯一不能避免的具有指数时间复杂度的步骤，除非P= 

NP。 

为了进行信度网精确推理计算，目前通常采用单步启发 

式算法对信度网进行三角化[】 “]，虽然不能给出总状态空间 

最小的三角化结果，但是在实用上性能不错。Kj~rulff[】 研究 

对比了多个启发式搜索方法，报告在真实或者模拟的信度网 

中，采用最小权启发式算法(minimal weight heuristic)可以得 

到较小的总权和较少的添加边。Huang[1】 等详细讨论了最小 

权启发式算法，并给出了实现时的优化细节。 

虽然最小权启发式算法在实用上具有很好的效果，但是 

仍然有可能寻找到更优的三角化方法。本文将在关于无向图 

三角化的一些新的研究基础上，提出一种基于 LB一单纯节点 

和最小分割集的信度网三角化算法MsLB—Triang。数值实验 

显示，本算法得到的 join tree的总权(weight)和需要增加的 

边(fill edges)两个主要指标均优于 minimal weight heuristic 

算法，能够提高信度网推理的效率。 

本文第2节将简述信度网的join tree推理算法；第3节介 

绍无向图的三角化；第4节给出信度网三角化的MsLB—Triang 

算法；第5节对最小权算法和MsLB-Triang算法进行数值比 

较，最后给出结论。 

2 信度网的join tree推理算法 

2．1 信度网 

信度网构建了一种在不确定知识条件下推理的图模型。 

形式上，信度网是一个有向无环图(DAGs)，其节点是随机变 

量，边表示随机变量问的独立性假设。信度网对概率的表达基 

于节点问的条件独立性。由于条件独立性 ， 维随机变量( ， 

⋯ ， ．)的联合概率分布可以分解为： 
●  

1T  

P( 1，⋯， ．)=ll P( ‘Ipa(x。)) 

其中 代表随机变量 的值，pa(x。)代表X 的所有父节点 

的取值。 

目前存在多个信度网的精确推理算法，每个算法均含有 

NPC难的计算。Lauritzen[ ‘ 等和Jensenc ’ 等提出的join tree 

算法，其三角化分解是NPC难问题。Pearl[】 提出了Condi— 

tioning方法，其NPC难的部分是确定一个最优的点反馈集 

(vertex feedback set)，Becker和Geiger~ 给出了一种近似算 

法，可以产生总权不超过最优反馈集的多项式界的反馈集．信 
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度网精确推理还有如证据翻转(Evidence reversals)[2 等多种 

方法。经由Shachter[23]证明，每种精确推理算法都隐含有三 

角分解的步骤。下面我们简要介绍采用三角分解的join tree 

算法。 

2．2 信度网推理的join tree算法 

join tree算法是目前在信度网精确推理中最常用的算 

法[1 。算法分为两个步骤。首先，在信度网的有向图上作一个 

变换，将有向图转换为称为join tree的无向树型结构。然后， 

在join tree上进行概率推理的数值计算。 

把信度网变换为 join tree需要下面三步(图1)： 

1)把有向图转换为无向图，并在图上增加边使得每个节 

点的父节点集合构成一个团。这一个步骤叫伦理化(moraliz- 

ing)。 

z)在伦理化的无向图上增加边，使得该图三角化(trian- 

gulation)，即图中每个长度大于等于4的无向环均含有弦(一 

条连接环中两个不相邻节点的边)。 

3)从三角化的图构造一棵无向树 ，r的每个节点是信 

度网中的团，并满足 join tree特性；给定 中两个团 和 y， 

所有在 到y的路径上的团均包含节点集 n y。对每个节 

点 和其父节点集 Pa( )，VUPa( )存在于至少一个团中。 

8．信度网 b．伦理图 c．三角化 d．join tree 

图1 信度网转换为 join tree 

在 join tree上，每个团都被赋值为其包含节点的联合概 

率，并且用信度传播算法进行概率计算。在join tree上的概率 

计算不是本文研究的重点，其细节可参见文[7]。 

5 无向图的三角化 

5．1 基础和符号 

以下研究的图均是有限无向图。一个图用 G(V，E)表示， 

其中 一l l，cc—l 1分别表示图G所具有的节点数和边 

数．在上下文含义清楚的地方，我们将省略下标 G。G(A)是由 

节点集 A 所导引出的子图。一个完全子图是任意两个节 

点问均有边相连的子图。一个团(clique)是图中的一个极大完 

全子图． 

图 G中一个节点 的邻居(neighborhood)定义为 NG(X) 
一 {y≠ lzy6E)；Nak]一肌 )U{ )。一组节点的邻居定 

义为No(A)一U，∈ Nc )＼A。一个节点 是单纯的(simpli- 

cia1)如果其邻居的导出子图N(G( ))是完全子图(N[G( )] 

是一个团)．饱和(saturate)--个节点集 X，就是在 G中增加边 

直到导引子图G(X)成为完全子图，定义 的不饱和度(deft— 

ciency)，为构造完全子图的所有边数减去当前G( )中已有 

的边数，即，一，lx×( 一1)／2一￡ 。 

对一个联通图G(V，E)和 x ，eG(x)表示 G(VkX)中 

的联通子图的集合。SCV被称为分割集，如果lC( )l≥2。如 

果一个分割集使两个节点a，6分开在不同的联通子图中，则 

称该分割集为ab一分割集(ab—separator)。一个 ab一分割集 ， 

如果不存在它的真子集也能分割a，b，则 被称为极小ab一分 

割集(minimal ab-separator)。一个分割集 是极小分割集，如 

果存在节点a，b y并且 是极小ab一分割集。 
一 条弦是连接一个环中不相邻的两个节点的边。一个图 

是三角化的(triangulated)，或者弦化的(chorda1)，如果每个 

长度大于等于4的环均含有弦。图G的一个三角化(triangula— 

tion)F是图G的边填充集(edge fil1)，使得图G ( ，E+F) 

是三角化的．一般地，一个图有多个三角化方式。三角化F称 

为图G的极小三角化，如果F是G的三角化并且不存在F的 

真子集F’是G的三角化。 
一 个图，如果每个节点上关联有限多个状态，则称为信度 

图(belief graph)。节点状态的对数(以2为底)称为该节点的 

权 ，记为 ( )．如果一个团C含有 五个节点，则团C的权等 

于 ： 
 ̂

叫(C)= 2J叫( 。) 
l— I 

而一个图的总权定义为： 

叫(G)=log2厶 2 ( ’ 
C 

5．2 三角化算法 

三角化的基本技术是消去法(elimination)。给定任意图G 

(V，E)，一个消去顺序(elimination order)是双射#： 一(1， 
⋯ ，，t)，图2给出消去法的基本实现。 

一 个消去顺序#是完美消去顺序(perfect elimination or— 

der，简称PEO)，是指填充图G主=G。根据图2的消去算法生 

成的填充图，其输入的#就是该图的一个 PEO。得到好的三 

角化结果的关键在于选择正确的节点消去顺序。目前有很多 

方法帮助搜索一个较好的消去顺序，两种最经典的方法是 

Rose等提出的LEX—Mc 和 Tarjan等提出的 MCSt“ 算法， 

均可以计算出局部极小三角化。文Is]中讨论了更多此类算 

法 。 

算法 Elimination Game 

输入：图 G，G上的消去顺序# 

输出：填充图 G 

LEX—M和MCS算法一般不能计算最小三角化(mini— 

mum triangulation)，而且结果可能相差甚远 此类三角化算 

法以最少填充边为目标，其结果与信度网推理要求的最小总 

权的目标不同．但是，Kjmerulff[~4]声称，一个三角化r 的总权 

非常不可能小于另一个三角化 的总权，如果填充数l l显 

著地大于l 1．因此，在考虑计算最小权三角化的时候，我们 

可能采取下面三种优化目标：最少填充数(minimal fil1)；最小 

团尺寸(minimal size)；最小权(minimal weight)． 

在所有的节点的状态数相等时，后两个目标是一致的．为 
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了用消去法满足某个(全局)优化目标，直接的处理方法是选 

择一个能带来最小填充数，或者能产生最小尺寸的导引团，或 

者能产生最小权的导引团的节点作为下一个要消去的节点· 

这些方法分别称为 min．fil1 heuristic，min．size heuristic和 

min．weight heuristic算法。RoseE。。 研究了头两种算法，他将 

其称为minimum deficiency和minimum degree算法，并认为 

这些算法产生出接近最优的消去顺序。 

晶 · 岔 

for i· 1 to n do 

I y：拌一 ( )； 

I i饱和Ⅳ
G 
(V) 

I L 
‘=G 1一y： 

G =U：G 

图2 消去法 

在图G本身已经三角化时，Min．fill heuristic算法可以 

计算 出一 个完美消去顺序，而 min．size和 min．weight 

heuristic算法不能保证这点[2 。因此 ，在用消去法得到一个 

三角化之后，还有一些方法可以递归地消去冗余的填充边，得 

到一个极小三角化。消去冗余边的方法主要基于 Rose等 “ 

给出的下述定理。 

定理5．1(Rose等[。 ) 设 F是图 G( ，E)的一个三角 

化，其填充图为G ( ，E+F)。令边{ ， }∈F，则F＼({ ， 

硼}}是图 G的三角化当且仅当 和 埘的邻居的交集在G 中 

是一个完全子图，即G (No+( )nⅣc+(硼))是一个完全子 

图。 

通过反复检查和删除满足定理3．1的冗余边，便可从任意 

三角化计算一个最小三角化，典型的算法具有 O(c。IF。1)时 

间复杂度，其中c是表征图G的边密度的常数。我们将这类方 

法称为递归消减(recursive thinning)。 

文[73通过对两个真实的信度网和两个虚构的信度网(一 

个低密度，一个高密度)的数值实验给出了多种方法的比较。 

文[14]检查的方法包括：随机消去；随机消去+递归消减； 

LEX—M；MCS；MCS+递 归消减；Min．size heuristic；Min． 

fill heuristic；Min．weight heuristic。在所有的测试中，启发式 

搜索算法均大大优于其他算法。Cano和Moral[7 对三种启发 

式搜索算法进行了改进，通过在计算中引入候选消去节点自 

身的状态数这一信息，提出了一些新的启发策略。Gamez和 

Puerta[1~3总结了文[14]和文[7]的结果，并对几种最流行的启 

发式算法和几种基于组合优化的算法的效果进行了比较。 

文[14]的数值实验显示Min．weight heuristic算法是三 

种启发式算法中效果较好的。在1000次三角化测试中，min． 

weight heuristic算法产生的三角化均是最小三角化，因此文 

[143建议采用Min．weight heuristic算法后，可以不再用递 

归消减消除冗余边，且其计算结果已足够满意。 

基于文[14]，Huang等[1】 介绍了如下的最小不饱和度和 

最小权三角化算法Min．Weight Heuristic： 

1)复制图G；将复制的图称为G’。 

2)如果 G’中还有节点，则完成下面的步骤： 

a)从 G’中选择邻居的不饱和度最小的节点 ；如果有多 

个相同的节点，则从中选择权W(NcIx])最小的节点； 

· 1 1 R ‘ 

b)饱和 Nd( )。同时，对于每条在 G’中增加的边，在 G 

中增加对应的边； 

C)从G’中消去 。 

3)完成了对图G的三角化。 

Murhy 在其信度网精确推理实现中也采用了同样的 

三角化算法。为了获得对最优解的估计，文[143利用模拟退火 

法的结果作为三角化的一个下界。模拟退火法是一种随机搜 

索算法，只要计算时间足够长，可以依概率1收敛于最优解。文 

[143对本文在第5节将进行实验的两个信度网Medianus I和 

Medianus—II用模拟退火法进行了验算。通过数值实验表明， 

在合理的时间限制下，模拟退火法的结果在Medianus—I上平 

均比min．weight heuristic算法好20 ，在 Medianus—II上平 

均好10 ，但是运行时间比启发式算法高几个数量级。这一实 

验结果也从另一个角度支持min．weight heuristic三角化是 

接近最优的。 

4 MsLB—Triang算法 

研究表明三角化与图的极小割集有深刻的关系。在此问 

题上最早的两个著名结论由Dirac[。]，以及Lekkerkerker和 

Bolandc“ 分别给出。Dirac的结论揭示了三角化图与极小割 

集之间的关系： 

性质4．1(Direcc ) 一个图是三角化的当且仅当图中每 

个极小割集均是团。 

此性质可用于识别一个图是否是三角化的，并且可以在 

线性时间内完成““ ]。 

Lekkerkerker和Boland E”]贝0使用了现在已经很少见的 

substar概念来定义三角化图。我们借用文Is]阐述的现代术 

语重新定义他们提出的结论(缩写 LB代表 Lekkerkerker— 

Boland)。 

定义4．2 一个节点 是 L 单纯的当且仅当 的邻居 

所包含的每个极小分割集均是团。 

性质4．5(Lekkerkerker和 Boland~“]) 一个图是三角 

化的当且仅当每个节点是 LB一单纯的。 

根据性质4．3，Berry等14]提出了计算一个图的最小三角 

化边集的算法 LB-Triang。该算法根据任意顺序将每个节点 

LB一单纯化。LB—Triang算法在完成最小三角化计算上具有很 

多优点。LB一单纯化是第一个直接计算最小三角化边集的算 

法，对于预先给定的任何节点顺序，都可以计算出相应的最小 

三角化边集。该算法可以并行执行，也可以用消去法执行，其 

算法的复杂度为O(nm)，与现有最快的算法一样。但是，这个 

算法不能得到一个能够生成最小权三角分解的节点序。 

根据性质4．3和LB—Triang算法，我们提出一种新的信度 

网三角化算法，称为最小不饱和度分割集LB一消去算法，简称 

MsLB-Triang算法。 

算法：MsLB—Triang 

输入：一个无向图 G 

输出：三角化后的 G 

1)复制图G；将复制的图称为G’。 

2)如果G’中还有节点，则完成下面的步骤： 

a)根据下面所描述的标准从G’中选择节点 ； 

b)LB-单纯化 。同时，对于每条在G’中增加的边，在G 

中增加对应的边。 

c)从 G’中消去 。 

3)根据前面步骤增加了边的图G，是一个三角化图。 

步骤2a中的选择标准如下： 

i．选择 LB一单纯化需要填充边最少的节点 

ii．如果有多个满足条件(i)的节点，则分别计算这些节点 
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邻居内每个最小割集的权重，节点的 LB-权重(LB—weight)为 

邻居内各最小分割集权重中的最大权重。 

i 选择LB一权重最小的节点。 

MsLB—Triang通过消去LB一单纯节点来完成三角化。下 

面，我们证明算法 MsLB—Triang能够正确地进行三角化。因 

为算法的消去过程消去每个 LB一单纯节点，我们不加证明地 

引入Berry等_5 给出的两个定理： 

定理4．4(Berry等 ) LB—Triang计算输入图的一个最 

小三角化。 

定理4．5(Berry等 ) LB-Triang消去过程计算输入图 

的一个相同的最小三角化。 

定理4．6 MsLB．Triang计算输入图的一个最小三角 

化。 

证明：因为 MsLB—Triang的消去过程逐步消去所有的 

LB—Triang节点，根据定理4．5，该过程计算输入图的一个最 

小三角化。 

直观上，我们可以构造出采用MsLB—Triang算法优于 

3．2节的 Min．Weight Heuristic算法的图(图3)。图3是含有 
一 个单通路的图，可以看出通路中间的节点A是 B一单纯节 

点，根据算法应该直接消去。但节点A却不是单纯节点，因 

此，Min．Weight Heuristic算法将会加入冗余的边，并使得总 

权增加。 

8．节点 f̂f~LB一单纯的，但不是单纯的 b． Min．weight heuri stic在三角化时要增加冗余边 

图3 Min．Weight Heristic算法不能计算最小三角化的示意图 

下面我们证明MsLB—triang算法具有 O(n m)时间复杂 

度。很明显，算法中主要的困难在于如何选择当前要消去的节 

点。这一个过程可以分为5步： 

1)计算每个 Ⅳ(z)内的最小分割集。根据文[5]，计算一 

个节点的邻居内的最小分割集需要 O(nm)的时间复杂度，因 

此这一步需要D(，z m)的复杂度。 

2)计算LB一单纯化每个节点需要填充的边数。由于需要 

检查最小分割集中每对节点问是否已经有边相连，而最小分 

割集中的节点数不超过 ，z，因此检查一个节点需要 O(n。)，检 

查，z个节点需要O(n )的复杂度。 

3)选择具有最小LB一单纯化填充边的节点，复杂度为D 

(扎)。 

4)对于选出的(多于一个)具有最小 LB一单纯化填充边的 

节点，计算其邻居内最小分割集的权重，并根据每个节点的 

LB一权重确定要消去的节点。计算权重并选出其中最大的一 

个最小分割集需要D(，z)的时间复杂度，而候选的节点不超过 

，z个，因此这一步的复杂度为D(，z。)。 

5)从候选的节点中选出要消去的节点，复杂度为0( )。 

因为一个含圈的连通图的边数m大于节点数 ，在所有 

的步骤中，复杂度最高的是第1步，D(，z。m)。这也是算法 

表 1 

MsLB—Triang中2a步的复杂度。算法的2b步LB一单纯化选定 

节点，复杂度为O(n )。算法的2c步消去一个节点需要的时间 

为 D(，z)。总的来说，每消去一个节点，算法需要 O(n m)的时 

间复杂度。因此，我们可以证明以下的定理。 

定理4．7 算法MsLB—Triang的时间复杂度为O(n m)。 

证明：因为算法每次消去一个节点需要O(n。m)的时间复 

杂度，所以计算整个图的三角化需要O(n’m)的时间复杂度。 

5 数值试验 

为了验证 MsLB—Triang算法的有效性和效果，我们用两 

个实际的信度网Mediuas—I和Mediuas—II[3 来进行数值试验。 

这些信度网在文[14]以及其它一些文章中被用来作为算例， 

其结果可以作为比较。 

Medianus—I和 Medianus—II是用于疾病诊断的信度网模 

型，分别有43个节点和56个节点，如图4、5所示。我们对于每个 

节点随机地分配3到21之间的状态数，并使得节点平均状态数 

等于6。对每个信度网进行400次实验，分别比较M ．Weight 

Heuristic算法和MsLB—Triang算法进行三角化后的总权、填 

充边边数两个主要指标。 

实验结果如表1。 

信度网算例 算法 最小权 平均权 最大权 最少填充边 平均填充边 最大填充边 

Minimal Weight Heuristic 21．SS 2S．74 30．S1 6O 62．98 69 
Medianus—I 

MsLB—Trian 20．27 23．1S 26．37 57 S7．49 61 

Minima l Weight Heuristic 10．34 24．02 34．49 77 89．89 100 
Medianus—II 

M sLB-Triang 17．S2 20．78 2S．88 74 77．87 84 

图4 Medianus—I信度网 

从数值实验的结果可以看出，MsLB．Triang算法对于降 

低三角化的总权(总权用对数标度)，消除冗余的边都具有非 

常明显的效果。对于 Medianus—I，平均权的改进为1O％，对于 

Medianus—II，平均权改进为13N，此结果非常接近文[14]报 

告的模拟退火算法的结果。同时，可以看出，对于计算最小三 

角化的填充边而言，MsLB—Triang从平均结果和方差上也有 

相似的结论。 

结论 本文提出了一种新的信度网三角化算法MsLB． 

Triang，该算法利用性质4．3计算三角化。数值实验表明， 
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入侵检测系统的可用性。下步工作将实现一个相关图的形成 

部件，以便更好地表示入侵过程。 
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MsLB—Triang较好地改进了目前广泛采用的 Min．Weight 

Heuristic算法，是一种高效率的三角化方法。 

图5 Medianus—II信度网 

MsLB-Triang算法 已经用于作者开发的信度网推理程 

序中。在本研究中，算法采用了比较简单的实现方式，其复杂 

性还有进一步降低的可能。今后，我们将进一步对此算法的复 

杂度进行深入研究，争取提高算法的效率，降低其复杂度。 
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