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摘　要　文中对C１ 连续的二次三角 Hermite插值样条曲线的自由控制点进行了进一步研究.首先讨论了给定中点

条件时自由控制点的选取问题.为了获得光顺及弧长最短的二次三角 Hermite插值样条曲线,基于能量优化法建立

了一个求解最优自由控制点取值的优化模型,求解得到的最优控制点使得曲线的能量值达到最小;然后建立了一个优

化模型来求解出最优控制点,使得插值曲线的近似弧长最短.数值实例表明,通过优化模型求出的控制点能使得二次

三角 Hermite插值样条曲线具有较好的光顺性及近似最短弧长.
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Abstract　ThispaperstudiedtheselectionofthefreecontrolpointsoftheC１continuousquadraticＧtrigonometricHerＧ

miteinterpolationcurves．Firstly,thispaperdiscussedtheselectionofthefreecontrolpointswhentheconditionsof

midpointweregiven．Inordertoobtainthemostsmoothortheshortestarclengthinterpolationcurves,anoptimization

modelforsolvingtheoptimalcontrolpointswasestablishedbasedontheenergyoptimizationmethod．Bysolvingthe

optimizationmodel,theoptimalcontrolpointswereobtainedtominimizeenergyvalueofthecurve．Then,anoptimizaＧ

tionmodelwasalsoestablishedforsolvingtheshortestarclength．Numericalexamplesshowthattheoptimalcontrol

pointscanmakethecurvessmoothorhavetheshortestarclength．
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１　引言

三次 Hermite插值样条[１Ｇ３]在工程领域中有着广泛的应

用,但当给定插值条件时,传统的三次 Hermite插值样条虽然

满足C１ 连续,但无法修改其形状,逼近函数的效果也随之被

确定,这种不足限制了传统三次 Hermite插值样条在实际工

程中的应用.

为了弥补传统三次 Hermite插值样条的不足,一些学者

构造了带形状参数的 Hermite型插值样条,如带形状参数的

有理 Hermite型插值样条[４Ｇ９]、带形状参数的四次 Hermite插

值样条[１０]、带形状参数的三次三角 Hermite插值样条[１１]等.

这些带有形状参数的 Hermite型插值样条除了与传统的三次

Hermite插值样条具有相同的插值性和连续性外,更为重要的

是,在插值条件固定不变的情况下能通过形状参数取值对样条

的形状进行灵活的调控,同时还可以改善样条的逼近效果.

为了进一步丰富带形状参数的 Hermite型插值样条的构

造方法,本文基于三角函数空间{１,sint,cost,sin(２t),cos

(２t),􀆺,sin(nt),cos(nt)}构造了一类Cn－１或Cn 连续的n 次

三角 Hermite插值样条曲线[１２],该样条除了保留传统三次

Hermite插值样条曲线的特性之外,其形状还可通过修改参

数的取值进行灵活的调控.一方面,讨论了给定中点处的位

置与二阶导数时自由控制点的选取问题.另一方面,为了使

所构造的二次三角 Hermite插值曲线具有更好的光顺性,本

文基于能量优化法建立了一个用于求解最优参数取值的优化

模型;为了使所构造的二次三角 Hermite插值曲线具有最短

弧长,建立了一个使得求解弧长近似最短的参数取值的优化

模型.数值实例表明,利用优化模型求得的最优参数能使得

二次三角 Hermite插值样条曲线具有较好的光顺性及近似最

短弧长.



２　二次三角Hermite插值基函数

２．１　二次三角Hermite基函数

文献 [１２]基 于 三 角 函 数 空 间 {１,sint,cost,sin(２t),

cos(２t),􀆺,sin(nt),cos(nt)}构造了一类n次的三角 Hermite
插值样条曲线.类似于多项式 Hermite插值,该样条曲线分

段插值于两个端点,并且当给定插值条件时,曲线可以达到

Cn－１或Cn 连续.本文将进一步对其中的二次三角 Hermite
插值样条曲线中的参数进行研究.

首先给出对称二次三角基函数[１２]:

T０(t)＝(１－sint)２

T１(t)＝２(１－sint)(sint＋cost－１)

T２(t)＝２(sint＋cost－１)２

T３(t)＝２(１－cost)(sint＋cost－１)

T４(t)＝(１－cost)２
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其中,０≤t≤π
２

.

不难验 证,对 称 二 次 三 角 基 函 数 {T０ (t),T１ (t),􀆺,

T４(t)}构成了所有二次三角函数张成的空间span{１,sint,

cost,sin(２t),cos(２t)}.同时,基函数满足以下性质.

１)端点性.对称二次三角基函数在端点处有如下性质:
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式(２)表明,二次三角 Hermite基函数中Tj(t)(j＝０,１,

３,４)与传统的三次 Hermite基函数具有相同的端点性质,而

T２(t)在端点处的函数值与一阶导数值为０,表明T２(t)不会

影响曲线在端点处的位置和切向量.

２)非负性.对于任意０≤t≤ π
２

,对称二次三角基函数

Tj(t)≥０(j＝０,１,􀆺,４).

３)对称性.Tj(t)＝T４－j(π
２－t)(j＝０,１,􀆺,４).

２．２　C１ 连续的二次三角Hermite插值样条曲线

基于二次三角 Hermite基函数,可定义相应的 Hermite
型插值样条曲线[１２].

定义１　设有区间[a,b]上的一个划分 Δ∶a＝x０＜x１＜

x２＜􀆺＜xn＝b,其中xi(i＝０,１,２,􀆺,n)称为插值节点.给

定插值节点处所对应的点Pi 及导向量Di,则区间[xi,xi＋１]

上的二次三角 Hermite插值样条曲线可以定义为:

QTi(x)＝T０(t)Pi＋T１(t)P１,i＋T２(t)P２,i＋T３(t)P３,i＋

T４,i(t)Pi＋１,i＝０,１,２,􀆺,n－１ (３)

其中,x∈[xi,xi＋１],hi＝xi＋１－xi,t＝π(x－xi)
２hi

.Tj(t)(j＝

０,１,２,３,４)为对称二次三角基函数.

二次三角 Hermite插值样条曲线QTi(x)插值于端点处

的位矢Pi 及切矢Di 为:

QTi(xi)＝Pi,QTi(xi＋１)＝Pi＋１

QTi′(xi)＝Di,QTi′(xi＋１)＝Di＋１
{ (４)

文献[１２]指出,式(３)中的控制点Pj,i(j＝１,３)可以由插

值条件唯一给出,具体为:

P１,i＝Pi＋hi

πDi,P３,i＝Pi＋１－hi

πDi＋１ (５)

而P２,i为自由控制点,可以自由取值.对于任意的P２,i,曲线

均能保证C１ 连续.文献[１２]给出了两种取值方案:１)在没有

给定端点处二阶导数的情况下,P２,i＝ １
２

(P１,i＋P３,i);２)若给

定端点处的二阶导数,则P２,i的取值还将依赖于端点处的二

阶导数.

不难验证二次三角 Hermite插值样条曲线具有如下性质:

１)C１ 连续性.式(４)表明,二次三角 Hermite插值样条

插值于参数xi 所对应的位矢Pi 及切矢Di,从而曲线满足C１

连续.

２)形 状 可 控 性.给 定 插 值 条 件 (xi,Pi,Di)(i＝０,１,

２,􀆺,n),通过修改控制点P２,i对二次三角 Hermite插值曲线

的形状进行局部调控.注意到,T２(０)＝T２(π
２

)＝０且 T２′

(０)＝T２′(π
２

)＝０,因此当P２,i的取值发生改变时,不会影响

曲线在插值节点的函数值及导数值.因此,自由控制点P２,i

的引入可以使得插值曲线的形状局部可调.当插值条件给定

时,修改P２,i的取值可对二次三角 Hermite插值样条曲线的

形状进行调整,如图１所示.

图１　P２,i取不同值时的二次三角 Hermite插值样条曲线

Fig．１　ThequadraticＧtrigonometricHermiteinterpolationsplines

withdifferentvaluesofP２,i

二次三角 Hermite插值样条函数的性质表明,自由控制

点P２,i的选取在一定程度上会影响曲线的造型.本文将进一

步对自由控制点P２,i的取值进行讨论(这里仅讨论在没有给

定端点处二阶导数的情况下P２,i的最优取值).

３　给定中点条件的P２,i的确定

在实际应用中,可以给定分段 Hermite插值样条在中点

处满足的特殊条件,现分别就给定中点处的位置和二阶导数

这两种中点条件讨论自由控制点P２,i的取值.

３．１　给定中点处的位置

若给定分段二次三角 Hermite插值样条在中点处的位置

信息Pi＋１/２,即:

７７第３期 刘成志,等:二次三角 Hermite插值样条控制点的选取



QTi(xi＋hi

２
)＝Pi＋１/２

则将x＝xi＋hi

２
代入式(３)得:

(３
２－ ２)Pi＋(３２－４)P１,i＋(６－４２)P２,i＋

(３２－４)P３,i＋(３
２－ ２)Pi＋１＝Pi＋１/２

从而

P２,i＝３＋２ ２
２

[Pi＋１/２－(３
２－ ２)(Pi＋Pi＋１)－(３ ２－４)

(P１,i＋P３,i)]

将式(５)代入上式可得到满足中点处位置条件的自由控

制点P２,i的取值:

P２,i＝３＋２ ２
２ Pi＋１/２－１＋２ ２

４
(Pi＋Pi＋１)－

２hi

２π
(Di－Di＋１)

图２给出了若干条C１ 连续的二次三角 Hermite插值曲

线,图中圆圈(􀳱)表示插值节点,星号(∗)表示插值曲线在中

点处的位置点.图２(a)为给定不同中点处的位置信息的二

次三角 Hermite插值曲线,图２(b)中的曲线由若干条二次三

角 Hermite插值曲线依次相接得到.如图２所示,可以通过

调整∗点的位置调整曲线的形状,获得形状较为理想的曲线.

(a) (b)

图２　给定中点处的位置信息的二次三角 Hermite插值样条曲线

Fig．２　ThequadraticＧtrigonometricHermiteinterpolationsplines

whenthepositionofthemidpointisgiven

３．２　给定中点处的二阶导数

若给定分段二次三角 Hermite插值样条在中点处的二阶

导数值 Mi＋１/２,即:

QTi″(xi＋hi

２
)＝Mi＋１/２

由式(３),则有:

QTi″(x)＝T０″(t)Pi＋T１″(t)P１,i＋T２″(t)P２,i＋T３″(t)P３,i＋

T４″(t)Pi＋１ (６)

其中:

T０″(t)＝π２

２h２
i
[cosπ(x－xi)

hi
＋sinπ(x－xi)

２hi
]

T１″(t)＝π２

h２
i
[sinπ(x－xi)

hi
－cosπ(x－xi)

hi
]－

π２

h２
i
sinπ(x－xi)

２hi
－π２

２h２
i
cosπ(x－xi)

２hi

T２″(t)＝－２π２

h２
i
sinπ(x－xi)

hi
＋π２

h２
i
[cosπ(x－xi)

hi
＋

sinπ(x－xi)
２hi

]

T３″(t)＝π２

h２
i
[sinπ(x－xi)

hi
＋cosπ(x－xi)

hi
]－

π２

h２
i
cosπ(x－xi)

２hi
－π２

２h２
i
sinπ(x－xi)

２hi

T４″(t)＝π２

２h２
i
[cosπ(x－xi)

２hi
－cosπ(x－xi)

hi
]

将x＝xi＋hi

２
代入式(６),得:

２π２

４h２
i
Pi＋π２

h２
i
(１－３ ２

４
)P１,i＋π２

h２
i
(２
２－２)P２,i＋

π２

h２
i
(１－３ ２

４
)P３,i＋ ２π２

４h２
i
Pi＋１＝Mi＋１/２

从而

P２,i＝ ２h２
i

(２－４)π２
[Mi＋１/２－ ２π２

４h２
i
Pi－π２

h２
i
(１－３ ２

４
)P１,i－

π２

h２
i
(１－３ ２

４
)P３,i－ ２π２

４h２
i
Pi＋１]

将式(５)代入上式可得到满足中点处二阶导数条件的自

由控制点P２,i的取值:

P２,i＝－ ２＋４h２
i

７π２ Mi＋１/２＋３－ ２
７

(Pi＋Pi＋１)＋

(５－４ ２)hi

１４π
(Di－Di＋１)

若没有给定中点处的二阶导数 Mi＋１/２,则一般可令

Mi＋１/２＝Di＋１－Di

h２
i

图３给出了若干条C１ 连续的二次三角 Hermite插值曲

线,图中圆圈(􀳱)表示插值节点.图３(a)为中点处不同二阶

导数的二次三角 Hermite插值曲线,图３(b)中的曲线由若干

条二次三角 Hermite插值曲线依次相接得到.如图３所示,

可以通过 Mi＋１/２调整曲线的形状,获得形状较为理想的曲线.

(a) (b)

图３　给定中点处的二阶导数的二次三角 Hermite插值样条曲线

Fig．３　ThequadraticＧtrigonometricHermiteinterpolationsplines

whenthesecondderivativeofthemidpointisgiven

４　最优控制点P２,i的确定

４．１　基于能量优化法的最优控制点P２,i

上文指出,二次三角 Hermite插值样条曲线在插值节点

处始终满足C１ 连续,因此,当给定插值条件时,可通过能量优

８７ 计 算 机 科 学 　２０１８年



化法选择合适的控制点P２,i使得插值样条曲线具有较好的光

顺性.根据光顺准则,曲线的能量在很大程度上决定了曲线

的光顺程度.当曲线的能量值最小时可以得到最光顺的曲

线.因此可以通过优化模型求解最优的控制点P２,i,使得曲

线的二阶导能量达到最小.

设有曲线方程为QTi(x)(xi≤x≤xi＋１)(i＝０,１,２,􀆺,

n－１),则第i段插值曲线QTi(x)的二阶导数能量值[１３Ｇ１４]可

表示为:

Ei＝∫
xi＋１

xi

‖QTi″(x)‖２dx

为了保证曲线具有良好的光顺性,即使得整段曲线的能

量Ei 达到最小,可建立如下最优化模型:

minEi ＝∫
xi＋１

xi

‖QTi″(x)‖２dx

s．t．P２,i∈Rm,i＝１,２,􀆺,n
(７)

由式(６)、式(７),有:

Ei ＝∫
xi＋１

xi

‖QTi″(x)‖２dx

＝∫
xi＋１

xi

‖T０″(t)Pi＋T１″(t)P１,i＋T２″(t)P２,i＋T３″(t)

P３,i＋T４″(t)Pi＋１‖２dx

＝∫
xi＋１

xi

‖T０″(t)Pi＋T１″(t)P１,i＋T３″(t)P３,i＋T４″(t)

Pi＋１‖２dx＋∫
xi＋１

xi

‖T２″(t)P２,i‖２dx＋２∫
xi＋１

xi

[T０″(t)

Pi＋T１″(t)P１,i＋T３″(t)P３,i＋T４″(t)Pi＋１]􀅰[T２″(t)

P２,i]dx

＝∫
xi＋１

xi

‖T０″(t)Pi＋T１″(t)P１,i＋T３″(t)P３,i＋T４″(t)

Pi＋１‖２dx＋|P２,i|２∫
xi＋１

xi

[T２″(t)]２dx＋２(Pi 􀅰

P２,i)∫
xi＋１

xi

T０″(t)T２″(t)dx＋２(P１,i􀅰P２,i)∫
xi＋１

xi

T１″(t)

T２″(t)dx＋２(P３,i􀅰P２,i)∫
xi＋１

xi

T３″(t)T２″(t)dx＋

２(Pi＋１􀅰P２,i)∫
xi＋１

xi

T４″(t)T２″(t)dx

令

a１＝∫
xi＋１

xi

[T２″(t)]２dx

a２＝∫
xi＋１

xi

T０″(t)T２″(t)dx

a３＝∫
xi＋１

xi

T１″(t)T２″(t)dx

a４＝∫
xi＋１

xi

T３″(t)T２″(t)dx

a５＝∫
xi＋１

xi

T４″(t)T２″(t)dx

a６＝∫
xi＋１

xi

‖T０″(t)Pi＋T１″(t)P１,i＋T３″(t)P３,i＋T４″(t)Pi＋１‖２dx

＝‖Pi ‖２∫
xi＋１

xi

[T０″(t)]２dx＋ ‖P１,i ‖２∫
xi＋１

xi

[T１″

(t)]２dx＋ ‖P３,i‖２∫
xi＋１

xi

[T３″(t)]２dx＋ ‖Pi＋１ ‖２

∫
xi＋１

xi

[T４″(t)]２dx＋２(Pi􀅰P１,i)∫
xi＋１

xi

T０″(t)T１″(t)dx＋

２(Pi 􀅰 P３,i )∫
xi＋１

xi

T０″(t)T３″(t)dx＋２(Pi􀅰Pi＋１)

∫
xi＋１

xi

T０″(t)T４″(t)dx＋２(P１,i 􀅰P３,i)∫
xi＋１

xi

T１″(t)

T３″(t)dx＋２(P１,i􀅰Pi＋１)∫
xi＋１

xi

T１″(t)T４″(t)dx＋

２(P３,ii􀅰Pi＋１)∫
xi＋１

xi

T３″(t)T４″(t)dx

则式(７)中的目标函数可以表示为:

Ei＝a１‖P２,i‖２＋２a２(Pi􀅰P２,i)＋２a３(P１,i􀅰P２,i)＋

２a４(P３,i􀅰P２,i)＋２a５(Pi＋１􀅰P２,i)＋a６ (８)

为使式(８)中的能量值Ei 达到最小值,可令梯度▽Ei 为

０,即:

▽Ei＝２a１P２,i＋２a２Pi＋２a３P１,i＋２a４P３,i＋２a５Pi＋１＝０
从而有:

P２,i＝－a２

a１
Pi－a３

a１
P１,i－a４

a１
P３,i－a５

a１
Pi＋１ (９)

将式(５)代入式(９),通过积分化简可以得到能量值最小

的最优控制点为:

P２,i＝－(a２＋a３

a１
)Pi－hia３

πa１
Di＋hia４

πa１
Di＋１－(a４＋a５

a１
)Pi＋１

＝１
２

(Pi＋Pi＋１)＋hi(２１π－６２)
４π(９π－２６)(Di－Di＋１) (１０)

４．２　基于弧长近似最短的最优控制点P２,i

上文从曲线的光顺程度讨论了曲线的最优控制点P２,i,

在实际应用中,有时需要考虑曲线的弧长最短.接下来将从

曲线最短弧长的角度求解最优P２,i的取值.

设有曲线方程QTi(x)(xi≤x≤xi＋１),则插值曲线QTi

(x)的一阶导数能量值[１４]可表示为:

Li＝∫
xi＋１

xi

‖QTi′(x)‖２dx

曲线的一阶导数能量值在一定程度上反映了曲线的弧

长.一般来说,一阶导数能量值越小,曲线的弧长越短.因此

可以将一阶导数能量值定义为目标函数,从而有:

minLi＝∫
xi＋１

xi

‖QTi′(x)‖２dx

s．t．P２,i∈Rm,i＝１,２,􀆺,n
(１１)

由式(３),有:

QTi′(x)＝T０′(t)Pi＋T１′(t)P１,i＋T２′(t)P２,i＋T３′(t)P３,i＋

T４′(t)Pi＋１ (１２)

其中:

T０′(t)＝π
hi

cosπ(x－xi)
２hi

[sinπ(x－xi)
２hi

－１]

T１′(t)＝π
hi

[sinπ(x－xi)
２hi

－cosπ(x－xi)
２hi

][sinπ(x－xi)
２hi

－

１]－ π
hi

cos π(x－xi)
hi

[sin π(x－xi)
hi

＋

cosπ(x－xi)
hi

－１]

T２′(t)＝ －２π
hi

[sinπ(x－xi)
２hi

－cosπ(x－xi)
２hi

][sin
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π(x－xi)
hi

＋cosπ(x－xi)
hi

－１]

T３′(t)＝ π
hi

[sin π(x－xi)
２hi

－cos π(x－xi)
２hi

][cos

π(x－xi)
２hi

－ １]＋ π
hi

sin π(x－xi)
hi

[sin

π(x－xi)
hi

＋cosπ(x－xi)
hi

－１]

T４′(t)＝－π
hi

sinπ(x－xi)
２hi

[cosπ(x－xi)
２hi

－１]

将式(１２)代入式(１１),从而有:

Li＝∫
xi＋１

xi

‖QTi′(x)‖２dx

＝∫
xi＋１

xi

‖T０′(t)Pi＋T１′(t)P１,i＋T２′(t)P２,i＋T３′(t)

P３,i＋T４′(t)Pi＋１‖２dx

＝∫
xi＋１

xi

‖T０′(t)Pi＋T１′(t)P１,i＋T３′(t)P３,i＋T４′(t)

Pi＋１‖２dx＋∫
xi＋１

xi

‖T２′(t)P２,i‖２dx＋２∫
xi＋１

xi

[T０′(t)

Pi＋T１′(t)P１,i＋T３′(t)P３,i＋T４′(t)Pi＋１]􀅰[T２′(t)

P２,i]dx

＝∫
xi＋１

xi

‖T０′(t)Pi＋T１′(t)P１,i＋T３′(t)P３,i＋T４′(t)

Pi＋１‖２dx＋ ‖P２,i ‖２∫
xi＋１

xi

[T２′(t)]２dx＋２(Pi 􀅰

P２,i)∫
xi＋１

xi

T０′(t)T２′(t)dx＋２(P１,i􀅰P２,i)∫
xi＋１

xi

T１′(t)

T２′(t)dx＋２(P３,i􀅰P２,i)∫
xi＋１

xi

T３′(t)T２′(t)dx＋

２(Pi＋１􀅰P２,i)∫
xi＋１

xi

T４′(t)T２′(t)dx

令

b１＝∫
xi＋１

xi

[T２′(t)]２dx

b２＝∫
xi＋１

xi

T０′(t)T２′(t)dx

b３＝∫
xi＋１

xi

T１′(t)T２′(t)dx

b４＝∫
xi＋１

xi

T３′(t)T２′(t)dx

b５＝∫
xi＋１

xi

T４′(t)T２′(t)dx

b６ ＝∫
xi＋１

xi

‖T０′(t)Pi＋T１′(t)P１,i＋T３′(t)P３,i＋T４′(t)

Pi＋１‖２dx

＝‖Pi ‖２∫
xi＋１

xi

[T０′(t)]２dx＋ ‖P１,i ‖２∫
xi＋１

xi

[T１′

(t)]２dx＋‖P３,i‖２∫
xi＋１

xi

[T３′(t)]２dx＋‖Pi＋１‖２

∫
xi＋１

xi

[T４′(t)]２dx＋２(Pi􀅰P１,i)∫
xi＋１

xi

T０′(t)T１′(t)dx＋

２(Pi􀅰P３,i)∫
xi＋１

xi

T０′(t)T３′(t)dx＋２(Pi􀅰Pi＋１)

∫
xi＋１

xi

T０′(t)T４′(t)dx＋２(P１,i􀅰P３,i)∫
xi＋１

xi

T１′(t)T３′(t)

dx＋２(P１,i􀅰Pi＋１)∫
xi＋１

xi

T１′(t)T４′(t)dx＋２(P３,i􀅰

Pi＋１)∫
xi＋１

xi

T３′(t)T４′(t)dx

则式(１１)中的目标函数可以表示为:

Li＝b１‖P２,i‖２＋２b２(Pi􀅰P２,i)＋２b３(P１,i􀅰P２,i)＋

２b４(P３,i􀅰P２,i)＋２b５(Pi＋１􀅰P２,i)＋b６ (１３)

为使式(１３)中的近似弧长Li 达到最小值,可令梯度∇Li

为０,即:

∇Li＝２b１P２,i＋２b２Pi＋２b３P１,i＋２b４P３,i＋２b５Pi＋１＝０
从而有:

P２,i＝－b２

b１
Pi－b３

b１
P１,i－b４

b１
P３,i－b５

b１
Pi＋１ (１４)

将式(５)代入式(１４),通过积分并化简可得出使得弧长近

似最短的最优控制点为:

P２,i＝－(b２＋b３

b１
)Pi－hib３

πb１
Di＋hib４

πb１
Di＋１－(b４＋b５

b１
)Pi＋１

＝１
２

(Pi＋Pi＋１)＋hi(６π－１９)
π(９π－２８)(Di－Di＋１)

４．３　最优参数取值求解实例

例１　给定数据点P０＝(０,０),P１＝(１,０),P２＝(２,０),

P３＝(３,０),P４＝(４,０)及其对应位置的切向量 D０＝(０,１),

D１＝(０,－０．５),D２＝(０,１),D３＝(０,－１),D４＝(０,１).根据

定义２,分别由相邻数据点及其切向量定义４条二次三角

Hermite插值曲线QTi(x)(i＝１,２,３,４),如图４所示.图４
中实线为能量值取最小值时所对应的曲线,长虚线是P２,i按

文献[１２]取值时的曲线,短虚线为P２,i取位置矢量中点时的

曲线,点划线为弧长近似最短时所对应的曲线.为了便于比

较,同时给出相同插值条件的三次 Hermite插值曲线,如

图５所示.需要说明的是,对于任意的P２,i,该曲线段在每个

拼接点处均满足C１ 连续.同时给出了曲线在P２,i取不同值

时的能量值及其近似弧长值,如表１所列.

图４　自由控制点取不同值时的二次三角 Hermite插值曲线

Fig．４　ThequadraticＧtrigonometricHermiteinterpolationsplines

withdifferentvaluesoffreecontrolpoint

图５　三次 Hermite插值曲线

Fig．５　ThecubicHermiteinterpolationsplines
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表１　二次三角与三次 Hermite插值曲线对应的能量值与近似弧长值

Table１　TheenergyvaluesandtheapproximatearcＧlengthofthe

quadraticＧtrigonometricandthecubicHermiteinterpolationsplines

样条函数 自由控制点取值 能量值 近似弧长

二次三角 Hermite
插值曲线

能量最小 １６．１７６２４６ １．５６７１３９
弧长近似最短 ２３．６３４１１４ １．３４１１３４

文献[１２]的取值 １６．２１４８８５ １．５９７０８１
端点的中点 １７．６４７９２７ １．４１１１６４

三次 Hermite插值曲线 － １６ １．５３３３３３

由表１可得,通过能量优化法得到的最优自由控制点

P２,i使得参数曲线的能量值与取其他参数时曲线的能量值的

比值最低,因此从曲线的能量值角度来看,所得结果符合能量

优化准则.同时,优化模型(１１)求得的P２,i使得曲线的近似

弧长最短.从表１可以看出,二次三角 Hermite插值曲线的

能量值并没有比三次 Hermite插值曲线的能量值低,但是相

差不大.二次三角 Hermite插值曲线丰富了 Hermite插值样

条的构造方法,当插值数据接近于三角函数类型数据时,其可

以提供更高的精度.

例２　给定位置矢量P０＝(０,０,６),P１＝(－ １
２

,０,５
３

),

P２＝(－３,－２,１),P３＝(－４,－５,０),P４＝(２,－５,０),P５＝

(９
２

,０,１),P６＝(２,０,５
３

),P７＝P０＝(０,０,６)及其对应位置的

切向量D０＝(３,０,－１),D１＝(０,－１,１),D２＝(－ １
２

,０,１),

D３＝(１
２

,０,－１),D４＝(１,１,０),D５＝(－ １
２

,１,１),D６＝(１,

－１
２

,２),D７＝D０＝(３,０,－１).根据定义２,分别由相邻数据

点及其切向量定义７条闭合的二次三角 Hermite插值曲线

QTi(x)(i＝１,２,􀆺,７),如图６－图８所示.图６是P２,i取能

量最小值时的曲线,图７是P２,i按文献[１２]取值时所对应的

曲线,图８是近似弧长最短时所对应的曲线,图９为标准的三

次 Hermite插值曲线.

图６　P２,i取能量最小值时的二次三角 Hermite插值曲线

Fig．６　ThequadraticＧtrigonometricHermiteinterpolationsplines

whenP２,iistheminimumenergyvalue

图７　P２,i按文献[１２]取值时的二次三角 Hermite曲线

Fig．７　ThequadraticＧtrigonometricHermiteinterpolationsplines

whenP２,iisthevalueinref．[１２]

图８　弧长近似最短时的二次三角 Hermite插值曲线

Fig．８　ThequadraticＧtrigonometricHermiteinterpolationsplines

withtheapproximatelyshortestarcＧlength

图９　三次 Hermite插值曲线

Fig．９　ThecubicHermiteinterpolationsplines

类似地,对于任意的P２,i,该曲线段在每个节点处均满足

C１ 连续.同时给出整条曲线在P２,i取不同值时的能量值及其

近似弧长值,如表２所列.

表２　空间二次三角与三次 Hermite插值曲线对应的能量值

与近似弧长值

Table２　TheenergyvaluesandtheapproximatearcＧlengthofthe

quadraticＧtrigonometricandthecubicHermiteinterpolationsplines

样条函数 自由控制点取值 能量值 近似弧长

二次三角 Hermite
插值曲线

能量最小 ２０１６．０５００９２ ４８．１９０５１４
弧长近似最短 ２０８０．７７３５１４ ４７．７９５００４

文献[１２]的取值 ２０１６．３１６７０７ ４８．２４２９１３
三次 Hermite插值曲线 － １９８６．６６６６６７ ４８．６

由表２可得,通过优化模型(７)求得的最优自由控制点

P２,i使得插值曲线的能量值与取其他参数时曲线的能量值的

比值最低.同时,通过优化模型(１１)求得的最优自由控制点

P２,i使得曲线的弧长近似最短.

图１０进一步给出了若干条C１ 连续的二次三角 Hermite
插值曲线,图中实线为能量值最优的二次三角 Hermite插值

曲线,虚线为弧长近似最短的二次三角 Hermite插值曲线.

图１０　C１ 连续的二次三角 Hermite插值曲线

Fig．１０　C１continuousquadraticＧtrigonometricHermite

interpolationsplines

结束语　本文对二次三角 Hermite插值样条曲线自由控

制点的选取进行了进一步研究.首先讨论了给定中点条件时

的自由控制点的选取,然后分别以能量值最优及弧长近似最
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短为目标函数探讨了最优控制点的选取.数值实例表明,利

用能量优化法得到的二次三角 Hermite插值样条曲线除了在

拼接点处保持C１ 连续外还具有较好的光顺性;利用弧长近似

最短的优化模型使得提出的二次三角 Hermite插值样条曲线

的弧长近似最短.二次三角 Hermite插值曲线丰富了 HerＧ

mite插值样条的构造方法,当插值数据接近于三角函数类型

数据时,其可以提供更高的精度.
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