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摘　要　借助三维重心坐标的特性,将二维双有理映射的结果推广到三维凸六面体的情形下,即给凸六面体上的每个

顶点赋予适当的权值,从而得到凸六面体上的一个三线性双有理映射;此外,通过一个实例说明了该方法的有效性.
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Abstract　Basedontheknowledgeofthreedimensionalgeneralizedbarycentriccoordinates,theresultsofbirationaltriＧ

linearmappingonplanarquadrilateralweregeneralizedtothreedimensionalconvexhexahedron,namely,byassigninga

suitableweighttoeveryvertexofconvexhexahedron,athreedimensionalbirationalmappingwasachieved．Inaddition,

anexamplewasgiventoillustratethecorrectnessofthismethod．
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１　引言

双有理映射的映射与其逆映射都是有理形式的.正是因

为双有理映射的形式简单、计算简便,所以它在图像变形和图

像复原等技术上应用得非常广泛[１].给定有理映射p(s,t),

若其满足:

(１)逆映射p－１(x,y)存在且p－１(p(s,t))≡(s,t);
(２)映射p(s,t)和p－１(x,y)都是从RR２→RR２的有理映射.

则称p(s,t)是双有理映射.

双有理映射的研究已有较长的历史.特别地,１９２７年,

Hudson已将相关结果整理成专著[２].早期关于双有理映射

的工作主要集中讨论 Cremona变换的存在性.针对如何将

双有理映射应用到具体的计算机辅助几何设计问题中,需要

讨论双有理映射的构造问题.近期,通过给每个顶点赋予恰

当的权值,Sederberg等给出了四边形双有理映射的构造方

法[３],并将四边形有理映射推广为１×n次的双有理映射[１].

此外,Floater[４]从重心坐标的角度重新解释了四边形上的双

有理映射,并给出了其逆映射的一般形式.在几何模型领域

的构造方法中,目前只给出了二维某种特殊条件下的双有理

映射,例如四边形上的双有理映射与１×n次的双有理映射.

双有理映射可看作一种具有特殊性质的FFD(FreeＧFormDeＧ

formations)方法,而FFD在图像变形[５]、形状优化[６]、医学成

像[７]、图像配准[８]等领域具有广泛应用.根据双有理映射的

特性,即其映射与逆映射都是有理的,我们希望将双有理映射

也应用于上述领域中,从而大大提高计算效率.

本文拟从重心坐标的角度将平面四边形上双有理映射的

相关结果推广到三维情形.给定凸六面体,通过给各个顶点

赋予适当的权值,从而构造出三维情形下的三线性双有理

映射.

２　一般有理线性映射

设P⊂RR３是一个凸六面体,顶点为{vi}８i＝１,各顶点间的

连接关系如图１所示.若点Q的齐次坐标形式为(a,b,c,d),

其中d ≠０,则记它的笛卡尔坐标为Point(Q),即Point(Q)＝
(a/d,b/d,c/d).顶点vi 的齐次坐标形式记为Qi,其中Qi＝
(vix,viy,viz,１),vi＝(vix,viy,viz),i＝１,􀆺,８.设􀭾Qi＝wiQi,即

wi∈RR为在点Qi 赋予的权值,则六面体P 内任意一点x＝
(x,y,z)可表示为:

x＝r(s,t,u)＝Point(p１(s,t)u－＋p２(s,t)u) (１)

其中:

p１(s,t)＝􀭾Q１􀭰s􀭰t＋􀭾Q２s􀭰t＋􀭾Q３st＋􀭾Q４􀭰st

p２(s,t)＝􀭾Q５􀭰s􀭰t＋􀭾Q６s􀭰t＋􀭾Q７st＋􀭾Q８􀭰st

s－＝(１－s),t－＝(１－t),u－＝(１－u)

称r(s,t,u)为定义在凸六面体上的三线性映射,易知三线性

映射r(s,t,u)是有理映射.

若选择不同的权值,则会得到不同的有理映射r(s,t,u),

例如r(s,t,u)是定义在单位立方体上的三线性有理映射,若



令w１＝w５＝２,其余权值取１,则通过计算得到逆映射:

s＝
x－y±f(x,y,z)－２

２x－２

t＝
y－x±f(x,y,z)＋２

２y
u＝１－z

其中,f(x,y,z)＝ x２＋６xy－４x＋y２－４y＋４,显然r(s,t,

u)的逆映射不是有理的.

凸六面体各顶点间的连接关系如图１所示.

图１　凸六面体各顶点间的连接关系

Fig．１　Linkrelationsamongnodesinconvexhexahedron

本文将讨论一种权值的取法,使得有理映射r(s,t,u)是
双有理映射.

３　双有理映射

在凸六面体P 中,按照上、下、前、后、左、右的顺序标记６
个面,P１ 是由顶点v１,v２,v３,v４ 构成的面,P３ 是由顶点v２,v３,

v７,v６ 构成的面,P５ 是由顶点v１,v２,v６,v５ 构成的面,而面P２,

P４,P６ 分别为面 P１,P３,P５ 相对的面.设Si 是面Pi 的面

积.

为了叙述方便,下面给出文中所需的一些标记符号.记nj

是凸六面体P 上的面Pj 的单位外法向量,指标集ind(vi)＝
{j|vi∈Pj}表示包含vi 的平面下标的集合.以nj(j∈ind
(vi))为行向量可得一个矩阵,记为nind(vi).另外,记κ(vi)＝

|Det(nind(vi))|.例 如 ind(v１)＝ {１,４,５},nind(v１)＝

n１
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的行列式的绝对值.

定理１　令:

wi(x)＝kCi,Ci＝１
２７κ

(vi) ∏
j∈ind(vi)

Sj (２)

则定义在凸六面体上的有理映射r(s,t,u)是双有理映射,其
中,r(s,t,u)如式(１)所示,k∈RR为任意非零常数.

定理１的证明过程如下.

引理１[９]　凸六面体的重心坐标权函数如下:

wi(x)＝ κ(vi)
∏

j∈ind(vi)
(nj􀅰(vi－x))

设Αi 是以x 为顶点、Pi 为底面的四棱锥的体积.对

上式的分子、分母同时乘以１
２７ ∏

j∈ind(vi)
Sj,可得:

wi(x)＝ Ci

∏
j∈ind(vi)

Αj
,Ci＝１

２７κ
(vi) ∏

j∈ind(vi)
Sj (３)

设φi(x)＝ wi(x)

∑
n

j＝１
wj(x)

(i＝１,􀆺,８)是凸六面体上的重心坐

标,其中wi(x)满足式(３).由重心坐标的定义可得:

x＝

∑
８

i＝１

Civi

∏
j∈ind(vi)

Αj

∑
８

i＝１

Ci

∏
j∈ind(vi)

Αj

(４)

此外,由式(３)可得权值wi(x)满足下列关系式:

w１w３

w２w４
＝C１C３

C２C４

w５w７

w６w８
＝C５C７

C６C８

w１w３w５w７

w２w４w６w８
＝C１C３C５C７

C２C４C６C８

令wi(x)＝kCi,其中k∈RR是任意非零常数,且对式(４)

的结果没有影响.对式(４)的分子、分母同时乘以∏
６

i＝１
Αi,得:

x＝
∑
８

i＝１
wivi ∏

j∉ind(vi)
Αj

∑
８

i＝１
wi ∏

j∉ind(vi)
Αj

(５)

再对式(５)的分子、分母同时除以(Α１ ＋Α２)(Α３ ＋Α４)

(Α５＋Α６).比较所得结果与式(１),可得:

s＝ Α４

Α３＋Α４

t＝ Α５

Α５＋Α６

u＝ Α１

Α１＋Α２

由于四棱锥的体积Αi是关于点x的有理函数,因此s,t,u
都是有理函数.故令权值 wi(x)＝kCi 时,可得双有理映射

r(s,t,u).

例１　设V 是一个凸六面体,８个顶点坐标分别为v１＝
(４,１,４),v２＝(４,４,４),v３＝(２,４,４),v４＝(０,２,４),v５＝(４,０,

０),v６＝(４,４,０),v７＝(３,４,０),v８＝(０,１,０).设x是V 内任

意一点,且x＝(x,y,z),由定理１,取C１＝１７９２,C２＝６７２,C３＝

４８０,C４＝１６００,C５＝２１２８,C６＝７９８,C７＝５７０,C８＝１９００.令

wi(x)＝Ci,计算可得:

s＝
４x＋１６y－４z－１６

４x＋１０y－４z＋８

t＝ ２８(４－x)
１３２－８x－２０y＋５z

u＝１６(４－z)
６４＋３z

故令wi(x)＝Ci,有理映射r(s,t,u)是双有理映射.

结束语　本文是通过建立凸六面体上的重心坐标找到满

足特殊条件的权值,使得定义在该凸六面体上的三线性有理

映射是双有理映射.

由于三次有理线性映射的形式比较复杂,关于其逆映射

形式是否有理的讨论比较困难,因此目前本文仅给出了权值

的特殊取法,而且仅从重心坐标角度找到逆映射形式,对于是

否存在其他条件的权值使得凸六面体上的三次有理映射是双

　　　 (下转第９１页)
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有理映射的问题,以及推广到高次有理线性映射的工作,还需

要进一步的研究.
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