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摘　要　非线性方程的求根在计算机辅助几何设计、计算机图形学、信号处理、机器人等方面有着较为广泛的应用.

文中提出基于重新参数化的三次裁剪求根算法,该算法可以用于非多项式方程的求根.首先,求解出插值四点的三次

多项式;然后,寻找重新参数化函数,使得复合的插值多项式也插值对应的导数,从而提升对应的逼近阶和收敛阶.与

已有的三次裁剪方法相比,所提方法能达到９次或更高的收敛阶.在区间内单根且有理三次裁剪方法需要计算包围

多项式的某些情形下,所提方法可以包住对应的根.实例表明,在某些 Newton方法失效的情形下,该方法也可以收

敛到相应的实根.
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ReparameterizationＧbasedClippingMethodforRootＧfindingProblemofNonＧlinearEquations
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Abstract　TherootＧfindingproblemofnonＧlinearequationshaswideapplicationsincomputeraidedgeometricdesign,

computergraphics,robotics,etc．ThispaperpresentedareparameterizationＧbasedcubicclippingmethodforfindingthe

rootsofanonＧlinearequation．Firstly,itcomputesacubicpolynomialinterpolatingthegivensmoothfunctionf(t)at

fourpoints．Then,itsearchestworeparameterizationfunctionssothatthereparameterizedfunctionshavethesamedeＧ

rivatives,whichleadstohigherapproximationorderandconvergencerate．Comparedwiththeprevailingcubicclipping
methods,thenewmethodcanachievetheconvergencerate９orhigherforsinglerootcases,anddirectlyboundtheroot

withoutcomputingtheboundingpolynomials．Numericalexamplesshowthatitcanconvergetothepropersolutioneven

insomecasesthatNewton’smethodsfail．
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１　引言

非线性方程求根问题在计算机辅助几何设计、计算机图

形学、机器人和计算机辅助制造等方面有着广泛的应用[１Ｇ２].

很多文献讨论了多项式方程的求根问题[３Ｇ１２].理论上,结合

Sturm定理和笛卡儿法则的二分法可以用于求解多项式的实

根,但是其收敛速度过慢,导致计算效率较低.裁剪方法由于

具有较快的收敛速度且能快速定位到实根,受到越来越多的

关注[４Ｇ７].相对于多项式的幂级 数 表 示 的 求 根 方 法,基 于

Bernstein基函数表示的求根方法具有较好的计算稳定性[３].

Barton和Liu等人[４Ｇ５]提出了多项式的kＧ裁剪求根方法.一

步裁剪过程的基本思路是:在给定的小区间内,先用降阶逼近

的方法求得逼近给定多项式的k次多项式;然后估计逼近多

项式和给定多项式的误差上下界,从而得到给定多项式的上

下包围多项式;最后利用包围多项式的实根裁剪掉不包围给

定多项式实根的小区间.重复上述步骤,直到小区间的长度

小于给定的误差或者小区间不包含实根为止.kＧ裁剪方法可

以求解出给定区间内的所有实根.kＧ裁剪方法的收敛阶为

(k＋１)/s,其中s为对应实根的重数.Chen等人提出了基于

RR２空间二次曲线逼近的求根方法,相应的收敛阶可从３/s提

升为４/s[６].随后,文献[７]提出了有理三次裁剪方法,进一步

将三次裁剪方法的收敛阶从４/s提升为７/s.上述方法在最

坏情况下需要计算对应的包围多项式,相应的时间复杂度为

O(n２),其中n为给定多项式的次数.

文献[８]讨论了线性复杂度的求根算法,该算法可以在线

性时间内构造出给定多项式的包围多项式,相应的收敛阶为

５/s.

本文讨论基于重新参数化的裁剪求根方法.在区间内只



有一个单根的情形下,本文方法采用直接包住多项式实根的

方式,避免了包围多项式的求解,对应的时间复杂度是线性

的.采用重新参数化的方法,可以将对应三次裁剪方法的逼

近阶提升到１０,将直接包住实根小区间的逼近阶提升到９.

实例说明了本文方法具有较高的收敛阶和计算效率.

２　基于重新参数化的求根裁剪方法

理论上,可以使用已有的实根隔离方法或裁剪方法来隔

离出给定多项式f(t)在区间[a,b]内所有的实根.本文假定

f(t)在[a,b]内只有一个单根t∗ .一步裁剪的过程就是裁剪

掉不包含实根的小区间,并留下可能包含实根的小区间.基

于重新参数化的求根裁剪过程可分为如下３个步骤:１)选取

区间[a,b]的两个端点以及两个内点,得到插值四点的三次多

项式g(t),并计算其实根t０;２)渐进式计算对应的重新参数化

函数φ１(t)和φ２(t),使得插值多项式经过重新参数化,能插值

相应的３或４个点处的导数值;３)计算φ１(t０)和φ２(t０)的值,

然后通过２φ２(t０)－φ１(t０)和φ１(t０)直接包住f(t)的实根t∗ .

２．１　求解三次插值多项式

不妨设h＝b－a,４个插值点为si,i＝１,２,３,４.三次插

值多项式g(t)由式(１)确定.

f(si)＝g(si),i＝１,２,３,４ (１)

由式(１)可得,存在ξ(s)使得:

f(s)－g(s)＝f(４)(ξ(s))
４! (s－s１)(s－s２)(s－s３)(s－s４)

(２)

一般地,可简单地设si＝a＋i－１
３

(b－a),i＝１,２,３,４,此

时对应的逼近阶为４,即|f(s)－g(s)|＝O(h４).我们利用

g(t)的实根t０ 来逼近f(t)的实根t∗ .注意到:|f(t０)|＝

|f(t０)－g(t０)|＝|O(∏
４

i＝１
(t０－si))|和|t０－t∗|＝O(|f(t０)－

f(t∗ )|)＝O(|f(t０)|),本文采用如下的插值点选取方法进

行优化,虽然此过程中整体误差的逼近阶仍然为４,但可以使

得t０ 与t∗ 之间达到更高的逼近阶.本文将s２ 选定为两端点

连线和x轴的交点t１(若s２≠t１),则|t０－s２|＝|t０－t１|＝

O(h２),且对应有|t０－t∗|＝O(h５);若s２＝t１,则选择s３＝t２,

其中t２ 为插值f(t)于t＝s１,s２,s４３点的二次多项式的根,其

中|t０－s３|＝|t０－t２|＝O(h４),则有|t０－t∗|＝O(h８).

２．２　求解对应的重新参数化函数φ１(t)和φ２(t)

通过上述步骤得到了三次多项式g(t).设λi＝g′(si)
f′(si)

,

则令φ１(t)和φ２(t)是未知系数,分别是由式(３)和式(４)确定

的六次多项式和七次多项式,并可由多点泰勒展开公式渐进

地求解得到,式(３)中的α为１或４且满足|sa－t１|≥|s５－a－
t１|.

φ１(si)＝si,φ１′(sj)＝λj,i＝１,２,３,４;j＝α,２,３ (３)

φ２(si)＝si,φ２′(sj)＝λj,i＝１,２,３,４;j＝１,２,３,４ (４)

设F１(t)＝f(φ１(t)),F２(t)＝f(φ２(t)).结合式(１)、式
(３)和式(４)可分别验证得到:

F１(si)＝g(si), i＝１,２,３,４

F１′(sj)＝g′(sj), j＝α,２,３{ (５)

F２(si)＝g(si), i＝１,２,３,４

F２′(sj)＝g′(sj), j＝１,２,３,４{ (６)

由式(５)和式(６)可得到:

f(φ１(t０))＝F１(s)－g(s)＝O(
∏
４

i＝１
(s－si)２

(s－s５－α)
)

f(φ２(t０))＝F２(s)－g(s)＝O(∏
４

i＝１
(s－si)２)

ì

î

í

ï
ï

ïï

(７)

根据式(７),若s２≠t１,有:

|φ１(t０)－t∗|＝O(h９)

|φ２(t０)－t∗|＝O(h１０){ (８)

２．３　求解包围小区域

若f(φ１(t０))和f(φ２(t０))异号,则φ１(t０)和φ２(t０)已经

包住实根t∗ ;否则,由式(８)可知,当h比较小且使得:

|φ１(t０)－t∗|＞２|φ２(t０)－t∗| (９)

时,可以证明,φ１(t０)和２φ２(t０)－φ１(t０)可以包住t∗ .具体过

程为:设φ１(t０)＜t∗ ,由式(９)得,２φ２(t０)－φ１(t０)－t∗ ＝２(φ２

(t０)－t∗ )＋(t∗ －φ１(t０))≥|φ１(t０)－t∗|－２|φ２(t０)－t∗|＞

０,即φ１(t０)＜t∗ ＜２φ２(t０)－φ１(t０).

２．４　数值实例

本节举例说明 M４(本文方法)的算法步骤及效果,并与已

有方法 M１
[５],M２

[７]和 M３
[８]进行比较.

例１　给定f(t)＝(t－０．２)(t＋２)３(t＋５)４,t∈[０,１],如

图１所示.首先计算端点连线与x 轴的交点,并选定s２＝

t１＝０．０３４５.选择s１＝０,s２＝０．０３４５,s３＝１/３,s４＝１,计算得

到三次插值多项g(t)＝ －１０００＋２７９０．６７t＋６３４１．６４t２ ＋

１９８６１．３t３,g(t)＝０的根为t０＝０．２０３７６８.然后计算得到重

新参数化函数,如图２所示,t２＝φ１(t０)＝０．１９９２０３,t３＝φ２

(t０)＝０．２００８８８.最后根据２．３节,得到小区间[０．１９９２０３,

０．２００８８８].更多迭代次数及其对比结果如表１所列.

图１　给定曲线f(t)、逼近曲线及端点连线

Fig．１　Thegivencurvef(t),theapproximationcurveandthe

linesegmentconnectingtwoendpoints

图２　重新参数化函数φ１(t)及φ２(t)

Fig．２　Reparameterizationfunctionφ１(t)andφ２(t)

４６ 计 算 机 科 学 　２０１８年



表１　不同方法针对例１的计算结果

Table１　Computationresultsofdifferentmethodsforexample１

Method １ ２ ３ ４ ５ CR T/ms
M１ ５．９e－２ ４．５e－７ １．４e－２７ １．６e－１０９ ２．１e－４３７ ４ １８．５
M２ ８．７e－５ ８．５e－３４ ６．９e－２３７ １．７e－１６５８ / ７ １５．６
M３ １．１e－２ ７．８e－１４ ７．９e－７１ ５．９e－３５７ １．０e－１７８８ ５ ４．８
M４ ４．６e－５ １．０e－２７ ９．８e－２５１ ２．４e－２３５２ / ９ １．６

３　更多的实例与讨论

二分法中,１次运算约需要一次f(t)的计算,使得区间长

度缩短为原来的２－１.本文裁剪方法中,一次裁剪过程需要８
次f(t)或f′(t)的计算;设给定小区间的长度是１０－r,则１次

裁剪运算后小区间长度的期望值变成１０－９r,约等于８０r/３次

二分运算的收敛效果.本文的例子中,裁剪算法的计算效率

明显高于二分方法的效率,因此本文专注于裁剪方法之间的

比较,省略与二分方法的比较.

例２　采用下列４个多项式进行比较实验,初始给定区

间为[０,１],根据对应控制多边形的实根来进行划分,得到不

同的给定小区间,使得每个小区间包含更少的实根,从而提升

对应的收敛速度.

f２(t)＝(t－０．２０００１)２(t＋０．５)５(t－０．７)(t－１．１)６,t∈
[０．１２６,０．３１０]

f３(t)＝(t－０．２)３(t－５)７(２＋t)２(t＋７)４,t∈[０,１]

f４(t)＝(t－０．２)(t＋６)３(t－ ２
３

)(t－ ４
５

)(t－３)２,t∈

[０．１２８,０．５８４]

f５(t)＝(t－０．２)(t＋６)３(t－ ４
５

)２(t－３)２,t∈[０．１３７,

０．６５３]

对于重根的情况,本文方法中使用F(t)＝
f(t)

f′(t)
来替 代

原函数f(t).表２给出了不同方法针对例２的计算结果.

表３给出了前５次迭代得到的包围小区间的长度,即误差

ei 和第一次裁剪过程对应的平均计算时间.每次迭代的

数值收敛阶可用
lg(ei＋１)

lg(ei)
来近似估计.从表１可以看出,本

文方法 M４ 具有相对更好的收敛阶和更高的计算效率.

表２　不同方法针对例２的计算结果

Table２　Computationresultsofdifferentmethodsforexample２

Exam Method １ ２ ３ ４ ５ CR T/ms

f２

M１ ２．１e－２ ２．７e－４ ４．３e－８ １．１e－１５ ６．９e－３１ ２．０ ２４．３
M２ ３．４e－３ ２．９e－９ １．６e－３０ ６．３e－１０５ ２．５e－３６５ ３．５ ２１．６
M３ ６．４e－３ １．６e－６ １．２e－１７ ９．１e－５１ ３．１e－１５０ ３．０ ６．３
M４ ２．０e－８ ４．３e－６９ ８．０e－６４１ ３．５e－６０２９ / ９．０ ３．６

f３

M１ ５．０e－１ ８．９e－２ ４．６e－３ ６．６e－５ ２．３e－７ １．６ ２６．４
M２ ９．７e－２ ３．３e－４ ５．４e－１０ １．８e－２３ ５．３e－５５ ２．４ ２２．６
M３ ２．９e－１ ２．９e－２ ５．３e－４ ４．２e－７ １．４e－１２ １．７ ６．１
M４ １．４e－８ ４．８e－８０ ３．２e－７５１ ６．３e－７０７８ / ９．０ ３．８

f４

M１ １．３e－３ ３．１e－１４ １．０e－５６ １．１e－２２６ １．７e－９０６ ４．０ １９．１
M２ ６．９e－７ ８．３e－４８ ３．２e－３３４ ３．５e－２３３９ / ７．０ １８．２
M３ ２．０e－４ ３．１e－２１ ２．４e－１０５ ６．３e－５２６ ８．４e－２６２９ ５．０ ６．１
M４ ７．９e－４ １．６e－２６ １．６e－２３７ １．４e－２１３３ / ９．０ ２．０

f５

M１ １．７e－３ ５．９e－１４ ８．１e－５６ ２．８e－２２３ ３．８e－８９３ ４．０ １８．８
M２ １．３e－６ ５．７e－４６ １．６e－３２１ ２．６e－２２５０ / ７．０ １８．５
M３ ３．０e－４ １．５e－２０ ５．０e－１０２ ２．０e－５０９ ２．０e－２５４６ ５．０ ５．５
M４ １．２e－３ ２．０e－２５ ４．５e－２２９ ４．５e－２０５８ / ９．０ １．９

　　例３　本文方法也适用于非多项式表示的曲线.给定f６

(t)＝１０(１５０－５t２)－１,它在初始区间[５．４６４,５．４９４]中有一个实

根,如图３所示.对f６ 应用类牛顿方法 MLi[１４]、Msha[１５]以

及本文方法 M４ 得到的计算结果如表３所列.从表３可以看

到,M４ 能较好地处理非多项式情况,对应的收敛阶为９.而

MLi以及 Msha方法在初始点t０＝５．４９４处发散,这在一定程

度上说明了本文方法具有相对较好的稳定性.

表３　例３的计算结果

Table３　Computationresultsofexample３

f６ １ ２ ３ ４ CR T/ms

M４ ４．５e－５ １．４e－２７ １．５e－２３３ ２．５e－２０８４ ９ ２．３

MLi １．６e－１４７ 溢出 １７．５

Msha ４１．５ 溢出 ０．４７

图３　例３中的给定曲线f６(t)

Fig．３　Thegivencurvef６(t)ofexample３

结束语　本文讨论了基于重新参数化的三次裁剪方法,

并将其用于非线性方程的求根计算.与已有的三次裁剪方法

相比,本文方法在单步裁剪过程中具有较高的计算效率和收

敛阶.本文方法还可以直接应用于非多项式方程的求根.与
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Newton方法相比,本文方法在 Newton方法发散的某些情况

下仍可以快速收敛到正确的根.

本文方法仍有不足,即目前假定给定的小区间内只有一

个单实根.理论上,对于单变量的多项式方程,有很多方法可

以用于隔离出所有的实根.但是,对于非多项式的方程,今后

还需要研究相应的实根隔离方法.另外,对于重实根,目前只

是简单地应用F(t)＝
f(t)

f′(t)
来处理.在小区间内当f′(t)有实

根时,F(t)变成无界,从而会削弱上述方法的处理效率.研究

更好的重根处理方法以提高相应的收敛速度和计算稳定性,

也将成为今后的工作之一.
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