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摘　要　构造参数曲线曲面一直是计算机辅助几何设计研究的核心内容之一.以 Bernstein基函数构造的 Bézier曲

线是参数曲线造型最基本的方法,B样条曲线和 NURBS曲线都是在其基础上发展而来.利用给定的实数节点集,构

造一类特殊的基函数,此类基函数是Bernstein基函数的推广.在此基础上,构造了一类新的参数曲线,称为 TＧBézier
曲线,TＧBézier曲线继承了有理Bézier曲线的若干性质;证明了当节点移动时极限曲线的几何性质,并通过实例进行

了验证.
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ANewKindofParametricCurvesbySpecialBasisFunction
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Abstract　Theconstructionofparametriccurvesandsurfacesisveryimportantincomputeraidedgeometricdesign．It’s

wellknownthatBéziercurve,whichisdefinedbyBernsteinbasisfunctionsisabasicmethodincurvedesign,andtheBＧ

splinecurveandNURBScurvearegeneralizationsoftheBéziercurve．Thispaperdefinedanewkindofbasisfunctions

byagivenrealknotpointsset,whichisageneralizationofBernsteinbasisfunctions,anddefinedanewparametriccurve

bythesebasisfunctions,calledTＧBéziercurve,whichpreservessomepropertiesofBéziercurve．What’smore,thispaＧ

perpresentedthelimitpropertyofTＧBéziercurvewhilesomeknotsmoveandgavesomeexamplestoverifytheproperＧ

tiesofthecurve．
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１　引言

计算机辅助几何造型设计(CAGD)是随着航空、汽车等

现代化工业发展与计算机的出现而产生并发展起来的一门新

兴学科,而几何外形的曲线曲面表示则是 CAGD 的研究核

心[１Ｇ３],常用的曲线曲面表示方法有参数法与隐式法,其中参

数表示以其易于作图、推广与拼接等优势而成为计算机辅助

几何设计与计算机辅助设计(CAD)中最常用的曲线曲面表

示方法.参数曲线曲面主要经历了多项式参数曲线(如 FerＧ

guson曲线)、Bézier方法、B样条方法以及 NURBS方法的发

展历程[１Ｇ３],而在发展过程中起到决定性作用的是构造曲线曲

面的基函数(也称为混合函数).参数曲线曲面的发展历史,

本质上就是基函数的发展历史,历经多项式幂基、Bernstein
基与B样条基及其相关有理与扩展形式.因此,基函数是构

造曲线曲面的核心,一组具有良好性质的基函数必然使得所构

造的参数曲线曲面具有强大的生命力与极高的应用价值.

为证明 Weierstrass逼近定理,Bernstein[４]于１９１２年构

造了一组多项式序列,而构造这组多项式序列的核心就是

Bernstein基函数.１９５９年,Casteljau[５]首先将 Bernstein基

函数应用于曲线表示,随后Bézier将其用于几何外形表示,这

就是大名鼎鼎的Bézier曲线.Bézier曲线利用控制多边形表

示曲线,这在曲线表示方法上是重大突破.由于具有升阶与

deCasteljau算法等优良性质,Bézier方法迅速发展为几何外

形表示的核心方法.值得一提的是,Bernstein基函数以良好

的性质迅速应用到各个领域,从而成为２０世纪影响数学与应

用数学的重要因素[６].

近年来,众多学者对不同基函数构造的参数曲线进行了

研究.Chen[７]与 Wang[８]等人对混合代数和三角多项式空间

进行了扩展,分别在空间上定义了n次的 CＧBézier曲线与 CＧ

B样条曲线(NUATB样条曲线).CＧBézier曲线与CＧB样条

曲线引进了形状参数,并通过控制顶点和参数的变化实现曲

线形状的调整.该类曲线继承了 Bézier曲线的许多优良性



质,如端点插值、导矢、凸包、离散、变差缩减性等;更重要的

是,它们还可以用同一方式来表示自由曲线、圆锥曲线、超越

曲线,极大地方便了工程设计.

Oruc和 Phillips[９]基于 Phillips构造的qＧBernstein算子

定义了qＧBézier曲线,并且证明了曲线的升阶、降阶和变差缩

减性;同时研究了有理qＧBézier曲线和张量积qＧBézier曲面,

并证明了曲线曲面的性质,给出了对应的细分形式.

２００２年,基于给定的整数格点集所定义的toric理想与

toric簇,Krasauskas提 出 了 一 种 新 的 多 边 形 曲 面 造 型 方

法———toric曲面[１０],其构造基函数被称为toricＧBernstein基

函数(也称toricＧBézier基函数).当将格点集限制为一维整

数点时,toric曲面就退化为 Bézier曲线,同时张量积与三角

Bézier曲面也 是toric曲 面 的 特 殊 形 式.Garcia等 人[１１]对

toric曲面权因子的几何意义进行了讨论.

如上定义曲线曲面的基函数大多具有非负整数幂次形

式,MQ径向基函数具有有理数幂次形式[１],而目前对具有有

理数或无理数幂次的基函数及其所构造的曲线曲面的研究偏

少.Zhu等人[１２]于２０１５年对 Bernstein基函数进行了拓展,

构造了具有两个形状参数α和β的拟Bernstein基函数,其是

实数次的.Craciun等人[１３]于２００８年研究了一般实数格点

集定义的toric簇的理论,并研究了toric曲面的几何性质.

Postinghel等人[１４]于２０１２年对一般实数格点集定义的toric
簇退化理论进行了研究.受文献[１３Ｇ１４]的启发,本文对任意

给定的一维实数点集建立相应的toricＧBernstein基函数,其

次数可能为有理数或者无理数形式;以此基函数构造了一类

新的参数曲线———TＧBézier曲线,并对其性质进行了研究.

２　TＧBernstein基函数

定义１[１]　n次Bernstein基函数的定义为:
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Bernstein基函数具有非负性、单位分解性、端点性质、对

称性、递推性等许多优良的性质,因此在曲线曲面造型中发挥

着重要作用[６].但Bernstein基函数的节点的选取是固定的,

而本文将节点取为定义域中的任意实数点集,定义一类新的

基函数.

令有限集A＝{a０,􀆺,an}⊂R,其中a０≤a１≤􀆺≤an－１≤

an.设h０(t)＝k０(t－a０),h１(t)＝k１(an－t),系数为正实数.

因此,h０(t)≥０,h１(t)≥０,t∈[a０,an].

定义２　令有限集A＝{a０,􀆺,an}⊂R,其中a０≤a１≤􀆺≤

an－１≤an,对A 中每一个实数点,定义一个基函数:

βai(t)＝caih０(t)h０(ai)h１(t)h１(ai),t∈[a０,an],i＝０,􀆺,n

(１)

其中,cai
为大于０的常数.称βai

(t)为 TＧBernstein基函数,

ai 为节点.

注１:式(１)所定义的 TＧBernstein基函数依赖于系数k０

和k１ 的选取,由于选取任何正常数都可以,本文中如没有特

殊说明,k０＝k１＝１.

TＧBernstein基函数的“有理”形式为:
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其中,ωai ≥０(i＝０,􀆺,n)为权因子,且满足ωa０ ＞０,ωan ＞０.
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由此可见,当ai＝i(i＝０,􀆺,n)时,通过简单的变换,TＧ

Bernstein基函数则退化为Bernstein基函数.此外,如果ai＝

i/n(i＝０,􀆺,n),并令k０＝k１＝n,cai ＝１
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函数同样退化为Bernstein基函数.如果令A＝{a０,􀆺,an}⊂

Z为一维整数点集,那么式(１)所定义的基函数恰为文献[１０]

中给出的toricＧBernstein基函数.因此,TＧBernstein为经典

Bernstein基函数与toricＧBernstein基函数的推广形式.

容易得出,由式(２)定义的 TＧBernstein基函数的有理形

式{Tai
(t)}i＝n

i＝０具有以下性质:

１)非负性

Tai
(t)≥０,t∈[a０,an]

２)单位分解性

∑
n

i＝０
Tai

(t)≡１

３)端点性质

在端点t＝a０ 和t＝an 处,分别只有一个Tai
(t)取值为１,

其余为０.

Tai
(a０)＝

１,i＝０

０,i≠１{

Tai
(an)＝

１,i＝n

０,i≠n{
４)退化性质

当ωai ＝ω＞０时,Tai
(t)＝βai

(t).此时,当节点满足ai＝

i,或ai＝i/n且k０＝k１＝n时,TＧBernstein基函数βai (t)就退

化为Bernstein基函数;当节点满足A＝{a０,􀆺an}⊂Z 时,则

TＧBernstein基函数βai
(t)退化为toricＧBernstein基函数.

例１　令a０＝０,a１ ＝０．３,a２ ＝０．７,a３ ＝ ３/２,a４ ＝１;

ca０ ＝１,ca１ ＝０．５,ca２ ＝１．８,ca３ ＝０．９,ca４ ＝２.此时,TＧBernＧ

stein基函数βai
(t)在[０,１]上的图像如图１所示.

例２　在例１中,当系数变化时,i＝２对应的基函数曲线

βa２
(t)的变化情况如图２所示(从下往上各个曲线对应的系数

为０．２,０．８,１．４,２．０),可以看出系数主要影响基函数在各个

点处的函数值大小.而当基函数的节点变动时,i＝２对应的

基函数βa２
(t)曲线的变化情况如图３所示(从左往右各个曲

线对应的节点为０．３,０．５,０．７),可见基函数的节点主要影响

最大值点的位置.
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(a)i＝０

(b)i＝１ (c)i＝２

(d)i＝３ (e)i＝４

图１　TＧBernstein基函数

Fig．１　TＧBernsteinbasisfunction

图２　系数变化对 TＧBernstein
基函数的影响

Fig．２　EffectofchangingcoeffiＧ

cientsonTＧBernsteinbasisfunction

图３　节点变化对 TＧBernstein
基函数的影响

Fig．３　Effectofchangingknots

onTＧBernsteinbasisfunction

３　TＧBézier曲线的建立

定义３[１]　给定n＋１个空间向量Pi∈R３ 与权因子ωi≥０
(i＝０,１,􀆺,n),称n次参数曲线段

R(x)＝∑
n

i＝０
Pi

ωiBn
i(x)

∑
n

i＝０
ωiBn

i(x)
＝

∑
n

i＝０
ωiPiBn

i(x)

∑
n

i＝０
ωiBn

i(x)

为一条n次有理Bézier曲线.

由于Bernstein基函数具有许多优秀的性质,因此由它所

定义的有理Bézier曲线不仅形式简洁直观,而且具有几何不

变性、升阶性质、对称性、端点插值等一系列优良性质.

利用 定 义 的 TＧBernstein 基 函 数 的 “有 理”形 式 {Tai

(t)}i＝n
i＝０,可以定义其对应的 TＧBézier曲线.

定义４　给定n＋１个空间向量Pai ∈R３ 与权因子ωai ≥０
(i＝０,１,􀆺,n),当t∈[a０,an]时,称参数曲线段

P(t)＝∑
n

i＝０
Pai

ωaiβai
(t)

∑
n

i＝０
ωaiβai

(t)
＝∑

n

i＝０
PaiTai

(t) (３)

为一条n次 TＧBézier曲线,称Pai
为控制顶点.依次用直线

段连接相邻的两个Pai
,所得的n边折线多边形被称为控

制多边形.

注２:虽然式(１)所定义的 TＧBernstein基函数依赖于系

数k０ 和k１ 的选取,但由它们所定义的 TＧBézier曲线(３)不依

赖于这两个参数的选择.由文献[１２]可知,本文所定义的 TＧ
Bézier曲线是由点集 A＝{a０,􀆺,an}所定义的高维实射影

toric簇经投影(投影与权因子和控制顶点相关)后得到的.

给定点集A,对于不同的k０ 和k１,将相应的的toric簇在射影

空间中单位化(即使点的范数为１)后,消除相应比例常数,

toric簇相同,则由点集 A定义的 TＧBézier曲线也相同.详细

理论可参见文献[１３Ｇ１４]或toric簇理论相关文献,此处不再

详细列出.

另外,定义２给出的n次 TＧBézier曲线中的“n次”只是

形式上曲线的次数,为节点的个数减１,并不一定是曲线的幂

次或代数次数.此外,为了与曲线标准的参数域保持一致,可
简单设a０＝０,an＝１,使得 TＧBézier曲线的参数取值范围为

[０,１].由于 TＧBernstein基函数保持了 Bernstein基函数的

若干性质,因此式(３)所定义的 TＧBézier曲线也继承了有理

Bézier曲线的以下性质.

１)端点插值性质.TＧBézier曲线插值于首末控制顶点

Pa０
,Pan

.

２)几何不变性与仿射不变性.因为有理化后的 TＧBernＧ
stein基函数具有单位分解性,所以对曲线进行仿射变换,即
用线性变换 M 和平移c作用,从而得到新的曲线

P∗ (t)＝MP(t)＋c

＝M∑
n

i＝０
PaiTai

(t)＋c∑
n

i＝０
Tai

(t)

＝∑
n

i＝０
(MPai ＋c)Tai

(t)

为对原曲线的控制顶点进行相同仿射变换后得到的新控制顶

点对应的TＧBézier曲线.这说明TＧBézier曲线不依赖于坐标

系的选取,是几何不变的.

３)凸包性.从有理 TＧBernstein基函数的性质可知,{Tai

(t)}i＝n
i＝０构成权函数(非负性和单位分解性).对于固定的t,

P(t)即为各控制顶点Pai
的加权平均.从几何上看,意味着

TＧBézier曲线落在了控制多边形的凸包中.

４)退化性.当节点满足ai＝i,或ai＝i/n且k０＝k１＝n
时,利用 TＧBernstein基函数的退化性质,TＧBézier曲线退化

为有理Bézier曲线.当节点满足 A＝{a０,􀆺,an}⊂Z 时,

TＧBézier曲线退化为toric曲面的一维形式.

５)端点切矢性质.对 TＧBézier曲线(３),取

k０＝ １
a１－a０

,k１＝ １
an－an－１

记B(t)＝∑
n

i＝０
ωaiPaiβai

(t),ω(t)＝∑
n

i＝０
ωaiβai

(t),则P(t)＝B(t)
ω(t),

于是B(t)＝P(t)ω(t),对两边求导并整理可得:

P′(t)＝
(B′(t)－P(t)ω′(t))

ω(t)

则P(t)在端点t＝a０,t＝an 处的切矢为:
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P′(a０)＝

　
ca１k０k１

k１(a０－a１)(an－a０)k１(a０－a１)ωa１
(Pa１ －Pa０

)
ca０ωa０

P′(an)＝

　
can－１k１k０

k０(an－１－an)(an－a０)k０(an－１－an)ωan－１
(Pan －Pan－１

)
canωan

容易验证,当 TＧBézier曲线退化为有理Bézier曲线时,上

式将退化为有理Bézier曲线在端点处的切矢.

例３　设节点a０＝０,a１＝０．１,a２＝０．４,a３＝０．７,a４＝１,

权因子分别为１,２,５,２,１,控制顶点为(０,０),(０．５,１．５),(２,

２),(３,０),(４,１),则由式(３)定义的４次 TＧBézier曲线如图４
所示.

图４　４次 TＧBézier曲线

Fig．４　QuadraticTＧBéziercurve

例４　设节点a０＝０,a１＝ ２
４

,a２＝ ３
４

,a３＝ ２
２

,a４＝ ３
２

,

a５＝１,权因子分别为１,２,５,２,１,２,控制顶点为(０,０),(１,１),

(２,２),(３,０),(４,１),(４．７,０),则由式(３)定义的５次TＧBézier
曲线如图５所示.

图５　５次 TＧBézier曲线

Fig．５　QuinticTＧBéziercurve

定义３给出的经典有理 Bézier曲线定义中,基函数及其

次数是固定的.节点集ai(i＝０,􀆺,n)可以在指定范围(a０≤

a１≤􀆺≤an－１≤an)发生变化,而节点的变化带动了基函数的

变化,从而使曲线随之改变.对于某个节点趋向于另一个节

点的情形,定理１给出曲线的极限形式与几何结构.多个节

点趋于某一节点的结果由推论１给出.

定理１　令 TＧBernstein基函数βai
(t)的系数cai ＝１.对

于式(３)定义的n次 TＧBézier曲线P(t),当节点ak 趋向于

ak＋１(０≤k＜n)时,其极限曲线是一条n－１次 TＧBézier曲线,

其形式为:

　　　　　　　　　　􀭾P(t)＝ lim
ak→ak＋１

P(t)＝
∑
k－１

i＝０
ωaiPaiβai

(t)＋ω~ak＋１
􀭾Pak＋１βak＋１

(t)＋ ∑
n

i＝k＋２
ωaiPaiβai

(t)

∑
k－１

i＝０
ωaiβai

(t)＋ω~ak＋１βak＋１
(t)＋ ∑

n

i＝k＋２
ωaiβai

(t)

其中,􀭹ωak＋１ ＝ωak ＋ωak＋１
,􀭾Pak＋１ ＝

ωak

ωak ＋ωak＋１

Pak ＋
ωak＋１

ωak ＋ωak＋１

Pak＋１
. 证明:当ak 趋向于ak＋１时,有:

　　　　　　　　　 lim
ak→ak＋１

βak
(t)＝ lim

ak→ak＋１

(t－a０)ak－a０ (an－t)an－ak ＝(t－a０)ak＋１－a０ (an－t)an－ak＋１ ＝βak＋１
(t)

因此,

　　　　　􀭾P(t)＝ lim
ak→ak＋１

∑
n

i＝０
Paiωaiβai

(t)

∑
n

i＝０
ωaiβai

(t)
＝
ωa０ Pa０βa０

(t)＋􀆺＋ωakPakβak＋１
(t)＋ωak＋１Pak＋１βak＋１

(t)＋􀆺＋ωanPanβan
(t)

ωa０βa０
(t)＋􀆺＋ωakβak＋１

(t)＋ωak＋１βak＋１
(t)＋􀆺＋ωanβan

(t)

＝
ωa０Pa０βa０

(t)＋􀆺＋(ωakPak ＋ωak＋１Pak＋１
)βak＋１

(t)＋􀆺＋ωanPanβan
(t)

ωa０βa０
(t)＋􀆺＋(ωak ＋ωak＋１

)βak＋１
(t)＋􀆺＋ωanβan

(t)

　　 令ω
~
ak＋１ ＝ωak ＋ωak＋１

,􀭾Pak＋１ ＝
ωak

ωak ＋ωak＋１

Pak ＋
ωak＋１

ωak ＋ωak＋１

Pak＋１
,即可得到:
􀭾P(t)＝ lim

ak→ak＋１

P(t)

＝
∑
k－１

i＝０
ωaiPaiβai

(t)＋ω
~
ak＋１

􀭾Pak＋１βak＋１
(t)＋ ∑

n

i＝k＋２
ωaiPaiβai

(t)

∑
k－１

i＝０
ωaiβai

(t)＋ω
~
ak＋１βk＋１

(t)＋ ∑
n

i＝k＋２
ωaiβai

(t)

定理１说明,当 TＧBézier曲线中两个节点趋于重合(ak＝

ak＋１)时,曲线退化为由{a０,􀆺,ak－１,ak＋１,􀆺,an}为节点、

{ωa０
,􀆺,ωak－１

,ω~ak＋１
,ωak＋２

,􀆺,ωan
}为 权因子、{Pa０

,􀆺,Pak－１
,

􀭾Pak＋１
,Pak＋２

,􀆺,Pan
}为控制顶点的n－１次 TＧBézier曲线.

例５　设a０＝０,a１＝０．２,a２＝０．７,a３＝１,权因子均为１,控

制顶点为(０,０),(０．５,１．２),(２,２),(３,０),定义一条３次 TＧ

Bézier曲线.当a１ 趋向于a２ 时,TＧBézier曲线的变化如图６所

示.可以看出,极限曲线和本文分析得出的目标曲线是重合的.

(a)初始状态 (b)极限状态

图６　单节点变化的３次 TＧBézier曲线极限性质

Fig．６　LimitingofthesingleknotofcubicTＧBéziercurve

推论１　令TＧBernstein基函数βai
(t)的系数cai ＝１,对于

式(３)定义的n次 TＧBézier曲线,当节点aq,aq＋１,􀆺,aq＋k－２趋

向于aq＋k－１(k≤n)时,其极限曲线是一条n－k＋１次TＧBézier

曲线,形式为:
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　　　　　　　　􀭾P(t)＝ lim
aq,􀆺,aq＋k－２→aq＋k－１

P(t)＝
∑
q－１

i＝０
ωaiPaiβai

(t)＋􀭹ωaq＋k－１
􀭾Paq＋k－１βaq＋k－１

(t)＋ ∑
n

i＝q＋k
ωaiPaiβai

(t)

∑
q－１

i＝０
ωaiβai

(t)＋ω~aq＋k－１βaq＋k－１
(t)＋ ∑

n

i＝q＋k
ωaiβai

(t)

其中:

􀭹ωaq＋k－１ ＝ωaq ＋ωaq＋１ ＋􀆺＋ωaq＋k－１

􀭾Paq＋k－１ ＝
ωaq

ωaq ＋􀆺＋ωaq＋k－１

Paq ＋􀆺＋
ωaq＋k－１

ωaq ＋􀆺＋ωaq＋k－１

Paq＋k－１

例６　在例３中,当节点a１ 和a３ 都趋向于节点a２ 时,

TＧBézier曲线的变化如图７所示.可以看出,极限曲线和我们

分析得出的目标曲线也是重合的.

(a)初始状态 (b)极限状态

图７　多节点变化的４次 TＧBézier曲线极限性质

Fig．７　LimitingofthemultipleknotsofquadraticTＧBéziercurve

结束语　本文利用任意给定的实数节点集给出一类特殊

的基函数,称为 TＧBernstein基函数,它是经典Bernstein基函

数与toricＧBernstein基函数的推广,继承了 Bernstein基函数

的一些性质.与Bernstein基函数相比,TＧBernstein基函数的

节点可以改变.本文基于 TＧBernstein基函数构造了一类新

的参数曲线———TＧBézier曲线,它部分继承了有理 Bezier曲

线的性质.当节点移动时,本文还给出了曲线极限的几何性

质,且通过实例进行了验证.

节点 的 不 确 定 性,导 致 了 TＧBernstein 基 函 数 不 具 备

Bernstein基函数的递推性质,从而很难给出 TＧBézier曲线的

升阶与deCasteljau算法等优良性质;而且 TＧBernstein基函

数具有实数次数,对其进行微分、积分等运算时比较复杂,理

论分析也比较难,因此如何利用代数几何与组合学中一般实

数点集所定义的toric簇与toric理想的相关知识来证明 TＧ

Bernstein基函数与 TＧBézier曲线的相关性质,是需要进一步

解决的问题.一般实数节点所定义的基函数在一定程度上限

制了曲线的应用范围,目前仅有 MQ 径向基函数有相对深入

的理论与应用研究,而其次数也仅是有理形式的.如何挖掘

一般实数形式次数的基函数及其定义的曲线曲面在相关学科

中的应用,也是下一步的研究方向.
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