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混沌时间序列分析中的相空间重构技术综述 

陈 铿 韩伯棠 

(北京理工大学管理与经济学院 北京100081) 

摘 要 本文对混沌时间序列分析中的相空间重构技术进行了分析和评价，总结了国内外学者的研究进展，并展望了 

未来的研究方向。 
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Abstract The technology of state space reconstruction used in chaotic time series analysis is remarked in this paper， 

and progress of the research is summarized，also the research of future is prospected． 
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1 引言 

混沌时间序列分析是非线性时间序列分析的最新发展， 

它是在近20年来非线性科学蓬勃发展的基础上，将非线性动 

力学即混沌理论和分形理论应用于非线性时间序列的研究上 

所产生的新的分析方法。混沌时间序列分析方法的出现，极大 

地扩展和加深了人们对非线性时间序列的认识与把握，目前 

已广泛用于网络流量分析、保密通信、生物医学、大气科学、经 

济和金融等各个方面[1 。 

混沌时间序列的研究是以Takens嵌入定理[】 为基础 

的，即：对于一无限长、无噪声的d维混沌吸引子的标量时间 

序列( (f))，我们总可以在拓扑不变的意义下找到一个 维 

的嵌入相空间，只要m≥2d+1。 

Takens定理保证了我们可以从一维混沌时间序列中重 

构一个与其原动力系统在拓扑意义下等价的相空间，从而把 

握混沌时间序列的性质与规律。混沌时间序列的判定、分析与 

预测都是在这个重构的相空间中进行的，因此，相空间的重构 

是混沌时间序列研究的关键。 

2 相空间重构 

混沌时间序列重构相空间的工作始于 Packard等0 ，他 

们提出了由混沌时间序列重构相空间的两种方法：导数重构 

法和坐标延迟重构法。并采用导数重构法重构了 Rossler吸 

引子，求出了 Lyapunov指数。Grassberger和 Procaccia则提 

出了关联积分的概念及计算公式，采用时间延迟法，从一维时 

间序列中重构了Henon映射、Lorenz方程、Logistic方程和 

Kaplan—York映射等典型混沌系统，并求取了这些混沌系统 

的分数维。G—P算法的提出，是混沌时间序列研究中的一个极 

其重要的突破，它使得对混沌时间序列的研究不仅仅局限在 

已知的混沌系统，如Rossler系统、Henon映射和Lorenz系 

统等，而是任何实测混沌时间序列。从而为混沌时间序列的研 

究进入实际应用开辟了一条道路。 

尽管从原理上讲，导数重构和坐标延迟重构都可以用来 

进行相空间重构，但对于实际应用而言，我们通常是不知道混 

沌时间序列的任何先验信息的，何况从数值计算的角度看，数 

值微分是一个对误差很敏感的计算问题 ，因此，从混沌时间序 

列重构相空间普遍都采用坐标延迟相空间重构法。 

Gibson等[2幻给出了三种不同重建方法即坐标延迟，导数 

法和 SVD法之间的关系：在一定条件下，SVD法是导数法的 

旋转，而导数法则又是坐标延迟法的旋转。 

坐标延迟法的本质是通过一维时间序列((z(f)))的不同 

时间延迟0，r，2r，⋯，( 一1)r来构造 m维相空间矢量： 
● 

X．(f)一(x(t+ )，x(t+ +r)，x(t+i+2r)，⋯，x(t+i+ 

( 一1)r)) 

其中，i一0，1，⋯，m一1。 

坐标延迟相空间重构技术有两个关键的地方，即嵌入维 

数 和时间延迟 r的确定。Takens定理中，对于理想的无限 

长和无噪声的一维时间序列，嵌入维数 m和时间延迟 r可以 

取任意值，但实际应用中的时间序列都是有限长度且存在噪 

声，嵌入维数m与时间延迟 r是不能随意取值的，必须精心 

确定，否则会极大地影响重构的相空间的质量。 

5 嵌入维数 ，，z的确定 

嵌入维数m的确定中，关联维数的计算是非常重要的。 

根据 Takens定理，相空间重构的充分条件是 ：m≥2 +1，其 

中d为混沌吸引子所在的相空间的拓扑维数。Sauer等[2钉将 

Takens定理中的充分条件推广到 >2D，，其中 D，为混沌 

吸引子的分数维。在没有任何有关混沌时间序列的原相空间 

的先验信息的情况下，2D，也是我们确定嵌入维数m的下 

界。 

G—P算法是计算关联维数的经典算法，其计算的具体步 

骤可描述如下： 

(1)给定不同的小正数r。 

(2)计算对应的相关积分 
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c(r)一 2_A H(r--IIx 一x川) 

其中，IIx 一x川为相点X 与x 间的距离，H为Heaviside函 

数，Ⅳ为观测点数。 

(3)对lnC(r)与1n，的关系图进行线性回归，其斜率即为 

关联维数。 

G—P算法中，相关积分 C(r)的计算是比较耗费机时的， 

后来的研究者从两个角度对算法进行了改进，一是真正需要 

参与相关计算的点数，二是欧氏距离的选定l-2 。 

5．1 虚假最近邻点法(False Nearest Neighbors，FNN) 

从几何的观点看，混沌时间序列是高维相空间混沌运动 

的轨迹在一维空间一时间上的投影，在这个投影的过程中，混 

沌运动的轨迹会扭曲。高维相空间中并不相邻的两点投影在 
～ 维空间一时间上时却会成为相邻的两点，即虚假邻点，这就 

是混沌时间序列呈现出无规律的原因所在。重建相空间，其实 

就是从混沌时间序列中恢复混沌运动的轨迹，不难想到，随着 

嵌入维数的增大，混沌运动的轨道将会逐渐打开、无扭曲、缠 

绕，虚假邻点也被剔除，从而混沌运动的轨迹得到恢复，这个 

思想就是FNN的出发点 。 

d维相空间中，每一个相点矢量 x( )一[z( )，z( + 

T)，⋯，z( +( 一1)T)]，都有一个某距离内的最近邻点 

XNN(k)，其距离为 ( )一IIx( )一x ( )II， ( )应该是 

个很小的量，对于Ⅳ个数据，其量值应大约在1／Ⅳ“ 左右。 

当相空间的维数从d维增加到 +1维时，这两个相点的 

距离就会发生变化，而成为 + ( )且磁+ ( )一磁( )+IIx 

( +Td)一X ( +Td)II 。 

若＆+ ( )比 ( )大很多，可以认为这是由于高维混沌 

吸引子中两个不相邻的点在投影到低维轨道上时变成相邻的 

两点所造成的，因此这样的邻点是虚假的。令 

llx( +Td)～X ( +Td)lI 
一 心 ( 

若 >岛 ，则X ( )是 X(k)的虚假最近邻点，闭值 Rr可在 

[10，sol之间选取。 

对含噪的有限长度数据，则可这样判断，若： + ( )／Ra 

≥2则 x ( )是 X(k)的虚假最近邻点。其中，R 一 厶 [z 

( )-7] ， 一 2_5z(k)。 

对实测时间序列，从嵌入维数的最小起始值开始，计算虚 

假最近邻点的比例，然后增加d，直到虚假最近邻点的比例小 

于5％或者虚假最近邻点不再随着d的增加而减少时，可以 

认为混沌吸引子已完全打开，此时的d即为嵌入维数，在相 

空间嵌入维数的确定方面，FNN被认为或许是最有效的计算 

嵌入维的方法 。 

FNN的计算结果与 r有关，给定不同的 r值，会得出不 

同的最小嵌入维数，Cao E3o]考虑到这点，采用与 FNN类似的 

思路，对于时间序列z ，z：，⋯，z 及相空间矢量 

z ( )一 (z ，z件 ，⋯ ，zf+(d一1) )，i一1，2，⋯ ，Ⅳ一 ( 一 1)f 

定义 ． 

， )-- 鲁 ⋯2一，Ⅳ一r 
a(i， )的均值为 E( )一 二1 a(i， ) 

贝4有 E ( )==E( +1)／E( ) 

若E ( )自某个d。开始停止变化，则d。+1即为所寻找的 
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最小嵌入维数。 

5．2 奇异值分解(Singular Value Decomposition，SVD) 

Broomhead和King提出的SVD法 ]，也称主成分分析 

法(Principal Component Analysis，PCA)，在本质上不同于坐 

标延迟法，它是直接从时间序列中求取嵌入维。 

对混沌时间序列 z( )计算其d ×d 协方差矩阵 
-v 

’ t 1  

COV=-i1 25[z( )一z ][z( )一z ] 
』v 一̂ 1 

-v 

1 

其中，z 一- 厶 z( ) 

对协方差矩阵COV计算出其特征值 九( 一1，2，⋯，de) 

并将 九按大小进行排列， ≥ z≥⋯≥ ，并绘出特征谱图。 

对实测数据而言，由于噪声的存在，会使估算出的嵌入维数增 

大，不妨假定估算出的嵌入维数为 d ，而真正的维数应该是 

d．v，显然，d > -v，且d 一 这部分是由噪声所引起的。从特 

征谱图上去掉代表其低频部分的噪声 ，则剩下的前 个特 

征值就应该是混沌数据所产生的，因而用此方法就可以估算 

出嵌入维数。不难看出，SVD方法具有一定的抗噪性。 

SVD本质上是一个线性方法，将一个线性方法用于非线 

性系统这一点引起了争议 ，Min Lei等基于辛几何提出了 
一 种估算嵌入维的方法 ，这种方法从形式上类似于 SVD， 

但本质上是一种非线性方法，其效果在许多方面都要优于 

SVD法 。 

4 时间延迟 T的确定 

时间延迟 f若太小，相空间矢量 X 一(z(f)，x(t+f)，z(f 

+2f)，⋯，z(f+(m一1)f)}中的任意两分量 z(f+ )和z(f+ 

(，+1)f)在数值上非常接近，以至于无法区分，从而无法提供 

两个独立的坐标分量；但若时间延迟 r太大的话，则两坐标分 

量在统计意义上又是完全独立的，混沌吸引子的轨迹在两方 

向上的投影毫无相关性可言。显然，这需要用一定的方法来确 

定一个合适的 r值。 

4．1 自相关函数法 

判断 z(f+ )和 z(f+( +1)f)的相关性的最自然的方 

法就是通过计算其自相关函数Cr(r)来实现，定义： 
N 

1∑Ex(i+r)一 ][z( )-7] 
C (f)一—— =L———百———————————一  

1∑Ex(i)一 ] 
’

l- 1 

-v 

1 -、 

其中， 一 厶 z( ) 

观察时间延迟曲线，取 C，(r)第一个下降通过零点的 r为 

所需的时间延迟，但研究表明，似乎取C，(r)下降到1／e的r为 

最优时间延迟更为合适[3 。 

但采用自相关函数选取的时间延迟 r只是使坐标分量 z 

(f)和 z(f+打)彼此线性不相关 ，因为 Cl(f)的定义实际上是 

可以从分量 z(f+打)和 z(f)存在线性关系的假设中推导出 

的，即设：z(f+打)一 一Cl(f)[z(f)一 ]，按最小二乘原则对 

其误差平方和： 
N 

-、 

Q一厶 (z(f+ir)一 —Cl(f)(z(f)-7)) 
il 1 

求极小的结果。 

4．2 互信息法 

自相关本质上是一个线性的概念，适合判断线性相关性， 

而混沌系统是一个非线性系统，因此Fraser和Swi_rmeyC剐提 

维普资讯 http://www.cqvip.com 

http://www.cqvip.com


出了用互信息来判断系统的非线性相关性。 

考虑两离散信息序列{ ⋯， }和{g ，g 一， }构成 

的系统S和Q。则由信息论，从两系统测量中所获得的平均信 

息量，即信息熵分别为： 

Ⅳ (S)一一 厶 P ( )log2P ( ) 

Ⅳ(Q)一 一 厶 P口(q1)log2P口(g ) 

其中，P』( )和 P (g )分别为S和Q中事件 和 g 的概率。 

在给定 S的情况下，我们能获取的系统 Q的信息，即系 

统 S和 Q的互信息为： 

(Q，S)一Ⅳ(Q)一Ⅳ(Q『S) 

而 Ⅳ(Q )一一厶 IF ( g )／P，( )]logI-P ( g )／P 

( )] 

)一 gJ)l。g2 F P,q (si,％

gJ)

) -1 

其中，P ( g )为事件 和事件 g 的联合分布概率。 

我们定义[ ，g]=[ (f)， (f+r)]，即 s代表时间序列 

(f)，g为其延迟时间为 r的时间序列 0+r)，则 I(Q，S)显然 

是与时间延迟 r有关的函数，不妨记为 r(r)。 (r)的大小代表 

了在已知系统 S即 (f)的情况下，系统 Q也就是 (f+r)的 

确定性的大小。 (r)一0，表示 (f+r)完全不可预测，亦即 

(f)与 (f+r)完全不相关；而 (r)的极小值，则表示 (f)与 

(f+r)是最大可能的不相关。Fraser和 Swinney在文中建议 

采用 (r)的第一个极小值点作为最优时间延迟。 

互信息法中的关键问题是联合分布概率 P ( g )的计 

算，Fraser和Swinney采用的是等概率递推的方法，其划分与 

计算很复杂，杨志安等提出了等间距格子法，其计算相对简 

单E。 。 

互信息法提出后，尽管其划分和计算复杂，但由于可以判 

断非线性相关性，因此在最优时间延迟的估算中被广为采 

用[3 ，在实际应用中，FNN+互信息已成相空间重构中确 

定嵌入维数和时间延迟的普遍作法。 

需要指出的是，互信息法尽管是为确定相空间重构中的 

最优时延而提出的，但它由于可以度量非线性相关性，因此， 

在判定两非线性序列的相关性方面得到了广泛的应用E44~4s]， 

Prechard和 Theiler在此基础上将其进一步推广为广义关联 

积分E“ 。 

4．5 平均位移法(Average Displacement，AD) 

与前面不同的是，Rosenstein等E” 提出的 AD法是从几 

何的角度来确定时间延迟的，即：若时间延迟 r不够的话，则 

按此延迟时间重构的混沌吸引子会在相空间中被压缩在主对 

角线一带，而随着时间延迟的增大，吸引子则会逐渐展开。 

对时间序列{ (f)}按时间延迟 r进行相空间重构后，相 

空间中的相邻两相点 和 间的平均位移S (r)可以定义 

如下： 

s (r)一— 2_／『『 一 oll 

若嵌入维数 m已经确定，则有： 
N

、／／m -1 
S (r)随着时间延迟 r的增加，会逐渐从线性增加趋于饱 

和，其线性区的末端所对应的 r值即为最佳时间延迟，Rosen— 

stein等在文中建议取 S (r)曲线的斜率减少到小于初值的 

40％时的 r为最佳延迟时间值。 

5 其它 

相空间重构技术还有很多其它方法，如 Buzug和Pfister 

提出的填充因子法(Fill factor)E49,503，Liebert提出的摆动乘 

积法 (Wavering product)Es1]，Gibson等 提 出的小 时窗 法 

(Small—window solution)[2 等 ，我们这里仅是选择了有代表 

性、应用比较广泛的方法进行评述。 

此外，在嵌入维数 m和时间延迟 r的确定上有两种观 

点，一种认为m和 r可以独立确定，在估算 m时假定 r已确 

定，反之亦然。另外一种则认为m和r不能独立，即r 一(m一 

1)r是作为一个整体在相空间的重构中起作用的[5 ，我们 

认为这两者其实并没有本质的差别，关键可能是实测数据对 

具体的方法在确定时间延迟或嵌入维数的时候，参数的敏感 

程度不一样而已，这也是为什么各种方法都可以对某个具体 

的实际数据取得较好的效果的原因。对于实际应用而言，重要 

的是针对具体的数据，选择合适的算法和恰当的参数。 

结束语与展望 相空间重构技术的核心是嵌入维数m 

和时间延迟 r的确定，目前并无一种通用的适合各种混沌时 

间序列的算法，文中所提及的确定嵌入维数 m和时间延迟 r 

的各种方法都在不同程度上带有一定的主观性，其原因在于： 

我们没有任何有关混沌时间序列的相空间的先验信息，因此 

缺乏一个明确的目标来度量相空间重建的效果，从而各种方 

法将会继续存在，并且不断会有新的方法从其它学科领域引 

入。实际上，神经网络技术和小波分析正在被引进相空间重构 

来确定嵌入维数 m和时间延迟 rI5 ，未来的相空间重构技 

术的精度与置信水平无疑会不断得到提高。 
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