
计算机科学2005Vo1．32N_O．4 

基于自相合性的主曲线的特性分析与研究 

邵保军 苗夺谦 张红云 唐庆适 王 真 

(同济大学计算机科学与工程系 上海200092) 

摘 要 主曲线是穿过数据云“中间”的满足自相合性质的光滑曲线，它是线性主成分的非线性推广。在本文中，基于 

主曲线的自相合条件 ，构造一个微分方程 ，通过求解这个微分方程，我们得 到了环形均匀分布的主曲线；通过对实验结 

果的分析与研究，我们得 出了一些有趣的结论 。 
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Properties Analysis and Research of Principal Curves Based on Self—Consistency 
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Abstract A principal curve which satisfies the self—consistency property is a smooth curve passing through the“mid— 

dle’，of a dataset，which can be regard as a nonlinear generalization of linear principal components．In this paper．we 

construct a differential equation on the basis of the self—consistency condition of principal curves．and by solving this 

differential equation，we obtain principal curves for upSform densities on annuli：through analyses and studies of the 

experimentation’s findings，we have drawn some interesting conclusions． 
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1 引言 2 主曲线的特性分析 

我们现在生活在一个信息化的时代，通信、计算机和网络 

技术正改变着整个人类和社会。与此同时，随着计算机应用技 

术特别是数据库技术的迅速发展以及数据库管理系统的广泛 

应用，人们积累了越来越多的数据，其中包括结构化数据、半 

结构化数据、分布在网络上的异构型数据等等 因此，数据具 

有高维、非线性、离散化程度高等特点。如何从高维观测数据 

中提取隐含在其中的、人们事先不知道的、但又是潜在有用的 

低维结构信息呢?用传统的多元线性分析技术来解决这个同 

题并不理想。于是在1983年，Stanford大学统计系的 Hastie 

T．以技术报告的形式发表了主曲线口 的开创性论文“Princi— 

pal curves and surfaces”。这篇论文指出：主曲线(Principal 

Curves)是线性主成分的非线性推广，即用光滑的曲线代替线 

性主成分(Principal Component)来概括数据，这类曲线恰好 

穿过数据云或者数据集合的“中间”，是一簇流形集合中满足 

自相合性(Self-consistency)的拟合数据集合的最优曲线。 

主曲线的本质是嵌入Euclid空间、具有微分结构的一维 

流形_L5](Manifold)，它直观地体现了数据集合内在结构信息 

的几何形态，实现了满足欧氏距离度量并且支持微分运算的 

赋范线性子空间之间的同胚转换(Homoeomorphism Trans— 

Iorm)，并且在理论上回避了微分流形学在数学上的复杂性， 

从而可以在欧氏空间上直接建立等价的微分计算模型。在20 

世纪9O年代后期，由于主曲线技术在数据分析 (Data 

Analysis)领域中的逐步应用，及其本身所具有的多种优点， 

主曲线技术也引起计算机科学家的极大关注，在计算机科学 

领域的应用发展很快，如图像处理中辨识冰原轮廓 ]、手写字 

符的主曲线模板化乜]、手写字符的识别与分类 ]、指纹识 

别[9]、语音识别中对声音数据的约简建模和数据可听化“]、生 

态学中寻找种群的有序分布、聚类和分类以及过程监控等。 

主曲线在其理论本质上是一种非监督学习方法(Unsu— 

pervised Learning Method)，这种学习方法引入坐标邻域和局 

部坐标的概念，通过微分同胚建立起 Euclid空间和微分流形 

(可以看作“局部的Euclid空间”)这种拓扑结构之间的联系， 

力求实现信息保持和维数约简之间的平衡关系，因此，主曲线 

作为一种新的学习方法具有重要的理论研究价值。 

2．1 主曲线及其自相合性 

主曲线是线性主成分分析技术的非线性推广，它的研究 

目标和任务是在一个函数族中，寻求满足给定目标函数的最 

优函数解来表示数据集合，它的定义如下： 

定义1 主曲线：如果光滑曲线r满足 

(1)厂自身不相交； 

(2)在任何 的边界子集内部，厂的长度有限； 

(3)厂是 自相合的，形式化为： 

E(XI ，(X)= )一厂( ) (2．1．1) 

则称厂是数据分布的一条主曲线。 

图1 主曲线上的每个点是投影至该点的所有数据点的 

条件均值 

由条件(3)可知：主曲线上的每个点是所有投影至该点的 

*)本文得到国家自然科学基金项目(No．60175016)资助．邵保军 硕士研究生，研究方向为计算机软件与理论，主曲线． 
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数据点的条件均值(图1)，这一特性称为主曲线的自相合性。 

所谓自相合性，就是将数据集合的所有数据点按照某一度量 

投影到一个初始向量(一般是第一主成分线)，引入坐标邻域 

的概念建立起数据集合的数据点与初始向量上的数据点的一 
一 对应关系，然后求取投影到初始向量上某一点邻域内所有 

数据点的条件均值，从而得到新的曲线，并且根据约束条件， 

反复迭代，直到满足某一设定的阈值为止，这样的最终曲线就 

是满足自相合性的主曲线。 

目前，对于主曲线性质的研究在国内还是一项空白，至今 

没有相关的文献发表。1995年，Washington Seattle大学统计 

系的Werner Stuetzle发表了一篇有关主曲线性质的论文Ge— 

ometric Properties of Principal Curves in the Plane，这篇论文 

提出主曲线恰好是一个微分方程的解，根据这一思想，我们紧 

扣自相合性这一主曲线的根本特性，首先进行公式的逻辑推 

导，最终获得一个微分方程，然后基于这个微分方程进行实 

验，对于这～微分方程的解(即主曲线)进行验证分析，并提出 

我们的结论。 

2．2 自相合性作为一个曲率条件 

自相合性是研究分析主曲线其它特性的基础，它直接或 

间接地决定了主曲线的其他特性。我们首先引入法向坐标口] 

(Normal Coordinates)的概念来解释自相合性为一个曲率条 

件。 

定义2 由公式： 

( ，口)一f )+vN ) (2．2．1) 

定义 r的法向坐标映射为： 

：
AXR· R。 

并由公式： 

I．Lr(X)=( (x)，<X一厂( (X))，N( (X))>) (2．2．2) 

定义 r的法向坐标转换映射为： 

r： 以×R 

其中，n是不含模糊点的紧支撑，则我们把 (x)的元素( ， 

)称为主曲线上点 x的法向坐标。 

设r为具有连续概率密度 z)的数据分布的一条正则 

主曲线，根据法向坐标中的自相合条件，可以推导出 r的曲 

率和 z)的某些条件矩之间的关系。基于主曲线 r的自相合 

性质，利用条件期望的定义，在所有的可测量区间 ACr上， 

可以得到公式： 

土_l(̂)z 蒯z一土_l( ) ) 蒯z (2．2．3) 
由于已经假设 r为正则性主曲线，利用法向坐标 ，公式 

(2．2．3)可以改写为： 

∽  厂( )+ Ⅳ( ))簧 如=0 (2．2．4) 
再利用法向坐标映射的雅可比行列式： 

! 一 l ! v !! l 
a(s，口) 。 as 一 。 

一 l(1一vk )) ( )X N )l一 1一vk(j) 

(2．2．5) 

代入(2．2．4)得到： 

l 钾 厂( )+ vN(s))dr 一 ( )l口。 厂( )+ 

vN(j))dr一 0 (2．2．6) 

对 于 所 有 的 ∈ A， 令： JI ( ) 一 

l 口 厂0)+vN0))dr 
— — — — — — — — 一 表示法向概率密度的均值，并且令 

I 厂(j)+vN(j))dr 

匠 ( )表示方差，则公式(2．2．6)的形式可以改写为： 

一  (2·2-7) 

由公式(2。2。7)可以看出：主曲线厂的曲率与主曲线的 

法向概率 ( )密度的第一、第二阶矩联系起来，并且在特殊 

情况下，如果概率密度 z)是均匀的，那么与厂 )法向均值 

重合，就不会存在曲率k( )。 

2．5 建立微分方程组 

为了便于建立微分方程，特引入参数 ， 是点t∈r处的 

切向量与水平坐标轴正向的夹角。下面从法向矩的角度，写出 

具有法向连续概率密度的均匀分布的均值和方差为： 

j-( )一 

匠 (z， )= V2(x,0)
一  

(z， ) 

从而，得到主曲线方程的一阶微分方程组： 

f -i 7=COS( ) +sin( ) 

：  

圳  

从以上的推导过程可以看出，方程组(2．2．8)的任意解均 

满足主曲线的自相合条件，故而得到下面的定理： 

定理1 如果一条正则曲线是而且只是方程组(2．2．8)的 
一 个解，那么它就是具有连续概率密度 z)的均匀分布的一 

条主曲线。 

5 实验分析 

在我们的实验当中，主要研究了服从概率密度 n ^一 

{(r， )：R ≤r≤R }的环形均匀分布的主曲线。根据公式 

(2．2．8)，推导出圆形主曲线的半径为： 

r一 —

2(
—

R ~+ R
—

1 
R2

—

+ RJ) (3
． 1) 3(R

1
+R2) ⋯  

由公式(3．1)可以看出，圆形主曲线的半径只与环形分布 

的内外半径的取值有关，并且通过计算发现，主曲线的某些性 

质直接决定于内外半径的比值。下面，我们首先选取一组实验 

数据来说明主曲线的一些性质。取环形均匀分布区域的外半 

径 R1—1，内半径 R2=0．5，并且给定初始条件r(0)一0．670， 

一(0)一o。经过计算，得到的实验结果为：圆形主曲线(半径r 

≈0．778)和周期为 T=,t／4的振荡主曲线 (0．670<r<0． 

882)；如果把初始条件改为r(0)<0．670，y (0)一o，除了圆形 

主曲线外，得到周期略大于 ／2的振荡主曲线，并且振荡主曲 

线不封闭；如果进一步把初始条件该为 r(0)>0．670，一(0)一 

o，得到周期略小于 ,t／2的振荡主曲线，并且振荡主曲线同样 

不封闭(图2)。 

o o o 
图2 微分方程的解 

从以上实验结果可以看出，环形均匀分布的主曲线是具 

有周期性的，并且周期 依赖于初始化值ro。这一点可以利 

用数值分析方法加以解释，由于我们是利用计算机求解方程 

组(2．2．8)的数值解，然而我们知道，在多数情况下找出微分 
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另外，核矩阵的形式比较多Ⅲ，本文使用高斯核K(z， ) 

=exp(一 一 ／ )，通过实验分析 一1000比较合适。 

下图是 PCA方法、KPCA方法、基于聚类的KPCA方法 

的对比。降维时间如图4；效果趋势如图5。 

方法 时间(ms) 

PCA 47 

KPCA 2200 

基于聚类的KPCA 510 

图4 

从图5可以看到，基于聚类的KPCA方法，大大提高了 

KPCA计算核矩阵的速度，而且随着图像个数的增多，几乎不 

影响原来的检索精度。 

结论 本文首先分析了PCA和 KPCA的不足，着重讲 

述了 KPCA针对样本点计算带来的复杂度分析，介绍了基于 

聚类的KPCA方法，该方法不是对整个样本点做主成分分 

析，而是对代表样本点每类的均值向量做主成分分析，大大缩 

减了核矩阵的阶数，通过试验验证了算法的优越性。未来继续 

研究的工作是其他核分析方法。 

lOO 
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70 
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图5 
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方程解的解析表达是极其困难的，因此，只能采用一种近似的 

数值方法，这种方法在假定方程组(2．2．8)的解存在并且满足 

正则性，同时还必须假定精确解连续依赖于初始值，这样，根 

据输入初始值的不同，在计算过程中沿着搜索方向就会陷入 

不同的局部最小，从而得到不同周期的振荡曲线。 

我们再分析圆形主曲线的半径 r一(R。+尺2)／z。由于环 

形概率密度的分布是对称的，理论上必然得到圆形主曲线，并 

且在直觉上 ，所得到的圆形主曲线的半径 r一(R +尺2)／z。但 

是，我们所得到的圆形主曲线的半径并不等于环形分布的内 

外半径的平均值，而是r>(R，+尺2)／z。由于我们所建立的微 

分方程是基于主曲线的自相合性，而根据自相合性，生成曲线 

的外侧区域内的数据点多于内侧区域内的数据点，这样经过 

计算得到的实际圆形主曲线必然向外偏离半径为r=(R。+ 

R2)／z的圆。 

由图 2还可以看到，环形均匀分布的主曲线不止一条，并 

且它们是相交的。这与线性主成分十分相似，数据分布一般也 

有很多主曲线，并且这些主曲线的相交性类似于线性主成分 

的正交。 

我们选取不同的内外半径的比值和圆形主曲线的半径初 

始值r。，通过大量计算，概括出以下结论：环形均匀分布的主 

曲线不唯一且相交，并且主曲线的数目随内外半径比值的增 

加而增加，而周期丁随比值的增加而减小。 

结束语 我们所做的工作是对主曲线的某些性质进行初 
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步的分析和研究，研究的数据分布仅针对特殊的均匀分布，对 

于平凡分布甚至是未知分布的主曲线性质的研究还有待进一 

步的研究，并且研究的空间仅限于二维空间，有待于向高维空 

间发展。 
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