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摘 要 柱度计算是粗糙集理论研完的一种强有力的工具。本文讨论了枉度意义下的粗糙集近似，并定义了动态柱度 

下的正向近似 。另外 ，本文还从枉度的 角度讨论 了聚类结果和先验知识的协调度 问题 ，并提 出了一种基 于动态柱度下 

的正向近似的聚类算法。这些结果将有助于枉度计算和粗糙集理论的研究。 
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Abstract Granular computing is emerging as a powerful tool for rough set theory．In this paper，we discuss rough set 

approximation under granulation，and establish positive approximation under dynamic granulation．In addition，mea— 

sure of harmony between clustering and transcendent knowledge is defined，and a clustering arithmetic based on posi- 

tive approximation under dynamic granulation is proposed．These results will be helpful for studying for granular 

computing and rough set theory． 
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1 引言 2 粒度意义下的粗糙集近似 

粒度计算覆盖了所有有关粒度的理论、方法论、技术和工 

具的研究 ]。粒度计算的基本思想在许多领域都有体现，例 

如区间分析、粗糙集理论、聚类分析、机器学习、数据库以及信 

息检索等领域[2 ]。Zadeh依据模糊集理论提出了粒度计算的 

通用模型E2"l，用一般性约束来定义信息颗粒。约束的类型有相 

等、可能性、相似性、模糊性和功能性等约束，同时也提出了许 

多特定的粒度计算模型。Pawlak[ ，PolkowskiE 和 Skowr— 

onD]等都用粗糙集理论来解释和研究粒度计算。Lin[。 和Y． 

Y．YaoEg．1o'l用近邻系统来研究粒度计算。KlirE”]则运用颗粒 

的相似性探讨了一些粒度计算的基本问题。 

从粒度计算的角度来看，经典的粗糙集采用的是统一的 

粒度，即确定的等价关系。在经典的粗糙集理论中，Pawlak认 

为用一对上、下近似集合可以粗糙地定义和描述论域中的任 

意一个子集[1 。在这种情况下，对对象的粗糙描述便产生了 

边界域，它可以定量地刻画其粗糙度。在以往的研究中，人们 

在描述和刻画问题时一般都是采用统一的粒度。但是，统一粒 

度有个最大的缺点：边界域不能够变化，不便于对它作进一步 

的分析研究。在实际应用中，我们往往需要从多个角度或者多 

个层次来分析问题、解决问题。也就是说，对同一个研究对象， 

需要用一个等价关系族来进行研究，而不是经典粗糙集理论 

里的单一等价关系。基于这种动态粒度原理 ，本文提出了动态 

粒度下的粗糙集近似，并给出了它的一些基本性质。另外，本 

文还从粒度的角度分析了聚类结果和先验知识的协调性问 

题，并给出了一种基于动态粒度原理的聚类算法。 

从知识粒度的角度看，在 Pawlak的粗糙集理论中，知识 

库中的等价关系R∈R或信息系统中的属性集P A都对应 

着一个相应的粒度 ，或者说一个等价关系或一个属性集决定 

了一个相应的知识粒度。如果有偏序序列 R_ Rl一 ⋯ R 

存在，也就相对应着一个粒度从细到粗的序列。也就是说，一 

个具体的等价关系对应着一个具体的粒度。从这个角度来分 

析 ，便可以给出粒度意义下的粗糙集近似。 

2．1 统一粒度 

粒度意义下，经典的粗糙集是一种统一粒度意义下的粗 

糙描述。 

定义1[”】 给定知识库 K一( ，R)，对于每个子集Xc__U 

和一个等价关系R∈R，定义两个子集： 

RX—U(y∈c厂／尺fy }， 

一 U{YEU／Rlynx≠(2j}。 

分别称它们为下近似集和上近似集。 

下近似、上近似也可用下面的等式表达： 

尺 一(z∈Uf Ix] }， 

一 {xEUlIx] Nx~：O}， 

集合 6，lR(X)=R．X--RX称为 x的 R边界域；pos~(X)=RX 

称为 x的 R正域；nege(x)一 —RX 称为 x的 R负域。显 

然：RX=／,os~(X)U R(X)。 

2．2 动态粒度 

动态粒度原理有两种情况：(1)对同一个问题采用不同的 

角度(粒度)来研究；(2)对同一个问题采用多个层次(粒度)来 
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研究。在第二种情况里，所采用的多个粒度之间要具有一定的 

偏序关系，而前者则不作要求。本文运用第二种思想来进行研 

究。 

在粒度变化过程中，有逐渐细化和逐渐粗糙两种情况。前 

者主要处理对研究对象刻画和描述过于粗糙，仍需作进一步 

更精细的刻画的情况；而后者则相反，是处理目前所进行的刻 

画和描述过于精细，丢失了一些对象的抱团性质，需要使之粗 

糙一些的情形。 

用一组具有偏序关系的等价关系族 R． R ⋯ R 

来刻画对象 x的思想称为动态粒度下的粗糙集近似。如果采 

用的是逐渐细化的思想，称为正向近似；如果采用的是逐渐粗 

糙的思想，称为逆向近似。在实际应用中，常常关注的是粗糙 

集的边界域，所以本文所研究的动态粒度下的粗糙集近似每 

次所刻画的对象都是其新的边界域。在这里我们只讨论正向 

近似。 

2．2．1 正向近似 

定义2 给定知识库 K一(U，R)，对于每个子集 U和 
一 个具有偏序关系的等价关系族 

P一{尺 ，尺 一I，⋯ ，Rj) 

且满足 R． 忌一 ⋯ R (足∈R)，初始关系为 R ，定义两个 

子集： 

-fix= X， 

^ 

PX= U&Xi 
一

-．。1--  

i-- 1 

其中X 一X，X—x～U见 ，分别称它们为 x的P上近似 

集和 P下近似集。这里的X。采用的是递归的定义。 

P上近似集、P下近似集也可用下面的等式表达： 

x一{xEU l[ ]置．nx≠(2j} 

￡x一{xEU l[ ] X， 
i-- 1 

其中X 一X，X—X～U见Xt。 
A-- 1 

集合6，l，(X)=PX--￡X称为X的P边界域；户D ，(X)一 

￡X称为X的 P正域inegz~(X)=U--PX称为 X的P负域。 

显然：PX=pose(X)U 6，l，(X)。 

正向近似过程中，把 X中仍需要进一步研究的领域作为 

下一个研究对象，这样便形成了一系列不同层次的表达式。正 

向近似使得子集 u在等价关系族 P下使用知识颗粒最 

少且表达最为精确。 

当然，有的时候人们所关注的对象也许不是边界域，但是 

根据上文的动态粒度思想，也可以得出相应的动态粒度表示。 

5 粒度意义下的聚类协调性 

聚类操作实质上是在样本点之间定义一种等价关系。属 

于同一类的任意两个样本点被看作是等价的，可以认为它们 

具有相近的性质，在当前的阈值尺度下是没有区别的。一个等 

价关系就定义了样本点集合的一个划分，它把样本点划分成 
一 些子集，一个子集就对应着聚类形成的一个类。由一族粗细 

不等的等价关系便形成了不同的聚类结果，这些等价关系形 

成一个偏序格结构[133。 

从聚类的角度来看，先验知识中规定的某一类中的样本 

点，依照选定的特征空间和相似性测度，也应当聚成一类。然 

而不幸的是，在决大多数情况下，都不会达到这种理想境界， 

常常遇到的情况是领域专家认为应该归为一类的点，往往在 

特征空间中距离特别远；而那些被认为分属不同类的点，却距 
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离非常近。也就是说，聚类结果和先验知识之间往往存在某种 

不协调性。 

在这里我们借用粗糙集理论和粒度计算的体系和术语来 

描述聚类结果和先验知识的不协调性。 

5．1 统一粒度 

聚类谱系图实际上是定义了一个粒度逐渐变细的等价关 

系序列，选择一个阌值实际上就是选定一个等价关系 R，也就 

是选定了一个粒度G(R)，进而可以得到商集，即知识体系u／ 

R。如果由先验知识规定的类 x能够使用现有的信息颗粒精 

确表达，就表示聚类结果和先验知识是协调的；而如果上近似 

和下近似不相同的话，就说明聚类结果和先验知识是不协调 

的 。 

定义5 给定知识库 K一( ，R)，对V ，给定R∈ ， 

定义由等价关系R所形成的聚类结果和X的协调度为： 

l垦xl 
(R，X)一— —  

lXl 

其中1．1表示集合的基数。 

显然，协调度 ，x)∈[0，1]。当H(R，x)一0时，表示 

聚类结果和先验知识最不协调；当 H(R， )一1时，表示聚类 

结果和先验知识最协调，即现有的知识完全可以精确地描述 

先验知识。 

5．2 动态粒度 

然而在实际情况下，我们对粗糙的边界中的对象常常是 

感兴趣的，或者为了更加精确地描述先验知识，总之在很多时 

候是需要进一步研究边界对象的。在这种情况下，需要使粒度 

进一步细化，即采取更加细化的等价关系，以此类推，直到满 

足实际需求或者表达尽可能的精细为止。 

聚类谱系图定义了一个粒度逐渐变细的等价关系序列， 

选择一组阈值实际上就是选定一个等价关系族 P一{兄， 

足一 ．．，R }，其满足偏序关系R． R．一 ⋯ R ，进而可以 

得到相应的商集序列，即知识体系族 u／足( 一1，2，⋯，玉)。先 

验知识规定的类 x可先由知识体系 U／R 来表达，令其边界 

中信息颗粒集作为新的研究对象，再用知识体系 U／R：来表 

达，依次类推，直至满足实际需求或者达到目前知识体系所能 

表达的最大精细程度时为止。这种思想就是定义2中定义的正 

向近似。 

定义4 给定知识库 K一 ，R)，对V X U，给定一个具 

有偏序关系的等价关系族 

P一{R．，R．一1，⋯，R1} 

且满足R． R．一 ⋯ R (足∈R)，定义由P的正向近似所 

形成的聚类结果和x的协调度为： 

l￡xl 
(P，X)一— —  

J J 

其中 1．1表示集合的基数。 

显然，协调度 (P，x)∈[0，1]。当H(P，x)一0时，表示 

聚类结果和先验知识最不协调；当 (P，x)一1时，表示聚类 

结果和先验知识最协调，即现有的知识完全可以精确地描述 

先验知识。 

在实际应用中，使用给定的等价关系族 P一{R．，R．一 ， 

⋯，R }进行正向近似也许不需要进行完毕，可能在 足(c一 

{1，2，⋯，n})处便已能够精确地表示和描述先验知识x．但是 

这并不影响协调度的计算，它的值在进一步细化中一直保持 

为 H(P，X)一1不变。 

采用正向近似方案的结果，就是把先验知识 X分解成一 
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些处在不同粒度层次子类的并集X=Xz UX2 U⋯U ，表示 

第 次已经能够最为精确地表达先验类 x，每一个子集都采 

用不同的粒度，是在相应粒度之下能够精细表达的最大子集。 

在信息系统中，经过属性约简后，每一个属性的增减都会影响 

粒度的粗细。从这个角度来考虑，聚类结果和先验知识的协调 

度也可以用U的个数来定量地反映。 

当然我们也可以用逆向近似方案来近似表达先验类 ， 

但是这种思想在挖掘对象抱团性质的同时会相应降低聚类结 

果和先验知识之间的协调度。 

4 一种基于正向近似的聚类算法 

在实际应用中，先验知识X的刻画和描述有无指导和有 

指导之分。在信息系统中，有指导的聚类指的是事先给定一个 

必须的属性集(这些属性是领域专家指定的或者描述问题所 

必须的)，然后再在此基础上加入新的属性来继续聚类。而无 

指导的聚类则是不需要任何先验指导的聚类。 

给定信息系统 S一(己厂，A)，对V X 己厂，在这里给出P的 

构造算法，即构造一个具有偏序关系的等价关系族 P一(P ， 

P_一 一，P }，其满足 PH P̂一 ⋯ P (只 )，同时也给 

出了基于正向近似的聚类算法。 

算法1：P的构造算法 

在信息系统中，经过属性约简后，每一个属性的增减都会 

影响粒度的粗细及其聚类结果。 

1)信息系统 S一(U，A)，经属性约简和计算核属性集 “] 

后属性集 Ao一(口1，口2，⋯，口 }和core(A)一(口 ，口 ，⋯，口 }； 

2)如果是有指导的聚类：那么指定初始属性集P 一(a：， 

d；，⋯，口：}； 

如果是无指导的聚类：那么令初始属性集 P 一core(A) 

一 (口 ，口 ，⋯，口 }，此时令 s=l； 

3)i一2： 

4)计算剩下的属性集 A。一P一 中各个属性对 P．一 的重 

要度 ]，找出其中重要度最大的属性，令其和 PI一 一块构成 

Pi，i=i+1； 

5)如果 —m—s+2则转到6)；否则转至4)； 

6)这样形成的序列 P ，Pz，⋯，P一 便构成了一个由粗 

到细且具有偏序关系的等价关系族P，算法结束。 

算法2：正向近似聚类算法 

1)用算法1求出具有偏序关系的等价关系族 P：{P_， 

P一1，⋯ ，P1}(P。 三A)； 

2)构造一族等价关系族 P一(P ，P。，⋯，P }，其中 P‘一 

{Pl，P一 ，⋯，P }，且满足偏序关系 P| P．一 ⋯ P ( 一 

(1，2，⋯，，l})； 

3) 一1； 

4)计算P 的正向近似的下近似 x； 

5)计算此时的聚类结果和 x的协调度为 H(P ，x)一 

I xI 

IXl’ 

6)如果 H(P ，x)=1或者 > 成立，那么聚类结果 

(X)一 X；否则 = +1，转至4)； 

7)最后用来近似描述先验知识 的聚类结果为 ( )， 

算法结束。 

例1 一个关于某些病人的知识表达系统如表1。 

表1 

U一{e1，e2，e3，e4，e5，e6}， 

A=(a ，a：，a，}=(体温，头痛，肌肉痛}， 

X一(e2，e‘，e6}。 

在这里进行有指导的聚类，令初始属性集为 P 一(a }， 

剩下的属性集 A—P 一(a：，a。}，现在分别计算它们对 P 的重 

要度。其计算公式[i43为 Sige(a)一1一IPU(口}I／IPI，设 P的 

_、 

划分U／P=(X ，X ．．，兄 }，JP J一厶 JX J。。 

所以，Sige，(口2)一1一IP1 U(口2)I／lP1 I一1—6／12=1／2 

Sig尸1(口，)一1一IP1 U(口。}I／IP1 I一1—5／6=1／6 

这里有 Sige，(d2)>Sige，(口3)。把 口2和 P1合并为 P2= 

(口1，口2}。 

同理，P3一(口1，d2，口3}。 

这样便构造了等价关系族 P一(P ，P：，P，}，且满足偏序 

关系P1 P2 P，。 

有了偏序关系序列，便可以根据算法2动态地进行聚类。 

由算法2可以得出： 

P 一(P1}；P。一(P1，P2}； 

P 一(P1，P2，P3}。 

x一旦x一( }， 

日(P ，X)一0／3=0； 

P
_ IX=(e2，e‘，e6}U( }一(e2，e‘，es}； 

H(P。， )一3／3=1 

此时，聚类协调度为1，即用来近似描述先验知识 x的聚 

类结果为 x一(ez，et，es}。由于已经达到精确描述，故不需要 

进一步考虑 x。 

结论 本文讨论了粒度意义下的粗糙集近似，并定义了 

动态粒度下的正向近似，为粒度计算和粗糙集理论提供了新 

的研究角度。另外，本文还从粒度的角度讨论了聚类结果和先 

验知识的协调度问题，并提出了一种基于动态粒度下的正向 

近似的聚类算法。但是，本文提出的动态粒度下的粗糙集近似 

还应有一些相应的性质需要进一步研究和探讨，文中给出的 

聚类算法的算法效率也可以作进一步的改进。 
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