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摘 要 图同构问题是指对两个图寻找顶点之间的一个一一映射，使得两图的边在该映射下也保持对应关系，该问题 

得到许多研究者的关注。在一些论文中时图同构问题的复杂性给出了错误的描述，有的给出了多项式时问算法。本 

文对此进行了讨论，并给出了一些反例来证明其算法的错误。根据图同构国内外目前的研究进展，图同构既未被归入 

P问题，也未被归入NPC问题，是一个尚未解决的问题，有待进一步研究 
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Abstract The graph isomorphism is to find a bijection between the vertexes of tWO graphs that preserve the edges． 

This problem、has been paid much attention by many researchers。In some papers the complexity of the graph problem 

has been wrong described，and polynomial time algorithm is given．In this paper，we discuss that algorithm．Some ex- 

amples are proposed to show the error of that algorithm．Graph isomorphism problem is one of the problems that have 

not been classified as NP complete。or within P．So it is an open problem until nOW and need further studies． 
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1 背景 2 基本概念及方法 

图同构问题可以分为4类：精确图同构、精确子图同构、 

不精确图同构、不精确子图同构。其中后面 3个问题已被证 

明属于NP完备问题，是困难的问题。而对于精确图同构问 

题的复杂性，目前还没有明确的结果。本文所讨论的图同构， 

都是指精确的图同构。文E1]中指出，图同构问题既未被证明 

是多项式时间可饵的，也未被证明属于NP完备的，正是由于 

这一点，得到许多学者的关注。 

国内的一些学者也对图同构问题进行了研究，但其中一 

些论文有失严谨。如文[2]中指出：“图的同构问题，判断两个 

图是否同构是一个NPG问题”，疑为笔误。在文[3]和文[43 

中，基于这样的性质：两个图同构，当且仅当这两个图的任意 

点连通子图的关联度序列相等，提出了一种图同构判断算法， 

复杂度为0(2 )，其中n为图的顶点数，但是对于作为算法基 

础的前面那条性质 ，文中只证明了充分性 ，而对必要性没有给 

出严格证明，因此算法的正确性有待证明。而且，即使该性质 

成立，对于较大的n，0(2 )的复杂度仍然是难以接受的。 

另外，基于文[53中提出的函数的概念，文[63中提出了一 

种多项式时间复杂度的图同构判别算法，从而认为图同构问 

题是P问题。下面围绕这一算法展开讨论，首先介绍基本概 

念以及该算法，然后给出反例证明其错误，最后对图同构的复 

杂性进行讨论。 

图G定义为G(V，E)，其中 ={Vo，"ol，⋯， 一 }表示顶 

点集合，E={(“ )I“，vEV}表示连接顶点的边的集合，这里 

考虑的是无向图，即连接顶点的边是没有方向的。顶点所邻 

接的边数称为顶点的度。仅由孤立点(即没有边)构成的图称 

为零图。对于两个图G】和G2，如果存在两图的顶点之间的 
一 个一一映射，使得两图的边在该映射下也保持对应关系，则 

称这两个图是同构的。 

文[53中定义了一种VC算法，首先选择图G中度最大的 

顶点z ，从图中去掉该顶点及所关联的边。在余下的子图中 

选择度最大的顶点 z，从子图中去掉该顶点及所关联的边。 

如此进行下去，直到余下的子图为零图为止。设所删除的这 

些顶点依次为 ， ”， ，设顶点丑在对应的子图中所邻 

接的顶点为 ¨ ，⋯， ．，用上标的形式表示顶点的度，即 

如果顶点 在图G 中的度为 n ，则表示为 z ，定义 

VC(G)= 1ffr ll1) ” ’⋯ 1P1 ， z2 ’⋯ 2‘，⋯ ， 

Z

s 2 ’⋯· } ’ ’⋯ } 

也就是说，VC函数记录了在不断删除度为最大的顶点的过 

程中当前的顶点以及所邻接的顶点的一些信息。 

基于上述定义，文[63中提出了如下定理： 

*)本课题研究得到中科院计算所青年基金课题 20056600—4支持。戴 琼 硕士，主要研究领域为网络与信息安全技术；邹潇湘 博士，主要 

研究领域为网络与信息安全技术；谭建龙 博士，主要研究领域为网络与信息安全技术。 
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定理 1 简单连通图G(V，E)和F(U，w)的同构的充要 

条件是有VC算法，使得在 

： ∽( rill (n12)，⋯， (nlP ， (n2 1VC(G) IP1 ={ ’⋯ ， zz 

， 

’ ⋯  

} 

和 

VC(F)： { ( roll ，⋯ ( m l 
， 

(m 2 1)
，Y2 2 ，⋯ · 

， 
= { 1) 12 ’⋯ 1P1 ， 2)’ ’⋯’ P2 ， 

1 2 

⋯

， ) 
2 ’。” ) 

中，有 

1{ ’，z譬挖 ，⋯， )1一}{ ，．)， z ，⋯， ≯ )1 

且 

{ ̈  ⋯，niP }：{ ㈦m ⋯，mip }， mi 

其中O≤i<s。 

由于VC函数表示在不断删除度数最大的顶点及关联的 

边的过程中当前的顶点以及所邻接的顶点的一些信息，因此 

该定理的含义是：如果两个图是同构的，那么一定存在一个对 

应相同的删除顶点的过程；反之，如果删除顶点过程是对应相 

同的，那么反过来也能够重建两个同构的图。 

称在VC(G)中的P ，P ，⋯， 为图的度序列，定义{ ， 

，⋯ ，niP
． }为顶点五关联的度集合。文章证明了图的度序 

列数量为 O( )，根据这一性质及定理 1，得到一个图同构算 

法，我们称为F’GJ。基本思路为： 

(1)生成两个图G和F的所有度序列，分别记为g(1)，g 

(2)，⋯，g(g)和 ，(1)，，(2)，⋯，，(g)； 

(2)如果两个度序列中没有相同的，则输出“两图不同 

构”，结束，否则转3； 

(3)如果存在满足定理 1条件的VC(G)和VC(F)，则输 

出“两图同构”，否则输出“两图不同构”，结束。 

最后证明该算法的复杂度为O(n )。 

3 算法的分析及举例 

在FGI算法中，尝试将顶点的度进行某种排序，通过计 

算、比较两个图的度序列、被删除的顶点的度数以及它们关联 

的度集合，来判读两个图是否同构。然而，在选择度数最大的 

顶点时，由于一个图中往往同时存在多个顶点具有最大的度， 

特别是对于正则图更是如此，因此使得当前选择的顶点不是 

唯一的，正如文[6]中所指出的那样。在文[5]发表之后，发现 

VC(G)并非唯一。下面是一个例子： 

例 1 考虑图G 

图i 具有多个度序列的图 

从图中依次删除顶点 c，f，g，J，6，是，得到VC(G) 

f “扎’，V 川， ’1 

l ， “ ， ’ 』 

或者依次删除顶点f，h，i,b，f，z，8，得到VC(F) 

f ， ， ， 1 

l )，V )，VP㈨，Ve~g)j 
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为简单起见，这里没有标出顶点的度。这两个VC(G)是 

不同的。 

当然，这并没有证伪定理 1的必要性，因为可能存在多个 

VC(G)与VC(F)，定理 1只需要其中存在一个相同的即可， 

而对于同构的图是不难证明这一点的。进一步，定理 1的必 

要性可以加强为：两个图G和F同构，则所有 VC(G)和VC 

(F)对应相等。 

定理 1必要性成立，说明FGI算法对于同构的图，是能 

够正确识别为同构的。那么定理 1的充分性是否满足呢?答 

案是否定的，下面是一个反例。 

例 2 (充分性反例)考虑图 2的两个图 G和 F， 

2 5 b C 

3 7 g 

(G) (F) 

(G) (F) 

图 2 两个不同构的图 

d 

我们有VC(G)： 

{ ， )， 。I7)， ， ’}和 (F) 

{ ’，’∥， ’， ，／’， ’， ’} 

注意到顶点 1和 a的度均为 6，其它顶点的度均为3，因 

此满足定理 1给出的条件。但是图G和F是不同构的，因为 

图G中去掉顶点1就不连通了，但图F中去掉顶点 a仍然是 

连通的。 

这样，我们就找到了两个不同构的图，满足定理 1中所给 

出的VC函数对应相等的条件，因此FGI算法会给出“两图同 

构”的错误判断。 

类似于必要性的讨论，能否对定理 1的条件进行加强，使 

充分性得以成立，即是否有：两个图G和F所有VC(G)和VC 

(F)对应相等，则两个图同构。例 2中两个不同构的图并非 

所有VC(G)和VC(F)都对应相等，因为对于VC(F)： 

{ 扎√， ， ’，V ’，V ’} 

不存在与之对应的VC(G)。然而，考虑下面的例子： 

例 3(定理加强条件下的反例) 如图 3的两个图 G和 

F： 

或 

／  

6 

(G) 
6 

(F) 

(G) (F) 

图3 定理加强条件下的两个图 

由于VC(G)为： 

{ ， ，门}UVC(G＼{2，4}) 

{ ，力， }Uvc(G＼{2，4}) 

VC(F)为： 

3 

5 

a b  C d  e f  

3  5  
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{V “ }， √’}UVC(Fl＼{2，4}) 

或 

{V - ／’，V： }UVC(F、{2，4}) 

其中G＼s表示图s去掉顶点集合s后得到的子图。显然 

VC(G＼{2，4})==Vc(iv＼{2，4}) 

因此所有的VC(G)和VC(F)对应相等。但是，由于图G中存 

在三角形 ，而图 F中不存在三角形，因此两图是不同构的。 

这说明，即使将定理 1的条件进行加强，定理 1的充分性仍然 

不能得到满足。 

4 分析和总结 

从前面的分析我们证明了，FGI对于同构的图能给出Ⅱ： 

确的判断，但对于不同构的图可能会给出错误的判断。而识 

别出不同构的图，恰恰是图同构算法研究的关键和难点所在。 

这是因为，对于两个有 个顶点的图G和F，顶点间所有可能 

的映射数为 !，要判断两图是不同构的，等同于判断所有这 

!个映射都不构成同构映射。对于较大的71，如 —1000，用 

穷举法进行搜索显然是不可能的，因此必然需要利用一些限 

制条件来降低搜索空间。 

先引入几个定义。一个图到自身的同构称为自同构。顶 

点集合V的划分(Partition)，是将V分为一些不相交的集合， 

每个集合称为一个单元。顶点集合V的划分称为自同构划 

分(Automorphism Partitioning)，如果顶点 “，73属于该划分的 

同一个单元，当且仅当存在G的一个自同构映射，将 U映射 

到 。 

设M为顶点间的一个～一映射，设u6G，M(“)=v6F， 

如果 “和 的度不等，那么M一定不是同构映射。也就是 

说，同构映射一定使得 G的一顶点映射到F中某个度相同的 

顶点。这样根据顶点的度，可以得到顶点的一个划分，使得属 

于同一单元的顶点具有相同的度。进一步，属于同～单元的 

两个顶点 “和 所邻接顶点的度也应满足对应关系，这样可 

以将单元进一步细分。这个过程可以不断进行下去，直到划 

分不能再细分为止。设这样得到的划分由如下单元构成： 

{ 1，V2，⋯，Vc1}，{ 1，v2，⋯， 2)，⋯，{ 1， ，⋯， ) 

对两个图G和F如上得到划分，那么现在只要考虑将一 

个顶点映射到对应单元中某个顶点的映射即可，这样的映射 

数为： 

C{×C5×⋯×C 

其中C +C +⋯+C 一 。这样所需考虑的映射数可以大为 

降低。实际上，这一思想也是目前许多常见的图同构算 

法l7叫 的基本思想。 

然后，上述基于度的顶点划分并不能对顶点进行充分的 

细分，也就是得到的并不是自同构映射划分，因此这些算法不 

可避免地都需要进行回溯，也就是构造一棵搜索树，不断进行 

试探和剪枝，因此这些算法都不是多项式时间算法。 

对于一些特 殊类 型的 图，如平 面图、区 间图 (Interval 

Graph)、树等，存在多项式算法。但对于一般的图，还没有得 

到多项式时间算法。有学者 提出了一种图同构完备的概 

念，来表示可以在多项式时间内归约为图同构的一类问题。 

~_IIII、二分图、弦图等类型的图的同构问题是图同构完备 

的⋯]。 

图同构的复杂性如图 4表示。 

图4 图同构完备问题 

从目前的研究进展来看，图同构问题仍然未被归入 P或 

者 NPc，是一个有待进一步研究的问题。 
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