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摘 要 直觉模糊集(intuitionistic fuzzy sets)、区间值模糊集(interval—valued fuzzy sets)以及 Vague集对普通 fuzzy 

集的扩展是给出了隶属度的上下限，把隶属度从[O，1]区间中的一个单值推广到了[O，1]的子区间。但是该子区间犹 

如一个黑洞，隶属度在其内部的分布情况我们无从知晓，即这个子区间中的每一个值是等可能地作为元素的隶属度还 

是区间中的某些值较另外的值有更大的可能性呢?为了清晰的刻画出元素的隶属度在[O，1]区间中的分布情况，本文 

通过对投票模型的分析及正态分布理论，提 出了一种新的模糊集合——正态模糊集合，同时对正态模糊集合的交、并、 

补等基本运算性质进行了讨论，文章最后对正态模糊集与fuzzy集、直觉模糊集的相互关系也作出了详细阐述。正态 

模糊集合是模糊集合理论的进一步推广，为我们处理模糊信息提供 了一种全新的思想方法。 
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— — A New Extension of Fuzzy Sets 
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Abstract Comparing with the theory of fuzzy sets，intuitionistic fuzzy sets，interval—valued fuzzy sets and vague sets 

extend the membership degree from a single value in[O，13 tO a subinterval in[O，13，but a more detailed information is 

that whether all the values in the subinterval have the same probability or some values have bigger probability than the 

others as a membership degree，we can not obtain．In this paper，according tO the investigation of vote model we pres— 

ent a method for expressing intuitionistic fuzzy sets by a series of norm al distribution functions，then the theory of nor— 

mal distribution fuzzy sets is established．This theory can well solve the problem exist in the existing generalized fuzzy 

theories．The notion of inclusion。union，intersection，and complement are extended tO such set，and various properties 

of norma1 distribution fuzzy sets are discussed．NorIna1 distribution fuzzy sets are the extension of intuitionistic fuzzy 

sets，the relationships among fuzzy sets，intuitionistic fuzzy sets and norm al distribution fuzzy sets are specified． 
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1 引言 

模糊集理论由Zadeh教授于1965年所创立，他发表的论 

文“模糊集合论”l1 标志着模糊数学的诞生。模糊集合是对经 

典集合的扩充，随着模糊知识处理技术的发展，有许多新的拓 

展模糊集被提出，这些理论中有的是对 Fuzzy集理论的推广， 

有的则是从另外一种角度来处理不确定性和不精确性。如： 

Atanassov提出了直觉模糊集(intuitionistic fuzzy sets)_2 ]， 

Goguen定义了 模糊集(L—fuzzy sets)[ ，Atanassov将 I， 

模糊集 扩展成 I，直觉模糊 集合 (L-intuitionistie fuzzy 

sets)[ ，Dubois等l8]和 Gorza lczanyz 提出了区间值模糊 

集合 (interval-valued fuzzy sets)，Gau和 Buehrer提 出了 

Vague集理论_i 。这些推广了的模糊集合在本质上有许多 

相通之处，Bustince和Burillol1ll已经证明Vague集与直觉模 

糊集理论的基本思想是相同的，Vague集中的真隶属函数 t 

和假隶属函数 实际上就是直觉模糊集合中的隶属函数 

(z)和非隶属函数 )，(z)，Vague集的性质和定义在Vague集 

上的运算与直觉模糊集相同，因此 Vague集就是直觉模糊 

集；许多学者 也对这些扩展模糊集合之间的相互关系做 

出了讨论，给出了这些集合的内在联系和相互转化方法。近 

年来还有学者提出了“统一集”的概念 ]，设想用一种统一的 

集合论方法对客体进行描述，为开辟新的集合论，逻辑推理提 

供了良好的理论基础。 

2 正态模糊集合 

与精确集合相比，fuzzy集合没有明确的边界，它把隶属 

度从{0，1}推广到了[O，1]。但在 fuzzy集中，我们却能够精 

确地把握对象对集合的隶属程度，例如：Fuzzy集一0．2／1+ 

0．4／3，我们就能清楚地知道 1隶属于A的程度为0．2，3隶属 

于A的程度为0．4。直觉模糊集、区间值模糊集和Vague集 

等拓展模糊集是对fuzzy集的推广，它们把隶属度从[O，1]间 

的单值再次推广到了[O，1]中的子区间。在这些拓展的模糊 

理论中，直觉模糊集是目前研究的热点，也最具有代表性。直 

觉模糊集的特征是不但对象可以不完全隶属于某个集合，而 

且隶属度也是模糊的，我们仅仅知道隶属度在区间[O，1]的某 

个子区间内。例如：直觉模糊集合B={(1，0．2，0．6)，(3， 
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0．2，0．2))，我们知道 1隶属于B的程度在0．2与0．4之间， 

3隶属于B的程度在 0．2到 0．8之间。 

对于直觉模糊集合，我们很自然要考虑的一个问题是：这 

个子区间中的值作为元素的隶属度之可能还是某些值较另外 

的值有更大的可能性呢?以B={(1，0．2，0．6)，(3，0．2， 

0．2))为例，我们可以知道元素3隶属于B的程度是在0．2到 

0．8之间的，用投票模型来解释，就相当于在一次投票中，2个 

人投了赞成票，6个人投了中立票，2个人投了反对票，很直观 

的结论是3隶属于B的最大的可能值是0．5，[O．2，0．83中的 

其它值随着与0．5距离的变大，取其为隶属度的可能性变小， 

而0．2和 0．8是隶属度的上下界，因此可以用图 1来表示 

[O．2，0．81间值作为隶属度可能性的分布情况。 

图1 I-o．2，0．83作为隶属度可能性的分布情况 

不妨设区间[O．2，0．83间的值作为元素 3的隶属度的可 

能性符合正态分布，由此可以考虑建立一种新的模糊集 

合——正态模糊集，此类集是论域X到正态函数集上的一个 

映射，记为A 。 

定义 1 设X是一个给定论域，X上的每一个元素记为 

，A 是X上的一个正态模糊集合，A 由一列正态分布函 

数决定，当X是离散时，A 记为： 

A～=∑ (z)／x 五∈X 

当 X是连续时，A 记为 ： 
r 

A～：I ( )／x ．Ti∈X 
J 

对于任意的i，满足如下条件： 
1 

肛=E( ( ))∈r-o，1]，O'i：D( ( ))≥—： 
V 兀 

E( ( ))和D( ( ))分别表示正态分布函数 ( )的期望和 

方差。若E(伫( ))越大，则表明元素隶属于该集合的程度越 

大，D(啦(z))越大则表明该隶属程度越模糊。如图2，图中所 

示的是同一个元素丑在两个正态模糊集A 和B 中所对应 

的正态分布函数的图像，该图显示 E( (z))<E( ( ))， 

D( ～( ))>D( ～( )) 

图2 同一元素五在正态模糊集A 和B 中对应的正态 

分布函数 
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本文中以论域X为离散的情形为例来进行讨论，一个离 

散域上的正态模糊集合可以用图3来表示。因为正态分布函 

数由其期望 和方差 两个参数所决定，因此我们可以把论 

域X上的一个正态模糊集合记为如下形式： 

A～一{(五，,ui，ai)l37 ∈X) 

对所有的i，若满足,ui=E( ( ))一0且O'i一+。。，则该正态 

模糊集记为 ；若 =E(伫( ))一1且 ：D( ( ))= 
1 

— ，则该正态模糊集记为x 。 

X 

图3 一个离散域上的正态模糊集合 

定义2 设A 是论域X上的正态模糊集合，则A 的补 
一

AN定义为 

一 言 )／ 

1 

图4 

Z 

这里： 

，
一E( ( ))=1--E(~o' ( ))， 

O．
t

，=D( ( ))=D( ( )) 

如图4所示，A～也可以记为lA～={( ，1一 ，O'i)l五∈X) 

定义3 设A 和B 是论域X上的两个正态模糊集合， 

A～：{(丑， ， )l 『∈X) 

B～={( ， ， )l 37f∈X)， 

若A B 当且仅当对任意的 ： 

≤ ≥ 

显然，对于论域X上任意的正态模糊集合A ，式子 A 

X～恒成立。 

定义4 设A 和B 是论域X上的两个正态模糊集合， 

AN={( ， ， )l 『∈X)，B～={(丑， ， )l 『∈XIA～和 

B 的并仍然为一个正态模糊集，记为 CN—A UB ，则： 

=max( ， )， =min( ， ) 
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定义5 设A 和B 是论域X上的两个正态模糊集合， 

A～一{(五， ， )l置∈x)，B～一{(五， ， )l五∈x)，AN 

和B 的交仍为一个正态模糊集，记为CN=A nB ，则： 

一min( ， )， =max(d ， ) 

3 正态模糊集合交并补的若干性质 

上一节中给出了正态模糊集合上的交，并，补的定义，本 

节中将给出正态模糊集合交并补运算的一些重要性质。 

性质 1 交换性 

A～UBN—B～UA～ A～nB～一B～nAN 

性质2 结合性 

A～U(B～UCN)一(A～UB～)UCN， 

A～n(B～nCN)一(A～nB～)nC～ 

性质 3 对合性 
一 A 

证明：设A一{(五， ， )l五∈X)，根据定义 2，则 一 

{(五，1一 ， )lz∈X)，则 

A一{(五，1一(1一 )， )lz∈X) 

一 {(五， ， )lz∈X) 

一 A 口 

性质 4 幂等性 

AUA=A。 AnA—A 

性质 5 分配性 

AU(BnC)一(AUB)n(AUC)， 

An(BUC)一(AnB)U(AnC) 

性质 6 吸收性 

AU(AnB)一A，An(AUB)一A 

证明： 一min( ， )， 

U‘An =max( ，min( ， ))= 

=max( ， )， 

似n =min( ，max(： ， ))一 ，则AU(AnB)一 

A； 

An(AUB)一A可以用相同的方法证明。 口 

性质 7 DeMorgan律 

一  n豆 百一 U豆 

证明： 一max( ， )， 叩 一1一max( ， ) 

= 1一 ， 一 1一 

n县=min( ， )=min(1一 ，1一 )一1--max( ， 

) 

则硒 一 —n豆。 
一  U豆可以同样证明。 口 

注：性质 1，2，4，5可以由max和min算子对应的性质直 

接得出，证明略。 

4 Fuzzy集。直觉模糊集和正态模糊集合之间的相 

互关系 

正态模糊集合是对 fuzzy集和直觉模糊集合的扩展，在 

这一节中，我们主要讨论fuzz~集，直觉模糊集和正态模糊集 

合之间的相互关系及相互转化方法。 

定理 1 直觉模糊集合是正态模糊集的截集。 

首先给出正态模糊集的截集的定义，设 A 是论域X上 

的一个正态模糊集合，A 一善 (z)／xi~∈Eo，1]，则A 的旷 
截集定义如下： 

l 

图 5 

Z 

设 ( )= (z 2)一口 1≤ ，则A～的旷截集记为 

A口~一{(z ，z 1一z 2)I五∈X) 

如图5所示。若z ≤0，则区间[z z z]用Eo z]代替；若 z z 

≥1，则区间[z z z]用[z 1]代替。 

在作正态模糊集合的截集时，可以对所有的元素取相同 

的水平a，也可以对不同的元素 五取不同的水平a 。因此一 

个由正态模糊集合截取到的直觉模糊集合由 ， ，a 这三个 

参数共同决定，一个直觉模糊集可以记为： 

A=A{寻一{(五， ， ，口 )lz ∈X) n一{口1，口2，⋯，口 )。 

若对所有的a ，均满足z 一z 则区间[ 编z]就退化成 

为了一个点 ，这里有 a 一 (肛)，则该正态模糊集合的旷截 

集就退化成为了Fuzzy集。 
1 

若元素五满足 (肛)一1，则此时有O'i=—： ， (z)= 
V 厶兀 

exp(一兀(z一 ) )我们就称元素蕾是正规元素。若A 中的 

每一个元素均为正规元素，就称该正态模糊集合为正规正态 

模糊集。显然正规正态模糊集合的1一截集是 fuzzy集，记为： 

Al~一{(． ， ，1／~／2 ，1)lz ∈X) 

为了与当a<1所截得的 fuzzy集合相区别，称此类 fuzzy集 

为正规 fuzzy集。 

若a 一 ( )<1，我们称元素 五为非正规元素，若正态 

模糊集合A 中有一个非正规元素，则称该集合为非正规正 

态模糊集。若取，n一{口 ，⋯，口 )，口 一 ( )则 

A{寻一{(． ，肛， ( ))lz ∈X) 

A 为正规fuzzy集，A{寻为非正规 fuzzy集。图6中(a)和(b) 

分别是正规元素五和非正规元素z 的图示。 

对于任意的fuzzy集和直觉模糊集，也可以转化为正态 

模糊集合。 

(1)设A是论域X一{ I， z，⋯，工 )上的一个fuzzy集，A 
一 {( ，五) ∈X)，则A所对应的正态模糊集合A 为： 

" 

A～一∑ (z)／x z ∈X 
i= 1 

其中正态函数 (z)满足：E( (z))一肛，D( (z))=1／ 2 。 

即由经典fuzzy集转化所得到的正态模糊集合均为正规正态 

模糊集合。 

(2)设A是论域X一{z ，zz，⋯，z }上的直觉模糊集合， 

A一{<z，tA( )，yA(z)>Iz∈X)则 A所对应的正态模糊集合 

为 

A～一∑ (z)／x 
i= 1 

z ∈X 
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Z 

图6 正规元素(a)和非正规元素(b)的图示 

其中正态函数 (z)满足： (5，[O．36，1])}。 

= E(gl(z)) (tA(五)+1一Ya(五))／2 ②当口一1时，得A 一0．9／5，所以元素 5是一个正规元 

’ 

ll (五)ll一1一YA(五)--tA(置)。 

若 ll (xi)ll越大，则o'i也越大，图像越趋于平坦。 

下面我们给出一个具体的数字实例来说明正态模糊集合、 

区间值模糊集合和Fuzzy集之间的相互关系及转化方法。 

例 设x一{ l，35"2， 3，X4， 5)一{1，2，3，4，5)，模糊集 

AN表示集合“较大的数”，AN记为：A～一{(1，0．2，2)，(2，0． 

5，1)，(3，0．7，0．8)，(4，0．8，0．5)，(5，0．9，1／~／27c)}，A～如图 

7所示，这里的函数图形仅是示意图，只是为了体现这5个函 

数之间的相互关系。 

1 
一

|。 0
．8 

： 4／ 0
．5 
O-4 ／ ． 

1 —  
一

I— I■  — ’ 
O 0．2 0．5 0．7 0．8 0．9 1 

图7 

Z 

下面我们来讨论A 的旷截集。 

①首先对所有的元素取相同的水平，当 一0．4时，对于 

元素 1，有 

素，此时A 是一个 fuzzy集，且是正规的。 

③也可以对不同的元素取不同的水平，若取 

．0：{口1，口2，口3，口4，口5)一{0．2，0．5，0．7，0．8，0．9)贝0得到： 

A儡一O．2／1+0．5／2+0．7／3+0．8／4+0．9／5 

这里A儡是一个 fuzzy集，且非正规。 

结论 直觉模糊集，区间值模糊集以及 Vague集是对 

fuzzy集的扩充和推广，它们把元素对集合的隶属度从一个单 

值推广到了[O，1]的子区间，给出了隶属度的一个上下限。但 

是在这几种拓展的模糊集中，子区间内部却犹如一个黑洞，我 

们并不能详细的知道元素对集合的隶属度在这个区间内的分 

布情况，即该区间中的每一个值都是等可能的作为元素对集 

合的隶属度，还是其中某些值较另外的值有较大的可能性作 

为元素的隶属度呢?本文结合投票模型所提出的正态模糊集 

很好的解决了这个问题，通过正态模糊集，我们可以对元素对 

集合的隶属度的分布变化情况作出很细致的把握，这为我们 

处理模糊信息提供了一种全新的思想方法，由于正态模糊集 

合可以很方便的和现存的几种拓展模糊集合相互转化，这样 

也为我们讨论现有的拓展模糊集合的性质提供了一种新的途 

径。本文仅提出了一种新的拓展模糊集合的基本思想，正态 

模糊集合更进一步的性质比如相似度量以及如何用正态模糊 

集合处理模糊信息，进行近似推理将是下一步主要研究的课 

题。 
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ossW ordOffSet。 

⑥如果集合CrossWordOffSet是空集，那么，多模式合一 

失败，返回 false。 

⑦根据集合 CrossWordOffSet，对集合 VarWordOffSet 

中的偏移量进行删减，从而得到新的集合VarWord()ffSet。 

⑧如果当前字 sCurWord不是 目标模式 sPattern的最后 

一 个字，那么根据集合 CrossWordOffSet、集合 VarWordMi～ 

n()ffSet，得到新的集合 PreWordOffSet。 

转⑩。 

⑨当前字sCurWord是变量。 
· 根据集合 PreWordOffSet、集合 EndWordOffSet，得到 

新的集合 CurWordOffSet、PreWordOffSet、CrossWordOff～ 

Set。 

· 将当前字 sCurWord，加入变量数组aVar[]，iVarNum 

++。 

对布尔变量 bPreWordIsVar进行赋值，令 bPreWordls- 

Var— true。 
J 

⑩考察当前字 sCurWord在目标模式 sPattern中的位 

置 。 

· 如果 sCurWord是 目标模式 sPattern的最后一个字， 

那么，计算集合 CrossWordOffSet与集合EndWord()ffSet的 

交集，并记作集合 UnifyResultWordOffSet。如果集合 Uni— 

fyResultWordOftSet为空集，那么多模式合一失败，返回 

false。 

· 否则，如果 sCurWord不是目标模式 sPattern的最后 
一 个字，那么，转②。 

3．5 算法分析 

本算法的特点，是先对一个模式建立索引(“常量、变量一 

体化索引”)，构成一个图，然后，目标模式在这个图中进行检 

索。具体就是：[j标模式从图中寻找一个人口，然后检索下 

去，直到图的末梢。本算法的计算过程，是字级别的计算过 

程，粒度很细。 

3．6 算法测试 

测试 用例 1： 

sTarget一 ”司马懿是 $ 1 $的父亲” 

sText： ”司马懿是司马昭的父亲” 

测试结果： 

合一结果sUnifyResult= 司马懿是司马昭的父亲 

变量个数：iVarNum 一 2 

变量：”$ 1_$”，对应的字符串：”司马昭” 

测试 用例 2： 

sTarget一 ，f_1一$是 $ 2 $的 $ 3 $” 

sText=”司马懿是司马炎的祖父 

测试结果： 

合一结果 sUnifyResult一司马懿是司马炎的祖父 

变量个数：iVarNum一3 

变量： $一1 $ ，对应的字符串：”司马懿 ； 

变量： $ 2 $”，对应的字符串：”司马炎” 

变量：”$_3 $ ，对应的字符串： 祖父” 

测试 用例 3： 

sTarget一 $ 1一$是 $ 2 $的祖父” 

sText= ”毛泽东是毛新宇的 $ 3 $” 

测试结果： 

合一结果 sUnifyResult= 毛泽东是毛新字的祖父 

变量个数：iVarNum 一 2 

变量： $ 1一$”，对应的字符串： 毛泽东 

变量： $ 2一$ ，对应的字符串： 毛新字 

测试 用侈4 4： 

sTarget一 ”$ 1 $是 $ 2 $的 $一3 $” 

sText= ”$l 4 $是 $一5 $的祖父 

测试结果： 

合一结果 sl_JnifyResult： $ 4 $是 $ 5 $的祖父 

变量个数：iVarNum 一 3 

变量：”$ 1一$”，对应的字符串： $～4 $” 

变量：”$ 2 $ ，对应的字符串：”$～5 $” 

变量：”$ 3 $”，对应的字符串：”祖父” 

结论和下一步的工作 本文首先介绍了模式合一的相关 

定义、研究现状；然后指出了现有模式合一算法的不足之处； 

在此基础上，提出了一种新的模式合一算法——“基于图匹配 

的双模式合一算法”，并对该算法进行了分析；实验结果表明， 

本算法可以有效解决原来算法中的递归调用问题。 

下一步的工作，将把本算法应用于问答系统中，以提高问 

答系统的性能。 
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