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一 种新的均匀样条曲线曲面设计方法 ) 

雷开彬 张为群 马志霞 

(西南民族大学计算机科学与技术学院 成都 610041) (西南大学计算机科学与技术学院 重庆400715) 

摘 要 拳文根据均匀B样条基函数的de rf( x递推公式提出了一种新的样条曲线曲面设计方法。该方法从满足 

正性、局部支柱性和权性的初始基函数出发，可构造出具有高阶低次或低次高阶的多项式样条基函数和多种函数类型的 
样条函数。给出了设计这种样条曲线曲面的几种方法和实例 ，并对基函数的连续可微性进行 了证明。该样条基函数和 

样条曲线曲面具有和均匀 B样条类似的几何性质，且均匀B样条是其特例，可用于曲线曲面的几何造型和样条插值。 
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Abstract This paper presents a new scheme of design spline curves and surfaces by uniform B-spline de Boor-Cox re— 

cursion formula．The scheme can structure“high order and low degree’’or‘‘low degree and high order’’polynomial 

spline curves and surfaces，starting from initial basic function of satisfying positivity and local support and weighting 

property．also can generate many types of spline functions．In this paper，several methods and examples of designing 

the spline functions are given，and differentiabmties of the basic functions are proved．This slpine curves and surfaces 

have many sinfilar properties to uniform  Prspline．and traditiona1 unifotin B-spline iS its specia1 case．And it may be used 

for geometric modeling and interpolation of curves and surfaces． 
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1 引言 

B样条的理沧早在 1946年由 Schoenberg提出，但是其论 

文直到 1967年才发表。对 B样 条理论和应用作出突出贡献 

的有 de Boor C．和 CoxM．G．，他们分别在 1972年和 1971年 

独立地给出了关于 B样条计算的标准算法，即著名的 deBoor- 

Cox递推公式。随着样条函数的理论与应用的成熟，非均匀 

有理 B样条(NURBs)在CAD／'CAM造型系统中被广泛采 

用 ，已成为一种 、 没计标准。但是，为了满足小同应用的要 

求 ，也出现了多种不同的样条曲线的构造方法。Zhang[ j提 

出了由{1，t，sin f，c()st}的线性组合得到的 C—B样条，并与传 

统的j次 B样 条曲线有相似的几何性质。IM 则推广 了 

Zhang的方法，给出了函数空间{1，t，⋯， -‘，sint，COSf}上的 
一 类广义均匀样条的显示构造方法，得到了类似均匀 B样条 

基函数的均匀 角多项式样条基函数。Wang【 也在函数空 

间{1，f，⋯，，。，sin t，cos t}上定义了另一种非均匀的代数三 

角样条基函数 ，它们都与 B样条有类似的权性、正性、可微和 

细分等几何性质。 

然而，对 B样条曲线段和已有的样条曲线都存在以下一 

些缺陷。其一 ，控制多边形顶点的个数与基函数多项式的次 

数是同步增长的，这就限制了在低阶 B样条曲线中达到高阶 

连续和在高阶 B样条曲线中用低次多项式表示的要求。其 

二 ，基函数仅有多项式表示的形式，无其他函数类型的表现形 

式，即样条函数类型单一化。由于样条曲线是由分段曲线构 

成 ，各分段曲线之间又满足某种连续性要求的自由曲线。本 

文利用均匀 B样条基函数的优 良性质，推广 de Boor-Cox递 

推公式的构造规则，提出了一种新的样条曲线的设计方法，为 

讨论方便称其为均匀t3(2样条(Uniform de Boor-Cox Spline)。 

2 均匀B样条的 de Boor-Cox递推公式 

给定参数t轴的一个等距分割 T：{t i= -- ，t 一i，i一0， 

±1，±2，⋯，由下列递推公式所定义 。的函数 Bm(f)称为 

相应于分割 丁的k阶(Order )，晟一 次(Degree k一)均匀样 

条基函数： 

㈤ 一 嚣 } 
lB ， (f)一 B 一 (f) B +·， 一 (f)， ≥2 

(1) 

上式称为de Boor Cox递推公式，丁称为节点序列或节 

点向量，t 称为节点(Knot)。 

3 均匀 BC样条基函数的定义及性质 

对给定参数 t轴的一个等距分割 丁：{t } ，t 一i，i= 

0，±1，±2，⋯，和该分割上的一组 由r(r≥1)个区间上的分段 

函数构成的初始基函数 ： 

f (t--t,)，r∈It ，tlf1]。 I (
t—fi+1)，f∈[ti+ ， +z]， 

． 
(r)一 ⋯ (2) 

l 9r一1(t--ti+ 1)，t∈It +，～1，f + ]， 

l0，其他 

且满足如下性质：(1) ( )("一()，1，⋯，r一1)在[o，12内任意 

*)论文得到四川省应用基础研究项目(编号 ：06jy0286)和西南民族大学应用研究项目(编号：03N042)资助。 
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阶可微，N (f)在Et ，ti+r]内有m(≥O)阶连续可微。(2)正性 

和局部支柱性： 

N c {三：： 喜爱 ：；，cs 权性： c“ 三 ， 
uff Eo，1]，则由下列递推公式所定义的函数 N ( )(是>r)称 

为相应于分割 T的k阶(()rder是)均匀 BC样条基函数， 

Nî@ N _l )q
“

t, + k--

+

t

1 

N
Li + J +  一  + 1 

> r) (3) 

其中，T称为节点序列或节点向量，t 称为节点(Knot)。显 

然，由上式定义均匀EC样条基函数具有如下性质： 

性质 3．1 正性 (Positivit y)和局部支柱性 (Local sup— 

port)： 

~0,tE(t,,ti+k； 
性质 3．2 权性(Weighting Property)： 

N (f) ∑ N (f)兰1，tff Et ，tq]， <q 
l— s — tj P  

性质 3．3 均匀 B样条基函数(B-spline basis)： 

当r=1， 一0时，取 

Nf．r( i,ti~1] 均匀 Bc样条基函数 M 

(￡)为 k阶 一1次均匀 B样条基函数。 

4 均匀BC样条基函数的连续可微性及实例分析 

根据均匀 BC样条基函数的定义，该样条基函数 N ( ) 

显然在Et ，ti+ ]内至少是零阶连续。但是若要求有更高阶的 

可微连续或光滑性，必须对给定的初始样条基函数首尾端点 

的可微性作适当要求。 

性质4．1 若初始样条基函数 N (￡)在Et ，ti+r]内有 m 

(≥o)阶连续可微，且 (o)一 !j‘1)一o，则k阶均匀BC 

样条基函数 N ( )在Et ，t ]内至少有 阶连续可微。 

证明：仅需证明N (f)在[ ，fm]上的所有节点处至少 

有 (>O)阶连续可微。现对 >r作数学归纳法。当是一r+ 

时 ，考查节点 t ( 一0，1，⋯，r+1)点的连续可微性。 

现考察t=t ，tlh} 的可微性，当f∈Et ，t⋯]时， 

N； 1(￡)一÷[( 一 ) (t--t )]“ 

一 ÷[m (t--t )+(t--t ) (t--t )] 

因此，N (f)在 t=t 处 (>O)阶连续可微，同理在 f= 

f +1处 (>O)有阶连续可微。 

现考察 ti+ ，ti+ 的可微性，当t∈Et ，t ]时，由上式 

M卅)十 (f)l三r⋯ 一 
r
[ (1)+ (1)]，当f∈Et⋯ ， 

ti+2]时， 

N 1(f)一÷[(f—f ) 1(t--f汁1)一(t--f + +1 (t-- 

t⋯)] 

一 ÷[ 一”(t--t )~-(t--t ) (t--t㈩)] 

一

÷[ (f—ti+1)+(f—f汁 +1) (f— 

t⋯)] 

于是 

M0 (f)J 0十 一÷[ 一 (o)+ (o)] 
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r
[m 。。 (o)+ (o)]， 

由已知条件 (o)一。和 N ( )在[ ，tj+，]内有 (≥ 

o)阶连续可微得知， (1)一 (o)，故 ，==t +．处 (>o)阶 

连续可微，同理在 f—fm处 (>O)有阶连续可微。 

现考察f—fH ， 一2，⋯，r～1的可微性，当t∈Et } ， 

ti+ ]时， 

l(￡)=[ l(￡ _)+ (̈￡ 

一

t + 一】)}‘ 

N (t)l 一÷[m ”(1)+n (1)] 

一

÷[ ”(1)+(r+l一 ) (1)] 

当f∈[ti+n~tit n+]]时，N (f)一 等 (t--ti+n)+ 
(t--ti+n 

(f) 。- 一÷[ (o)+ (o)] 

～

÷[ 了”(o)ff-(rff-1一 ) 1(o)] 

当f∈Et ，t }1]时， 

由局部支柱性有 (o)一 1(1)一。及 ．女(f)(是>r)的可 

微性有 1(1)一 (o)，( 一0，l，⋯，r一1)得 N l(￡)在 

ti+ 处至少 阶连续可微。 

现假设 是一l时成立，而 

N m】(f)一 t-- ti N (f)+ N + 
． 一  

(f)] 

一 r( m ∽ + N 】(￡) 

一  N m
， 
1) (f)一 N {． (f) 

i+k Li+ 1 

由可微函数的和、差、积得证上述的可微性。 

性质4．2 对给定参数t轴的一个等距分割T：{t } = 

和该分割上的一组满足条件的二阶初始样条基函数定义如 

下： 

fqfft—f )，tff Et ，f z+】]， 

N ( )一 1--~(t--t汁】)，tff Et，+】，ti+2]， (4) 

l0，其他 

且有 (O)一O， (1)一1， (O)一 (1)，则按(3)定义的三阶均 

匀 Bc样条基函数二阶连续可微的充要条件是 (o)一 (1) 

+6 (O)。四阶均匀 BC样条基函数二阶连续可微的充要条 

件是 (o)一 (1)。 

实际上可根据三阶、四阶均匀 BC样条基函数的定义直 

接验证即可。该性质给出了如何构造二 阶初始基 函数的方 

法。下面的例4．1和4．2是用该方法设计的具有低阶高次多 

项式样条和三角函数类的样条基函数。 

实例 4．1 三阶均匀四次多项式 连续的BC样条基函 

数 

对给定参数t轴的一个等距分割 T：{t，}土兰一 二阶三次 

连续的多项式的初始基函数如下： 

I专(～2 。+3 。+2／1)， f～ ，tff Et ，ti+1] 

1{(2 。一3 2／1+3) f∈[ 
l0，其他 

(5) 
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设 ( )= 1(一2／*。+3 +2 )
，则 (O)一O， (1)=1， 

(o)= (1)=2／3， (o)一2， (1)=一2，由(3)式定义的i阶 

均匀 I3(2样条基函数为， 

N．3(t)= 

百1(一 + + )， =t--t,,t~[-tz~ti?1] 

{( 一 一 +311+1)， —t--ti+l,t~[till~t z+2] 
百1(一2 +5 一／*2一 +3)， 一 一 2， ∈[ +2， +3] 

0，其他 

(6) 

然，满足 (o)= (1)+0 (o)，因此由性质 4．2，该j 

均匀 BC,样条基函数具有c 连续(图1)。 

＼ ／ ＼ ／ ＼ ／ 

图 1 三阶均匀四次多项式 C 连续的 BC样条基函数的形成 

实例 4．2 四阶均匀三角多项式 C。连续的 BC样条基函 

数 

对给定参数 t轴的一个等距分割 T：{t } ，二阶 

连续的三角多项式的初始基函数如下 ： 

I 4 E4sin( ￡／2)一4cos( c／2)+cos( ￡)+3]， j 
I ／*~t--ti，tE Et,，ti+lj 

N 1 1[～4 ( ／2)+4cos( 2)一cos(硝)+3]， 
l 1 一 

一  f-1，t~It,+1，tif 2] 

l0，其他 

设 )=去[4sin( ／2)--4cos(~y2)+c0s( )+3]， 

∈[o，1]显然满足 (o)=0， (1)一1， (o)= (1)=7c／3和 

(o)= (1)=0，于是四阶均匀 Bc样条基函数有二阶连续 

可微。由(3)式定义的四阶均匀 BC样条基函数(图2)为， 

N¨(t)= 

{ 
／*=t--t ，tE Et ， +1] 

[(1+ ) +(一 +2 +1) ( )]， 

／*=t--t⋯ ，t∈Et⋯ ，t ] 

{ 2／* +4)+(3f--4 ( 
／*=t--t ，￡∈Et ，t ] 

(1一 (1一 ( ))’ 

0，其他 

， ＼ ／ {、 ／ ～ 、 ／ 、 

， 
、 

／  ＼． 

图 2 四阶均匀i角多项式 C 连续 BC样条基函数的形式 

实例4．3 由已知的均匀B样条基函数构造高阶初始基 

函数。 

给定参数t轴的一个等距分割 T：{t ．二 ，对定义上的 

四阶j次均匀B样条作参数变换即可得到八阶c 连续的多 

项式初始基函数(图 3)，N ( )如下， 

N．8( ) 

1 3
， 一 一 ∈[ l'ff 1] 丽 ， 一 一 ’ ∈ J 

未(1+ +3 + )， — —fJ_ ， ∈[。 一z] 
1 (8+12

／*+6／*2—3／1~)， = 一 H 2， ∈[ 一2，̂ 3] 

1 (23+15
／*一3／* 一3／*3)， 一 一 3’ ∈[  ̈ j] 

(32—12f+3ff~)， 一t--t,+4,t~[ti⋯ +；] 

(23—1 一3／* + )， — 一 +5， ∈ ，“6] 

丽1(8 12／*+6／* 一 )， 一￡一 s，f∈ +6，f --7] 

1  (1
一  

+ 一ff)， 一 一 ．．7， ∈[ +7， 8] 

(9) 

显然，该初试基函数 N ( )在Et ，t ]是二阶连续可微， 

满足正性和局部支柱性，且 (o)一 ’(1)一0，因此由(3) 

式定义的BC样条基函数至少二阶可微连续，从而获得高阶 

低次样条的设计方法。 

图 3 八阶C 连续的多项式的初始基函数 

5 均匀 BC样条曲线的定义及性质 

设{P} 。∈ ，Nm( )是相应于参数 t轴上的均匀分割 

T：{t }善  ，t 一i， =0，±1，--+-2，⋯，的 k阶均匀 BC样条基 

函数，则称 

户(￡)=∑Nm(￡)P ≤￡≤￡ ， ≥ (10) 

为相应于节点向量 T的k阶均匀(Uniform)BC样条曲线 ，称 

P 为控制顶点，称 plP ，⋯，P 为控制多边形。由此定义的 

BC样条曲线具有下列性质。 

性质 5．1(凸包性) 曲线 P(t)(t ≤t<tj+l； =k，k+1， 
⋯

， )位于k个控制顶点P +1， +z，⋯， 的凸包H 内， 
n 

整条曲线 p(t)( ≤￡≤t +·)位于凸包 HJ的并集 H—UH 
J 

之内。 

性质 5．2 几何不变性和仿射不变性：曲线的形状和位 

置与坐标系的选择无关；曲线作放射变换，只须作控制顶点的 

仿射变换。 

性质 5．3(局部性) 变动一个 k阶均匀 BC样条曲线的 

控制顶点，至多引起与该控制顶点有关的 k段曲线的形状发 

生变化。 

性质5．4(连续阶) 若k阶均匀 BC样条基函数是m阶 

连续可微的，则 是阶均匀 BC样条曲线 (￡)(tt≤ ≤ -)是 
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阶连续可微。 

性质 5．5(部分细分性) 

可表示为(如图 4)，其中 

走阶均匀Bc样条曲线的求值 7 均匀Bc样条曲面的定义与实例 

f ' —O' J～走十1'J一走十2'⋯ 'J 

J _j( +t垃,+k--I --ti ) 
l 2—1，⋯，七一r+1，i=j—k+l+l，⋯， 
l ≤七一r+1 

户 ) 
i善N ( 一 ：，善+ N ( ) 

一 ∑ N l(￡) (￡)一 · 
i=i一 +2 

一 ∑ N ( ) ( )， ≤t<tj 1 
f。．。1一 r十 I 

6 均匀 BC样条曲线实例 

PI 

： 

PJ-I~+!

>

> Ill 
p {Zl 

； ； > (， ‘ · ＼I， Il- 
1 > 

＼ (，) 
／  ． 

>p (，) 

p 

图 4 k阶均匀 I3(2样条曲线的部分细分过程 

根据均匀 BC样条曲线的定义，图 5(曲线 1)是(5)式定 

义的三阶均匀四次多项式 连续的 13(2样条基函数所确定 

的均匀 BC样条曲线，实际上该样条 曲线与三阶均匀二次多 

项式 C 连续的B样条曲线基本一致；图 5(曲线 2)是(7)式定 

义的四阶均匀三角多项式 C。连续 BC样条基函数所确定的 

均匀 13(2样条曲线，实际上该样条曲线与四阶均匀三次多项 

式 连续的B样条曲线基本一致。图 6是(8)式定义的八阶 

三次 多项式初始基函数确定的均匀BC样条曲线(曲线1) 

与均匀八阶七次 B样条曲线(曲线 2)及均匀四阶三次 B样条 

曲线(曲线 3)的比较。 

／ 

图 5 (1)实例 4．1定义的多项式 BC样条 

(2)实例 4定义的三角多项式 BC样条曲线 

／ — — 、 、 

) ＼ ／ 
图 6 均匀 B样条曲线与均匀 BC样条曲线的比较 

·228 · 

设控制网格的(，”+1)×(”+1)个控制顶点fP }∈ ，i 

0，1，⋯，m，J—O，1，⋯，”，N ，( )是式(3)定义的相应与参 

数 t轴J 的均匀分割 丁：ft } 一 ，t 一P，P—O，士1，±2，⋯， 

q阶均匀 BC样条基函数，则称 
}}l }l 

(“， )一 ∑∑ N (“)N ( )P (11) 

tk≤“≤￡ 1，tf≤一~<--t ，m≥是，”≥l 

为相应于节点向量 丁的k×l阶均匀(Uniform)I3(2样条曲面。 

由此张量积定义的 BC样条曲面具有与 BC样条曲线相 

同的性质。图 7是由式(6)定义的 2×2的曲面片，同样具有 

二阶连续。 

图 7 由式(6)定义的 2×2的曲面片 

结论 本文根据均匀 B样条基函数的 de tk)or-Cox递推 

公式，从满足正性、局部支柱性 、权性和连续性的初始基函数 

出发，给出了均匀BC样条基函数的和均匀BC样条曲线曲面 

的一般定义方法 ，并讨论了均匀 t3(7样条基甬数和曲线 曲面 

的定义及其基本性质。本文还对不同基函数连续可微性进行 

了分析和证明，并得到了设计多项式和 角多项式构成的均 

匀BC样条基函数方法，包括低阶高次多项式、高阶低次多项 

式和三角多项式 BC样条具体实例。这些样条基函数和样条 

曲线曲面具有和均匀 B样条类似的几何性质。我们可利 

该方法构造具有不同应刚所需要的各种函数类 、不同连续 

阶的样条曲线曲面。因此，这种样条曲线曲面方法可用丁样 

条曲线曲面的几何造型和插值算法。对于该样条亓丁进一步研 

究初始基函数更一般的构造方法和在曲线曲面存插值算法中 

的应用。 
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